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រុពវកថា 
 

ដំណ ើ រអភិវឌ្ឍនៃព្រះរាជាណាចព្ររម្ពុជាណៅរនុងយុគសម័្យទំណៃើបណៃះ ជាណម្ណរៀៃដ៏ណជាគជ័យបំផុត
ម្យួដដលចាប់ឬសគល់ណចញរើការបញ្ច ប់របបព្បល័យរូជសាសៃ៍ ការបញ្ច ប់សង្គ្រា ម្ ការផសះផារជាតិ 
ការរសាងមូ្លដ្ឋា ៃរងឹមនំៃសៃតិភារៃិងណសេរភារ ៃិងការអភិវឌ្ឍណសដារិចច។ ណៅណព្កាយណរលដដលសៃតិ
ភារព្តូវបាៃណរើតណ ើងណដ្ឋយបរបូិរ ៍ណៅឆ្ន ១ំ៩៩៨ រម្ពុជាទទលួរំណ ើ ៃណសដារិចចខ្ពស់ គឺព្បម ៨%
រនុងម្យួឆ្ន ។ំ ណលើសរើណៃះណទៀតអព្ានៃភារព្រើព្រព្តូវបាៃកាត់បៃេយរើព្បម ៥៣% ណៅឆ្ន ២ំ០០៤
ម្រណៅទាបជាង១០% ណៅឆ្ន ២ំ០១៩។ ដំណ ើ រនៃការអភិវឌ្ឍជាតិជាសរម្មភារដដលបៃតណៅមុ្ខ្ជាប់ជា
ៃិចច ណ ើយណោលៃណោបាយថ្មើៗដដលមៃលរខ ៈអៃតរវស័ិយព្គបដ ត ប់ រ៏រំរុងណលចរូបរាងណ ើង
ណដើម្បើតព្ម្ង់ទិសរម្ពុជាណឆ្ព ះណៅកាៃ់ព្បណទសមៃព្បារ់ចំ ូលម្ធ្យម្រព្មិ្តខ្ពស់ណៅឆ្ន ២ំ០៣០ ៃិង
ឈាៃណ ើងជាព្បណទសមៃព្បារ់ចំ ូលខ្ពស់ ណៅឆ្ន ២ំ០៥០។ ការដព្បព្បួលឆ្ប់រ ័សនៃៃិមម បៃរម្ម
រិភរណោរ ៃិងតំបៃ់រមួ្ទាងំទំនារ់ទំៃងភូមិ្សាង្គ្សតៃណោបាយ បាៃផតល់កាោៃុវតតភារសព្មប់ការ
អភិវឌ្ឍឧសា រម្មណៅរម្ពុជា ដដលព្តូវបាៃរាជរដ្ឋា ភិបាលចាត់ទុរជាមូ្លដ្ឋា ៃព្គឹះនៃរំណ ើ ៃណសដារិចច
រម្ពុជា។ រាជរដ្ឋា ភិបាលរម្ពុជាបាៃរំរុងបៃតរព្ងឹង ៃិងអភិវឌ្ឍវស័ិយអប់រណំឆ្ព ះណៅររការព្សាវព្ជាវ ៃិង
ៃវាៃុវតតៃ៍ណដើម្បើរព្ងឹងសម្តេភារៃិងជំនាញរបស់ធ្ៃធាៃម្ៃុសសណៅរម្ពុជាឱ្យព្សបណៅៃឹងបរបិទថ្មើនៃ
ការអភិវឌ្ឍ ជារិណសសការរព្ងឹងស ព្គិៃភាររនុងការណរៀបចំម្ ូដដលធុ្ររិចចថ្មើៗ។ ណដើម្បើចាប់យរកាោ
ៃុវតតភាររើបដិវតតៃ៍ឧសា រម្មទើ៤ ៃិងណសដារិចចឌ្ើជើថ្លដដលរំរុងផុសផុលណ ើង ព្បរ័ៃធណអរូ ូ សុើ
ដដលបងកលរខ ៈអំណណាយផលដល់ការបណងកើតថ្មើ ៃវាៃុវតតៃ៍ ការព្សាវព្ជាវ ៃិងអភិវឌ្ឍៃ៍ ព្តូវដតមៃការ
ដរលម្អ។ 
  

បណាត ព្បណទសណៅទវើបអាសុើរំរុងនាមុំ្ខ្រនុងការវៃិិណោគណលើការព្សាវព្ជាវៃិងអភិវឌ្ឍ ណដ្ឋយ 
មៃភាគ  ុៃព្បម ៤៤% នៃការវៃិិណោគទាងំមូ្លរបស់រិភរណោរ។ ព្បណទសចិៃរំរុងបៃតរសាង 
ណ ដ្ឋា រចនាសម្ព័ៃធនៃការវៃិិណោគណលើការព្សាវព្ជាវៃិងអភិវឌ្ឍ រ៏ដូចជាសម្តេភារម្ៃុសស។ ផទុយណៅ 
វញិ ព្បណទសណៅទវើបអាណម្ររិខាងតបូង ៃិងអាង្គ្ វរិ រំរុងសេិតណៅឆ្ា យរើការវៃិិណោគណៃះ ណ ើយជាលទធ
ផល ព្បណទសទាងំណនាះរ៏រំុមៃរំណ ើ ៃណសដារិចចគរួឱ្យរត់សមា ល់ដដរ។ ទុៃវៃិិណោគសរុបណលើការព្សាវ 
ព្ជាវៃិងអភិវឌ្ឍរបស់ព្បណទសណៅទវើបអាណម្ររិខាងតបូវៃិងអាង្គ្ វិរ មៃព្បម ៥%នៃការវៃិិណោគ 
ទាងំមូ្លរបស់រិភរណោរ រនុងណរលដដលតំបៃ់ទាងំ២ណៃះមៃព្បជាជៃព្បម ២០%នៃព្បជាជៃ 
រិភរណោរ។ ព្បណទសចំៃួៃ៦ដដលមៃលំដ្ឋប់ខ្ពស់ជាងណគណៅរនុងការវៃិិណោគណលើការព្សាវព្ជាវៃិង
អភិវឌ្ឍ រមួ្មៃស រដាអាណម្ររិ ចិៃ ជប ុៃ អាលលឺម្ ង់ ឥណាា  ៃិងរូណរ  ខាងតបូង ដដលណសមើៃឹងព្បម  
៧០%នៃទុៃវៃិិណោគសរុបរបស់រិភរណោរ។ 
 

ណតើចំណ ះដឹង ផលិតផល ៃិងណសវារម្មថ្មើទាងំណៃះណរើតណ ើងរើអវើ? ណ ើយណរើតណ ើងណដ្ឋយ
រណបៀបណា? ព្រះរាជាណាចព្ររម្ពុជារំរុងដតរសាងមូ្លដ្ឋា ៃសព្មប់ការណព្តៀម្ខ្លួៃទទលួ ៃិងព្បរតួ
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ព្បដជងរនុងយុគសម័្យបដិវតតឧសា រម្មទើ៤ ណៅរនុងណសដារិចចដដលដផអរណលើរុទធិ ណ ើយដដលព្បការណៃះ
ចាបំាច់តព្មូ្វឱ្យរលរដារម្ពុជា ព្តូវកាល យខ្លួៃជារលរដាឌ្ើជើថ្ល រលរដាសរល ៃិងរលរដាដដលព្បរប
ណដ្ឋយការទទលួខុ្សព្តូវ ដដលមៃសម្តេភាររនុងការផលិត ដចរចាយ ៃិងណព្បើព្បាស់រុទធិណដើម្បើទទលួ
ម្ៃុញ្ញផល ៃិងរមួ្ចំដ ររនុងរំណ ើ ៃ។ ធ្នាោររិភរណោរបាៃណធ្វើការរត់សមា ល់ាងំរើឆ្ន ២ំ០០២
ៃូវបមល ស់បតូរនៃមូ្លដ្ឋា ៃណសដារិចច រើណសដារិចចដដលរឹងដផអរណលើរមល ងំរលរម្ម ៃិងធ្ៃធាៃអតិរម្ម 
(Labour and Resource Based Economy) ណៅកាៃ់ណសដារិចចដដលរឹងដផអរណលើរុទធិ (Knowledge 
Based-Economy) ដដលរនុងៃ័យណៃះ រុទធិគឺជាគៃលឹះនៃការអភិវឌ្ឍ។ អាព្ស័យណ តុណៃះ ណៅណលើគៃលង
ដដលរម្ពុជារំរុងណធ្វើដំណ ើ រណឆ្ព ះណៅកាៃ់ណសដារិចចឌ្ើជើថ្ល សងាម្រម្ពុជាព្តូវដតមៃសម្តេភាររនុងការ  
ផលិត ណព្ជើសណរ ើស បៃាំុ បណងកើតមុ្ខ្របរ ៃិងណព្បើព្បាស់រុទធិ ណដើម្បើររាៃិរៃតរភារនៃរំណ ើ ៃ ៃិងដរលម្អ
ជើវភាររស់ណៅ។ សម្តេភារទាងំណៃះ អាចណរើតណ ើងណៅណរលរលរដារម្ពុជាមៃឱ្កាសរនុងការទទលួ
បាៃបទរិណសាធ្ៃ៍រើការព្សាវព្ជាវ ការប តុ ះគំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងការដសវងររៃវាៃុវតតៃ៍។  
 

រំដ ទព្ម្ង់វស័ិយអប់រ ំ គឺជាការព្តួសព្ាយមោ៌ា សព្មប់ដំណ ើ រណឆ្ព ះណៅកាៃ់សងាម្ព្បរប
ណដ្ឋយរុទធិ ៃិងព្បជារលរដាព្បរបណដ្ឋយភាររស់រណវ ើរ។ ាម្រយៈមូ្លដ្ឋា ៃអប់រ ំសងាម្ព្បរបណដ្ឋយរុទធិ
ៃឹងព្បមូ្លផតុ ំ បណងកើត ៃិងដចររដំលរ ណៅកាៃ់សមជិររនុងសងាម្ៃូវសម្បទាអប់រ ំ រិណសសគឺរុទធិសម្បទា 
រនុងបុរវណ តុនៃម្ៃុសសជាតិៃិងឧតតម្ព្បណោជៃ៍នៃព្បណទស។ សងាម្ព្បរបណដ្ឋយរុទធិ គឺរំុព្ោៃ់ដតជា
សងាម្ដដលសម្បូររ័ត៌ាមៃប ុណណាណ ះណទ ដតជាសងាម្ដដលព្បជារលរដាអាចណធ្វើបរវិតតរម្មរើរ័ត៌ាមៃណៅជា 
មូ្លធ្ៃព្បរបណដ្ឋយព្បសិទធភារ។ ការរ ើរចណព្ម្ើៃណៅមុ្ខ្ជាលំដ្ឋប់នៃបណចចរវទិាៃិងតំ ភាា ប់ បាៃ
រព្ងើរព្រំដដៃនៃការចូលណៅកាៃ់ ៃិងការទទលួបាៃរ័ត៌ាមៃជាសរល ណ ើយដដលរនុងៃ័យណៃះ ការ
អប់រៃឹំងបៃតវវិតតណៅមុ្ខ្ៃិងមៃការផ្លល ស់បតូរ។ សងាម្ម្យួដដលមៃអំណាៃ ៃិងរបាប់ជាបុណរលរខខ្ ា
នៃជើវភារព្បចានំថ្ានៃព្បជារលរដា ណរលណនាះបំ ិៃនៃអំណាៃ ៃិរៃធ ៃិងការគ នាណលខ្ៃរវៃត គឺជា
ចលររនៃការណរៀៃរបស់សសិស។ ធាតុដ៏ចម្បងម្យួដដលសេិតណៅរនុងការរសាងសងាម្ដដលព្បរបណដ្ឋយ 
រុទធិគឺណសៀវណៅសិរា ណ ើយការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅសិរាជាព្បចា ំ គឺជាៃវាៃុវតតៃ៍នៃ  
វស័ិយអប់រដំដលនាណំៅររការសិរាណរញម្ួយជើវតិ ការអភិវឌ្ឍសម្បទាអប់រ ំ ៃិងការដចររដំលរចំណ ះ
ដឹង។ មូ្លដ្ឋា ៃអប់រ ំ ជារិណសសគឺព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរាព្តូវមៃតនួាទើដដលព្បរបណដ្ឋយការណ ល្ើយតប 
ចំណ ះតព្មូ្វការខាងណលើណៃះ។ សាង្គ្សាត ចារយ អនរព្សាវព្ជាវ ៃិងបុគាលិរអប់រពំ្តូវបៃតសិរាជាប់ជាៃិចច 
ាម្រយៈការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅសិរា ណ ើយដដលណសៀវណៅសិរាទាងំណៃះៃឹងកាល យជា 
សាព ៃនៃទំនារ់ទំៃងរវាងៃវាៃុវតតៃ៍នៃបណចចរវទិា ៃិងការណរៀៃៃិងបណព្ងៀៃណៅរនុងថ្នន រ់ណរៀៃ។  

 

សងាម្ដដលព្បរបរុទធិ រ៏ជាសងាម្ដដលប តុ ះឱ្យមៃរចនាសម្ព័ៃធទៃ់នៃណសដារិចចដដលរឹង
ដផអរណលើរុទធិដដរ។ ឧទា រ ៍ជារ់ដសតងនៃដបបដផៃណៃះរមួ្មៃ Silicon Valley នៃស រដាអាណម្ររិ 
សួៃឧសា រម្មវសិវរម្មអាកាសោៃយៃតៃិងោៃយៃតណៅទើព្រុង Munich ព្បណទសអាលលឺម្ ង់ តំបៃ់
ជើវបណចចរវទិាណៅព្រុង Hyderabad ព្បណទសឥណាា  តំបៃ់ផលិតណព្គឿងណអ ចិព្តូៃិរ ៃិងសារ-
គម្នាគម្ៃ៍ ឌ្ើជើថ្លណៅទើព្រុង Seoul ព្បណទសរូណរខាងតបូង រ៏ដូចជាសួៃឧសា រម្មថ្នម្រល ៃិង



iii 

ឥៃធៃគើម្ើសាង្គ្សតនៃព្បណទសណព្បសុើល ណ ើយរ៏ណៅមៃទើព្រុងនៃព្បណទសជាណព្ចើៃណទៀតណៅណលើរិភរណោរ 
លរខ ៈសម្បតតិនៃទើព្រុងទាងំណៃះគឺការណព្បើព្បាស់ៃិនាន ការនៃការអភិវឌ្ឍដដលជំរុញ ៃិងតព្ម្ង់ទិស
ណដ្ឋយចំណ ះដឹង ណ ើយដដលចំណ ះដឹងទាងំណនាះណរើតណចញជាដំបូងរើការវៃិិណោគណៅណលើព្គឹះសាេ ៃ
ឧតតម្សិរា សាេ ប័ៃព្សាវព្ជាវ ម្ជឈម្ ា លឧតតម្ភារនៃជំនាញជាៃ់ខ្ពស់ ការព្បរួតព្បដជងណដ្ឋយ      
គុណាធិ្បណតយយ ៃិង ជារិណសសគឺការប តុ ះវបបធ្ម្៌ាអំណាៃៃិងៃិរៃធណសៀវណៅ។ ណលបឿៃនៃការរ ើរ
ចណព្ម្ើៃដផនររុទធិ ៃិងបណចចរវទិារំរុងមៃសៃទុះណលឿៃជាងអវើដដលសិសស ៃិងៃិសសិតអាចទទួលបាៃ
រើព្គូណៅព្គឹះសាេ ៃសិរា ដដលណធ្វើឱ្យណោលណៅនៃការអប់រណំៅណរលបចចុបបៃនណៃះ មៃការព្បឈម្ខាល ងំ
ជាងណរលណាទាងំអស់។ ឧទា រ ៍ រនុងម្ួយឆ្ន  ំមៃណសៀវណៅជាង២,២ោៃចំ ងណជើង ព្តូវបាៃ
សរណសរ ៃិងណបាះរុម្ព ដដលរនុងណនាះព្បណទសចិៃមៃ៤៤០ ៃ់ ចំដ រឯស រដាអាណម្ររិមៃ ៣០៥
 ៃ់ ៃិងព្បណទសរុសសុើមៃ ១២០ ៃ់ចំ ងណជើង។ 
 

ខ្ ៈណរលដដលបណចចរវទិារំរុងរ ើរចណព្ម្ើៃជាណរៀងរាល់នថ្ា ម្ណធ្ាបាយសព្មប់អំណាៃរ៏មៃ
ណព្ចើៃជណព្ម្ើសសព្មប់សិសស ៃិសសតិ ៃិងសាធារ ៈជៃរមួ្មៃការអាៃណសៀវណៅ ការអាៃណលើឧបររ ៍ 
ណអ ចិព្តូៃិរ ការអាៃណដ្ឋយណព្បើទូរសរទនវឆ្ល ត ៃិងការអាៃណលើរំុរយូទ័រ ដដលសុទធសឹងជាម្ណធ្ាបាយ  
សំខាៃ់ៗដដលនាអំនរអាៃទាងំឡាយឱ្យសណព្ម្ចណោលបំ ងអាៃរបស់ខ្លួៃ។ ម្ា ងវញិណទៀត អំណាៃ
ណដ្ឋយណព្បើម្ណធ្ាបាយបណចចរវទិាទំណៃើប ចំណាយណរលតិច រយព្សួលអាៃ ៃិងជួយដល់បរសិាេ ៃម្ួយ
រព្មិ្តណទៀត។ នាណរលបចចុបបៃន សិសស ៃិសសតិ ៃិងសាធារ ៈជៃរម្ពុជាដដលព្សឡាញ់អំណាៃរំរុង
ដតណព្បើព្បាស់ម្ណធ្ាបាយអំណាៃទាងំណៃះ។ ណបើណយើងព្រណ រណម្ើលណៅព្បណទសណជឿៃណលឿៃ ណទាះបើជា  
បណចចរវទិារ ើរចណព្ម្ើៃខាល ងំោ ងណា អំណាៃាម្រយៈណសៀវណៅណៅដតមៃសៃទុះដដដល។ ម្ា ងវញិ
ណទៀត បណចចរវទិាអាៃដបបទំណៃើបាម្រយៈឧបររ ៍ទំណៃើប អាព្ស័យណលើលទធភារនៃធ្ៃធាៃអប់រ ំ   
ឌ្ើជើថ្ល ៃិងមតិកាឌ្ើជើថ្លព្គប់ព្ោៃ់ដដលបាៃផលិត ៃិងបណរហ ះដចរចាយសព្មប់អំណាៃ។ 
 រនុងបរបិទរម្ពុជា ជារិណសសរនុងបរកិារ ៍នៃការផទុះរ ើររាលដ្ឋលនៃជំងឺរូវ ើដ-១៩ ព្រសួងអប់រ ំ
យុវជៃ ៃិងរើឡា បាៃជំរុញឱ្យមៃបរវិតតរម្មឌ្ើជើថ្លណៅរនុងណអរូសុើដសតម្នៃការអប់រ ំជារិណសសការ
អប់រាំម្ព្បរ័ៃធណអ ចិព្តូៃិរៃិងការអប់ររំើចមា យណដើម្បើណលើររម្ពស់អំណាៃាម្រយៈការផលិតមតិកា  
ឌ្ើជើថ្លដដលមៃភារចំរុះ ការរសាងសម្តេភារដផនរតំ ភាា ប់ៃិងណវទិកាឌ្ើជើថ្ល ការរព្ងើរវសិាល
ភារនៃម្ជឈម្ ា លទិៃនៃ័យ ៃិងការណលើររម្ពស់គុ ភារនៃការផលិតធ្ៃធាៃអប់រឌំ្ើជើថ្ល គួបផសំ 
ជាម្ួយការដចរសៃលឹររិចចការឱ្យសិសសយរណៅណរៀៃណៅផទះ ៃិងការចុះណៅជួបជាម្ួយសិសសជាប តុ ំ ណៅ
ាម្ស គម្ៃ៍។ រនុងៃ័យណលើររម្ពស់អំណាៃ ៃិងភារសម្បូរដបបនៃធ្ៃធាៃណសៀវណៅសិរាឱ្យកាៃ់ដត
មៃព្បសិទធភារៃិងភារសរតិសិទធិ ៃិងផតល់ឱ្កាសអំណាៃកាៃ់ដតណព្ចើៃដថ្ម្ណទៀតដល់សិសាៃុសិសស 
ៃិសសិត ៃិងសាធារ ៈជៃ ព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡាណលើរទឹរចិតតៃូវចំ ុចម្ួយចំៃួៃដូចខាង
ណព្កាម្៖ 
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1. សាង្គ្សាត ចារយ អនរព្សាវព្ជាវ ៃិងបុគាលិរអប់រ ំសូម្បៃតៃិងបណងកើៃការណបាះរុម្ពសាន នដបដៃេម្ណទៀត 
ណដើម្បើណធ្វើឱ្យធ្ៃធាៃសព្មប់អំណាៃកាៃ់ដតសម្បូរដបប ជារិណសសធ្ៃធាៃអំណាៃជា
ណខ្ម្រភាសា 

2. ព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរា សូម្ផតល់លទធភារព្គប់ដបបោ ង ណដើម្បើឱ្យបុគាលិរអប់រពំ្គប់លំដ្ឋប់ថ្នន រ់ 
ៃិង ៃិសសតិព្គប់រព្មិ្តសិរាអាចចូលរមួ្អាៃ ៃិងសិរាព្សាវព្ជាវាម្ព្គប់លទធភារជាម្យួ
ធ្ៃធាៃអំណាៃ ជារិណសសការណរៀបចំឱ្យមៃណរលណវោសព្មប់ស សិរា ៃិងអំណាៃរនុងប
ណាណ ល័យ  

3. សាង្គ្សាត ចារយាម្មុ្ខ្វជិាា  ៃិងអនរព្សាវព្ជាវាម្ជំនាញឬវស័ិយ ព្តូវណរៀបចំដំណ ើ រការណរៀៃ 
បណព្ងៀៃ ៃិងព្សាវព្ជាវដដលមៃដ្ឋរ់បញ្ចូ លរិចចការសវ័យសិរា ស សិរា ឬការព្សាវព្ជាវប
ណាណ ល័យដដលតព្មូ្វឱ្យៃិសសតិ ព្តូវអាៃៃិងព្សាវព្ជាវជាម្យួធ្ៃធាៃអំណាៃ 

4. ព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរា ៃិងម្ជឈម្ ា លព្សាវព្ជាវ ព្តូវខិ្តខំ្ឱ្យអស់លទធភាររនុងការបណងកើតប
ណាណ ល័យ ម្ជឈម្ ា លររាឯរសារ ឬម្ជឈម្ ា លអប់រឌំ្ើជើថ្ល ជាណដើម្ ណដើម្បើឱ្យបុគាលិរអប់រ ំ
ព្គប់លំដ្ឋប់ថ្នន រ់ៃិងៃិសសតិព្គប់រព្មិ្តសិរា អាចទទលួបាៃ ៃិងដសវងររព្បភរសព្មប់
អំណាៃ កាៃ់ដតសម្បូរដបប ៃិងមៃភារបត់ដបៃ ណ ល្ើយតបាម្តព្មូ្វការអនរអាៃ 

5. ៃិសសតិព្គប់រព្មិ្តសិរា ព្តូវខិ្តខំ្ៃិងចំណាយណរលអាៃ ៃិងចាត់ទុរវបបធ្ម្៌ា ៃិងអរបប
រិរោិអំណាៃជាដផនរម្យួ នៃណរលណវោៃិងភារសុើវល័ិយនៃជិវតិព្បចានំថ្ា 

6. បងបអូៃជៃរមួ្ជាតិ ដដលជាមាបិា ឬអនរអាណារាបាល សូម្ជយួជំរុញៃិងបងកលរខ ៈ
កាៃ់ដត ណព្ចើៃដថ្ម្ណទៀត ជារិណសសការនលលរចំណាយណៅរនុងព្គួសារសព្មប់ការទិញសមា រៈ
សិរា ណសៀវណៅអាៃ ៃិងឧបររ ៍សព្មប់អំណាៃដល់រូៃៗ ដដលចាត់ទុរជាការវៃិិណោគ
ម្យួដ៏សំខាៃ់ សព្មប់ បណងកើៃចំណ ះដឹង ៃិងអនាគតរបស់ររួណគ។ 

 

ណដ្ឋយមៃការោពំ្ទរើព្រសួងណសដារិចច ៃិង រិញ្ញវតេុ ណៅឆ្ន ២ំ០២០ ព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិង
រើឡា បាៃបណងកើតមូ្លៃិធិ្ព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ ដដលណៅកាត់ថ្ន“មូ្លៃិធិ្ ស.គ.ៃ” 
ៃិងណៅជាភាសាអង់ណគលសថ្ន The Research Creativity and Innovation Fund ដដលណៅកាត់ជា
ភាសាអង់ណគលសថ្ន “RCI Fund”។ ណោលណៅចម្បងនៃមូ្លៃិធិ្ណៃះ គឺរមួ្ចំដ រណលើររម្ពស់វបបធ្ម្៌ានៃ
ការព្សាវព្ជាវ បំផុសគំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងជំរុញការណធ្វើៃវាៃុវតត ណដើម្បើជាព្បណោជៃ៍ដល់វស័ិយអប់រ ំយុវជៃ 
ៃិងរើឡា ដដលណ ល្ើយតបណៅៃឹងទើផាររលរម្ម ៃិងសារលភាវូបៃើយរម្ម។  មូ្លៃិធិ្ ស.គ.ៃ បាៃ
សណព្ម្ចរំ ត់ព្បធាៃបទ ជាអាទិភារសព្មប់ការោពំ្ទណដ្ឋយមូ្លៃិធិ្ចំៃួៃ៣ រមួ្មៃ ឌ្ើជើថ្លៃើយ
រម្មសព្មប់បដិវតតឧសា រម្ម៤.០(Digitalization for IR.4.0)ការព្សាវព្ជាវអៃុវតតណលើវស័ិយ
រសិរម្ម (Applied Agricultural Research) ៃិងការព្សាវព្ជាវគរុណកាសលយសតវតសទើ២១ (21st 
Century Pedagogy Research)។ 

 

ណដ្ឋយមៃការណធ្វើអាទិភារវូបៃើយរម្មណៅណលើទិសណៅនៃការណព្បើព្បាស់ថ្វកិាមូ្លៃិធិ្សព្មប់
ឆ្ន ២ំ០២០ ព្រសួងណសដារិចច ៃិង រិញ្ញវតេុ  ៃិងព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡា បាៃផតល់ការោពំ្ទដល់



v 

ការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អ ណសៀវណៅសិរា(Text book) ដដលៃឹងព្តូវណព្បើព្បាស់ណៅរព្មិ្តឧតត
ម្សិរា។ ណោលបំ ងនៃការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អ ណសៀវណៅសិរាណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរាគឺ
ណដើម្បើបណងកើៃបរមិ  ណលើររម្ពស់គុ ភារ ៃិងរព្ងើរសម្ធ្ម្៌ានៃធ្ៃធាៃសិរាជាណខ្ម្រភាសា ជូៃ
ដល់ៃិសសិតដដលរំរុងបៃតការសិរា ៃិងណព្តៀម្ខ្លួៃណធ្វើការព្សាវព្ជាវណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា។ ណលើសរើ
ណៃះណទៀតការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅសិរាណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា មៃណោលណៅដូចខាង
ណព្កាម្ ៖ 

- ណ ល្ើយតបជាបនាទ ៃ់ចំណ ះការខ្វះខាតធ្ៃធាៃសិរា ដដលជាតព្មូ្វការសិរារបស់ៃិសសតិ 
ណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា  

- ណលើររម្ពស់ទំណៃើបភាវូបៃើយរម្ម ៃិងឧតតមៃុវតតៃ៍នៃការណរៀៃៃិងបណព្ងៀៃ ៃិងការព្សាវព្ជាវ
ណៅណលើមុ្ខ្វជិាា  រម្មវធិ្ើសិរា ឬមុ្ខ្ជំនាញជារ់ោរ់ 

- បណងកើៃភារសុើជណព្ៅរនុងការរសាងវជិាា ជើវៈៃិងបទរិណសាធ្ៃ៍សព្មប់ឋាៃៈសាង្គ្សាត ចារយ ៃិង
អនរព្សាវព្ជាវ  

- រមួ្ចំដ រដល់ការរសាងភារជាស គម្ៃ៍វជិាា ជើវៈ ការដចររដំលរបទរិណសាធ្ៃ៍ ៃិងវបប
ធ្ម្៌ានៃការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅសិរាណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា។ 

 

ព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡា បាៃវាយតនម្លខ្ពស់ចំណ ះការណបាះជំហាៃព្បរបណដ្ឋយម្ៃសិការ
វជិាា ជើវៈនៃព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរា ៃិងបុគាលិរអប់រទំាងំអស់ រនុងការណរៀបចំ ណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អ
ណសៀវណៅសិរា ណដើម្បើបណងកើៃបរមិ  ណលើររម្ពស់គុ ភារ ៃិងរព្ងឹងសម្ធ្ម្៌ានៃធ្ៃធាៃសិរាជា
ណខ្ម្រភាសា ជូៃៃិសសតិដដលរំរុងបៃតការសិរា ៃិងណព្តៀម្ខ្លួៃណធ្វើការព្សាវព្ជាវណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា។ 
ណសៀវណៅសិរាជាដផនរម្ួយនៃការទទួលសាា ល់គុ ភារអប់រនំៃព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរា ៃិងជាធ្ៃធាៃ
សិរាដដលជាមូ្លដ្ឋា ៃម្ួយដ៏សំខាៃ់ រនុងការោពំ្ទដល់ការបណព្ងៀៃ ៃិងណរៀៃ ណ ើយព្តូវមៃបរមិ 
ព្គប់ព្ោៃ់ ណ ល្ើយតបណៅៃឹងរម្មវធិ្ើអប់រ ំៃិងតព្មូ្វការសិរាព្សាវព្ជាវ។ ជាណោលការ ៍ ព្គឹះសាេ ៃឧតតម្
សិរាទាងំអស់ ព្តូវមៃណសៀវណៅសិរាដដលណព្បើជាណោលសព្មប់មុ្ខ្វជិាា ៃើម្ួយៗ។ ចំៃួៃណសៀវណៅ
សិរាដដលព្គប់ព្ោៃ់សព្មប់ការព្សាវព្ជាវ ៃិងការសិរារបស់ៃិសសិត ព្តូវមៃោ ងតិចម្ួយចំ ង
ណជើងរនុងម្យួមុ្ខ្វជិាា  ណ ើយព្តូវតម្កល់ោ ងតិច២ចាប់ ណៅរនុងបណាណ ល័យ ឬអាចររបាៃាម្ព្បរ័ៃធណអ
 ចិព្តូៃិរ។ ព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡា ណលើរទឹរចិតតបដៃេម្ណទៀតជូៃដល់ព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរារដា 
ៃិងឯរជៃដដលបាៃណសនើសុំថ្វកិាម្ូលៃិធ្ិរចួ សូម្ចូលរមួ្បដៃេម្ណទៀតណដើម្បើបណងកើៃចំៃួៃចំ ងណជើង
ណសៀវណៅ។ ចំដ រព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរារដាៃិងឯរជៃដដលរុំទាៃ់បាៃដ្ឋរ់ រយណសនើសុំ សូម្ចូលរមួ្ 
ណដើម្បើជាគុ ព្បណោជៃ៍ដល់តព្មូ្វការដ៏ទទូច ៃិងនថ្លថ្នល នៃៃិសសតិរម្ពុជារនុងការសិរា ៃិងព្សាវព្ជាវណៅ
រព្មិ្តឧតតម្សិរា។ 
  



vi 

ផសនកតីរញ្ជា ក ់
ច្នមូលនិធិការស្រាវស្រាវ គំនិតច្ននស្ររឌិត និងនវានុវតតន៍ 

 
ណសៀវណៅសិរាណៃះជាលទធផលនៃការណសនើសុំអៃុវតតថ្វកិាមូ្លៃិធិ្ការព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត 

ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ រនុងគណព្មងណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅសិរា ដដលៃឹងព្តូវណព្បើព្បាស់ណៅរព្មិ្ត
ឧតតម្សិរា។ ណសៀវណៅសិរាណៃះ ព្តូវបាៃណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ឬដរលម្អណដ្ឋយមៃការធានាអះអាងថ្ន
ជាសាន នដរបស់អនរៃិរៃធផ្លទ ល់ ៃិងបាៃ្លងកាត់ព្តួតរិៃិតយ ផតល់ណោបល់ ៃិងវាយតនម្លណដ្ឋយព្រុម្
ព្បឹរាអប់រ ំព្រុម្ព្បឹរាព្សាវព្ជាវ ឬព្រុម្ព្បឹរាដដលមៃតនម្លណសមើនៃព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរា ៃិងាម្រ
យៈរិចចសៃាដដលបាៃណធ្វើណ ើង ៃិងដដលបាៃតម្កល់ទុរណៅមូ្លៃិធិ្ការព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត 
ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍។ រាល់ខ្លឹម្សារ ការបរព្សាយ ៃិងរូបភារ គឺជាជំ រៃិងទសសៃៈផ្លទ ល់របស់អនរៃិរៃធ 
ណ ើយ រុំ ល្ុះបញ្ច ងំ ឬជាតំណាងដល់មូ្លៃិធិ្ការព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ នៃព្រសួង
អប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡា ណ ើយ។  
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អរមភកថា 
ណដ្ឋយណ តុថ្ន តព្មូ្វការរបស់ម្ៃុសស រើម្យួនថ្ាណៅម្ួយនថ្ា កាៃ់ដតណរើៃ ណ ើងឥតឈប់ឈរណនាះ 

ម្ៃុសសដតងដតខិ្តខំ្ព្បឹងដព្បងរះិររព្គប់វធិ្ើទាងំអស់ ណដើម្បើ ណធ្វើោ ងណាបំណរញណអាយខាៃដតបាៃៃូវ
តព្មូ្វការទាងំអស់ណនាះ ។ ជារ់ដសដង ម្ៃុសសបាៃបណងកើតណ ើងៃូវម្ណធ្ាបាយ ឧបររ ៏ សមា រៈណព្បើ
ព្បាស់ណផសងៗជា ណព្ចើៃោ ងទំណៃើបរម្ម សម្បូរដបប ាម្លរខ ៈវទិាសាង្គ្សត។ ទាងំអស់ណៃះគឺវាណរើត 
ណចញម្ររើការគិត ការរិចារណា ការគ នាោ ងលអិតលអៃ់របស់ម្ៃុសសណ លគឺ ការសិរាព្សាវព្ជាវ
ណៃះឯង។ រាត ម្យួរនុងចំណណាម្រាត ជាណព្ចើៃ ដដលណធ្វើណអាយ វទិាសាង្គ្សតណលើរិភរណោរ មៃការដព្ប
ព្បួលរ ើរចំណរ ើៃណ ើងោ ងណលឿៃដបបណៃះគឺ គ ិតវទិា ណព្ ះថ្ន គ ិតវទិាជួយណដ្ឋះព្សាយបញ្ហ ជា
ណព្ចើៃ ណលើព្គប់ដផនរទាងំ អស់ដដលទារ់ទងៃឹងការគ នាដូចជា ដផនរវសិវររ រ័ត៌ាមៃវទិា ណសដារិចច 
ឧសា រម្ម ៃិង ព្គប់ព្គង។ល។ ណយើងសណងកតណ ើញថ្ន បញ្ហ ជាណព្ចើៃរនុងរូបវទិា គើម្ើវទិា ៃិង បណចចរ
វទិាជាណព្ចើៃ ជាប់ទារ់ទងោ ងជិតសនិតៃឹងការណព្បើព្បាស់ សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលសាម្ញ្ញលំដ្ឋប់ម្យួ 
លំដ្ឋប់រើរ។ រនុងររ ើ ៃើម្ួយៗ មៃការរំ ត់ៃូវ ដខ្សណកាងដរងៃឹងដខ្សណកាងដដលណអាយ ការណរើៃណ ើង 
ៃិង ការថ្យចុះ ការណរើតមៃ ៃូវកាបូៃ ការរោយសារជាតិគើម្ើ ៃិង ការរាររ ៏ចំៃៃួព្បជាជៃជាណដើ
ម្។ ទាងំអស់ណៃះបរហ ញណអាយណ ើញថ្ន សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណដើរត ួ ោ ងសំខាៃ់ណៅរនុងដំណណាះ
ព្សាយបញ្ហ ទាអំស់ណៃះ។ 

ល្ងាម្បុរវណ តុណ តុនៃការសិរាព្សាវព្ជាវខាងណលើ ណយើងណ ើញោ ងចាស់ៃូវភារចាបំាច់ 
នៃការណព្បើព្បាស់សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលសាម្ញ្ញ។ ណ តុណៃះ រនុងនាម្ខំុ្្ជាអនរសិរាព្សាវព្ជាវមន រ់ រ៏
បាៃចូលរមួ្ចំដ ររនុង បញ្ហ ណៃះផងដដរ ណដ្ឋយបាៃណលើរណ ើងៃូវព្បធាៃបទម្ួយ ដដលទារ់ទងៃិង 
សម្ើការឌ្ើផរ  ង់ដសយលសាម្ញ្ញលំដ្ឋប់ម្យួ ម្រណធ្វើការសិរាព្សាវព្ជាវ រនុងណរល ណៃះ។ ណតើសម្ើការឌ្ើណផរ  
ង់ដសយលមៃដំណណាះព្សាយោ ងដូចណម្ដចសព្មប់ព្បណភទៃើម្យួៗ? ណ ើយបញ្ហ ទាងំឡាយ ដដល
ទារ់ទងៃឹងសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលសាម្ញ្ញលំដ្ឋប់ម្យួ ឬលំដ្ឋប់ខ្ពស់ ព្តូវបាៃណដ្ឋះព្សាយោ ងដូច
ណម្តចដដរ? 
 
  



xii 

ផសនកដីស្លែងអ្ណំរគុណ 
ជាការរិតណសៀវណៅ «សម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយល ២ » ដដលណលចណចញជារូបរាងណៅណរលណៃះគឺបាៃ

ណរើតណ ើងរើការខិ្តខំ្ ៃិងយរចិតតទុរដ្ឋរ់ចូលរមួ្រើភាគើ ៃិងសាេ ប័ៃ រ់រ័ៃធជាណព្ចើៃ។ 
ខំុ្្បាទសូម្ដថ្លងអំ រគុ ោ ងព្ជាលណព្ៅបំផុតដល់ភាគើ ៃិងសាេ ប័ៃ រ់រ័ៃធទាងំអស់ដូចជា ៖ 
- ព្រសួងណសដារិចច ៃិង រិញ្ញវតេុ ដដលបាៃោពំ្ទោ ងណរញទំ ងឹដល់ព្រសួងអប់រ ំ យុវជៃ ៃិង

រើឡាឱ្យបណងកើតមូ្លៃិធិ្ព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ ណៅកាត់ថ្ន «មូ្លៃិធិ្ ស.គ.ៃ»។  
- ព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡាដដលបាៃបណងកើតមូ្លៃិធិ្ព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ 

ដដលណៅកាត់ថ្ន «មូ្លៃិធិ្ ស.គ.ៃ» ណដើម្បើរមួ្ចំដ រណលើររម្ពស់វបបធ្ម្៌ានៃការព្សាវព្ជាវ បំផុសគំៃិត
នចនព្បឌិ្ត ៃិងជំរុញការណធ្វើៃវាៃុវតត ណដើម្បើជាព្បណោជៃ៍ដល់វស័ិយអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡា ដដលណ ល្ើយតប
ណៅៃឹងទើផាររលរម្ម ៃិងសារលភាវូបៃើយរម្ម។ 

- មូ្លៃិធិ្ព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ ដដលបាៃោពំ្ទដល់ការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិង 
ដរលម្អណសៀវណៅសិរា (Text book) ដដលៃឹងព្តូវណព្បើព្បាស់ណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា ណដើម្បើបណងកើៃ
បរមិ  ណលើររម្ពស់គុ ភារ ៃិងរព្ងើរសម្ធ្ម្៌ានៃធ្ៃធាៃសិរាជាណខ្ម្រភាសាជូៃដល់ៃិសសិត
ដដលរំរុងបៃតការសិរា ៃិងណព្តៀម្ខ្លួៃណធ្វើការព្សាវព្ជាវណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា។ 

- ឯរឧតតម្វទិាសាេ ៃគរុណកាសលយបាត់ដំបងដដលបាៃចាត់ាងំជាគ ៈរម្មការៃិរៃធចូលរមួ្ការ
ណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរាណៃះ។ 

- នាយរដ្ឋា ៃប ដុ ះបណាដ លដដលបាៃចាត់ាងំជាគ ៈរម្មការៃិរៃធ ៃិងគ ៈរម្មការព្តួត
រិៃិតយ ណលើសាន នដនៃការចូលរមួ្ការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរាណៃះ។ 

- ណោរព្បធាៃ នាយរដ្ឋា ៃប ដុ ះបណាដ លដដលព្រម្ណព្រៀងទទលួសិទធិជាតំណាងអនរណរៀបណរៀង
រនុងការចាត់ដចង ៃិងសព្ម្បសព្មួ្លជាម្យួព្រសួងអប់រ ំ យុវជៃ ៃិងរើឡា ចុះ តេណលខាណលើរិចចព្រម្
ណព្រៀង ៃិងរិចចដំណ ើ ការទូទាត់ថ្វកិាាម្រយៈការណសនើសុំ ៃិងទទលួថ្វកិា ណបាះរុម្ព ៃិងផសរវផាយបៃតៃូវ
សាន នដណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អរបស់អនរណរៀបណរៀងរនុងការណរៀៃ ៃិងបណព្ងៀៃរនុងព្គឹះសាេ ៃសិរា ៃិង
ព្បគល់សិទធិព្សបាម្ការរំ ត់នៃរិចចព្រម្ណព្រៀង សតើរើការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅណៅ
រព្មិ្តឧតតម្សិរា ណព្កាម្ការោពំ្ទនៃមូ្លៃិធិ្ព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍។ 

- ព្គូឧណទទសឧតតម្មុ្ខ្វជិាា គ ិតវទិានៃវទិាសាេ ៃគរុណកាសលយបាត់ដំបង ដដលបាៃផដល់ម្តិដរ
លម្អណលើខ្លឹម្សារ នៃណម្ណរៀៃៃើម្យួៗឱ្យកាៃ់ដតមៃភារសុព្រឹត ៃិងមៃលរខ ៈវទិាសាង្គ្សត។ 

ខំុ្្បាទសងឃមឹ្ថ្ន ណសៀវណៅណៃះៃឹងណ ល្ើយតបជាបនាទ ៃ់ចំណ ះការខ្វះខាតធ្ៃធាៃសិរា ដដលជា
តព្មូ្វការសិរារបស់សិសស ៃិសសតិ ណៅរព្មិ្តវទិាល័យ ៃិងឧតតម្សិរា។ 
  



xiii 

ការររយិាយផលើមខុវិាា  
ខ្លឹម្សារណម្ណរៀៃដដលបាៃណលើរណ ើងរនុងណសៀវណៅណៃះអាចជយួណដ្ឋះព្សាយបញ្ហ រនុងការបណព្ងៀៃ 

ៃិងណរៀៃ ិតវទិាដដលបងកលរខ ៈរយព្សួលដល់ព្គូឧណទទស ព្គូបណព្ងៀៃ គរុៃិសសតិ គរុសិសស 
សិសាៃុសិសសអាចអៃុវតតៃ៍ ៃិងព្សាវព្ជាវសព្មប់សាធារ ៈជៃទូណៅ។ ជាមូ្លដ្ឋា ៃព្គឹះសព្មប់ វរឹ 
ហាត់តរុៃិសសតិ សិសសសិរាៃូវរាល់ខ្លឹម្សារព្សបាម្រម្មវធិ្ើដដលណធ្វើឱ្យណម្ណរៀៃៃើម្យួៗមៃទំនារ់
ទំៃងោន រើម្យួចំ ុចណៅម្ួយចំ ុច។ 

មុ្ខ្វជិាា  គ នាឌ្ើណផរ  ង់ដសយល II ណរៀបចំណ ើងណដើម្បើផតល់ឱ្យៃិសសតិៃូវការសិរាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់
ដសយលរនុងលំ  Banach  ៃិងអៃុវតតៃ៍របស់វា។ ព្បធាៃបទសំខាៃ់ៗរមួ្មៃ៖ 
ដផនរទើ១ សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រលំដ្ឋប១់ 

-ទព្ម្ង់សម្ើការលើណៃដអ រដដលមៃអណថ្រជាណម្គុ   
-ទព្ម្ង់សម្ើការអាចដញរអណថ្របាៃ  
-ព្ទឹសតើបទ Cauchy   
-សម្ើការសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃ 
- សម្ើការព្បរដ សម្ើការមិ្ៃព្បារដ សម្ើការដប រ ូយើ សម្ើការរ ើកាទើ   

ដផនរទើ២ សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ លំដ្ឋប់រើរ 
- ររ ើ សម្ើការអូម្ ូដ សៃជាម្យួណម្គុ ណថ្រ  
-ដំណណាះព្សាយព្គឹះនៃសម្ើការលើដៃដអ រអូម្ ូដ សៃ 
-ភារអាព្ស័យលើណៃដអ រ ៃិងណដដទម្ើ ង់ង្គ្ វង់ណសកៀៃ(Wronskian) 
-ការបណងកើតចណម្លើយទើរើរណចញរើចណម្លើយទើម្យួ  
-ឫសរើរនៃសម្ើការសមា ល់ 
 -ឫសរំុផលិចនៃសម្ើការសមា ល់  
-ឫសឌុ្បនៃសម្ើការសមា ល់  
-ការណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតណម្គុ មិ្ៃរំ ត់   
-ការណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតបដព្ម្បព្មូ្លបា រា ដម្ព្ត    

-គ នាាម្ៃិមិ្តតសញ្ញ
n

n

n

d y
D y

dx
  ឬការ ើឌ្ើណផរ  ង់ដសយល។ 

 ដផនរទើ៣ សម្ើការឌ្ើណផរ  ណងើដសយលលំដ្ឋប់ខ្ពស់  គឹណយើងណផ្លត តការសិរាចាប់លំដ្ឋប់ទើ៣ណ ើងណៅណ ើយ
មៃភារព្សណដៀងដផនរទើរើរ  វធិ្ើណដ្ឋះព្សាយាម្បា រា ដម្ ព្ត ៃិងសម្ើការអឺុដល Euler Equation ឫ  
Cauchy-Euler។ 
 ណសៀវណៅណៃះសរណសរណ ើង ណៅមៃរព្មិ្តមិ្ៃទាៃ់អស់ណសចរតើណៅណ ើយ ជាចុងណព្កាយណៃះរនុង
នាម្ណយើងខំុ្្ជាអនរៃិរៃធ ណយើងខំុ្្រ ើររាយរនុងការរះិគៃ់រនុងៃ័យសាេ បនាណដ្ឋយរតើរ ើររាយជាៃិចច។ 
 

  



xiv 

មូលនយ័សផងេរ 
 

ណសៀវណៅគ នាឌ្ើណផរ  ង់ដសយល II ណរៀបចំណ ើងណដើម្បើផតល់ឱ្យៃិសសតិៃូវការសិរាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់
ដសយល ៃិងអៃុវតតៃ៍របស់វាណៃះណផ្លត តសំខាៃ់ណៅការគ នាដដលមៃណម្ណរៀៃសណងខប ៃិយម្ៃ័យ ព្ទឹសដើ
បទ ឧទា រ ៍ លំហាត់អៃុវតតៃ៍ជាណព្ចើៃព្រម្ទាងំមៃទំនារ់ទំៃងនៃណម្ណរៀៃៃើម្ួយៗ។ 

ដផនរទើម្យួ សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រលំដ្ឋប១់ ទព្ម្ង់សម្ើការលើណៃដអ រដដលមៃអណថ្រជា
ណម្គុ  ទព្ម្ង់សម្ើការអាចដញរអណថ្របាៃ ព្ទឹសតើបទរូសុើ(Cauchy)  សម្ើការសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល
លើណៃដអ រអូម្ ូដសៃ សម្ើការព្បារដ សម្ើការមិ្ៃព្បារដ សម្ើការដប រ ូយើ សម្ើការរ ើកាទើ   
 ដផនរទើរើរ សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ លំដ្ឋប់រើរ ររ ើ សម្ើការអូម្ ូដ សៃជាម្ួយណម្គុ ណថ្រ 
ដំណណាះព្សាយព្គឹះនៃសម្ើការលើដៃដអ រអូម្ ូដ សៃ ភារអាព្ស័យលើណៃដអ រ ៃិងណដដទម្ើ ង់ង្គ្ វង់ណសកៀៃ
(Wronskian) ការបណងកើតចណម្លើយទើរើរណចញរើចណម្លើយទើម្យួ ឫសរើរនៃសម្ើការសមា ល់ ឫសរំុផលិចនៃស
ម្ើការសមា ល់ ឫសឌុ្បនៃសម្ើការសមា ល់ ការណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតណម្គុ មិ្ៃរំ ត់  ការណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតបដព្ម្

បព្មូ្លបា រា ដម្ព្ត   គ នាាម្ៃិមិ្តតសញ្ញ
n

n

n

d y
D y

dx
  ឬការ ើឌ្ើណផរ  ង់ដសយល។ 

  ដផនរទើបើ សម្ើការឌ្ើណផរ  ណងើដសយលលំដ្ឋប់ខ្ពស់  គឺណយើងណផ្លត តការសិរាចាប់លំដ្ឋប់ទើ៣ណ ើងណៅ
ណ ើយមៃភារព្សណដៀងដផនរទើរើរ  វធិ្ើណដ្ឋះព្សាយាម្បា រា ដម្ ព្ត ៃិងសម្ើការអឺដល Euler Equation ឫ  
Cauchy-Euler។ 
 ណសៀវណៅណៃះសរណសរណ ើង ណៅមៃរព្មិ្តមិ្ៃទាៃ់អស់ណសចរតើណៅណ ើយ ជាចុងណព្កាយណៃះរនុង
នាម្ណយើងខំុ្្ជាអនរៃិរៃធ ណយើងខំុ្្រ ើររាយរនុងការរះិគៃ់រនុងៃ័យសាេ បនាណដ្ឋយរតើរ ើររាយជាៃិចច។
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ជំពូកទី១   ផសនកតីផេតើម 
ណៅរនុងជំរូរណៃះ ណយើងរាោម្ាម្វធិ្ើណផសងៗោន ជាណព្ចើៃ ណដើម្បើផតល់ទសសៃៈដល់ការសិរារបស់អនរ។ 
សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល។ ទើម្យួ ណយើងណព្បើបញ្ហ រើរណដើម្បើបរហ ញរើគំៃិតជាមូ្លដ្ឋា ៃម្យួចំៃៃួថ្នណយើង
ៃឹងព្តលប់ណៅ ៃិងរៃយល់ឱ្យបាៃញឹរញាប់ណៅទូទាងំដផនរដដលណៅសល់ណសៀវណៅ។ ណព្កាយម្រណទៀត 
ណយើងបរហ ញរើវធិ្ើជាណព្ចើៃនៃការដបងដចរសម្ើការ ណដើម្បើផតល់ការរចនាសម្ព័ៃធអងាការសព្មប់ណសៀវណៅ។ 
ជាចុងណព្កាយ ណយើងគូសបញ្ា រ់អំរើៃិនាន ការសំខាៃ់ៗម្យួចំៃៃួរនុងការអភិវឌ្ឍព្បវតតិសាង្គ្សតនៃព្បធាៃ
បទ ៃិងណលើរណ ើងម្យួចំៃួៃនៃការណ ន្ើម្គ ិតវទូិដដលបាៃរមួ្ចំដ រដល់វា។ ការសិរានៃសម្ើការឌ្ើ
ណផរ  ង់ដសយលមៃបាៃទារ់ទាញចំណាប់អារម្ម ៍របស់គ ិតវទូិដ៏អសាច រយបំផុតរបស់រិភរណោរជា
ណព្ចើៃរូបរនុងអំ ុងណរលបើសតវតសរៃលងម្រ។ ោ ងណារ៏ណដ្ឋយ វាណៅដតជាវាលម្យួោ ងសាវ ហាបន់ៃ
ការណសុើបអណងកតណៅនថ្ាណៃះសំ ួរណបើរចំ គរួឱ្យចាប់អារម្ម ៍ជាណព្ចើៃ។ 
១.១.  គំរមូូលោា នគណិតវិទា ទិសផៅស្រកុមវុិនទ័រ 

មុ្ៃណរលចាប់ណផតើម្ការសិរាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល អនរគរួដតមៃគំៃិតខ្លះៗអំរើលទធភារដដល
អាចណធ្វើបាៃផលព្បណោជៃ៍ដដលៃឹងទទលួបាៃណដ្ឋយការណធ្វើដូណចនះ។ សព្មប់សិសសម្យួចំៃៃួចំណាប់
អារម្ម ៍ខាងរនុងរបស់ព្បធាៃបទខ្លួៃវាគឺជាការណលើរទឹរចិតតព្គប់ព្ោៃ់ ប ុដៃតសព្មប់ភាគណព្ចើៃវាគឺជា
លទធភារដ៏សំខាៃ់រម្មវធិ្ើណៅកាៃ់វស័ិយណផសងណទៀត ដដលណធ្វើឲ្យរិចចការណនាះមៃតនម្ល។ណោលការ ៍ ឬ
ចាប់ជាណព្ចើៃ ដដលសេិតណៅណព្កាម្ឥរោិបទនៃរិភរធ្ម្មជាតិណសចរតើដថ្លងការ ៍ ឬទំនារ់ទំៃងដដល
 រ់រ័ៃធៃឹងអព្ាដដលអវើៗណរើតណ ើង។ ណៅណរលសដម្តងណៅរនុង រយគ ិតវទិា ទំនារ់ទំៃងគឺជា 
សម្ើការ ណ ើយអព្ាគឺជាណដរ ើណវ។សម្ើការដដលមៃៃិសសៃទវតេុ គឺជាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល។ ដូណចនះណដើម្បើ
យល់ៃិងណដើម្បើណសុើបអណងកតបញ្ហ  រ់រ័ៃធៃឹងចលនានៃសារធាតុរាវ លំ ូរនៃចរៃតណៅរនុងណសៀគវើអគាិសៃើ 
ការសាយភាយរំណៅរនុងវតេុរងឹ ការសាយភាយ ៃិងការររណ ើញនៃរលររញ្ាួ យដើ ឬការណរើៃណ ើង ឬថ្យ
ចុះនៃចំៃៃួព្បជាជៃ រនុងចំណណាម្ព្បណទសជាណព្ចើៃណទៀតចាបំាច់ព្តូវដឹងអវើម្យួអំរើសម្ើការ 
ឌ្ើណផរ  ង់ដសយ-ល។សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលរិរ ៌ា នាអំរើដំណ ើ រការរូបវៃតខ្លះព្តូវបាៃណគណៅថ្ន  
គំរូគ ិតវទិា នៃដំណ ើ រការណៃះ ៃិងគំរូដបបណៃះជាណព្ចើៃព្តូវបាៃរិភារាណៅរនុងណសៀវណៅណៃះ។ ណយើង
ចាប់ណផតើម្ជាម្ួយៃឹងគំរូរើរដដលនាណំៅររសម្ើការដដលរយព្សួលណដ្ឋះព្សាយ។ គរួរត់សមា ល់ថ្នសូម្បើ
ដតសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលសាម្ញ្ញបំផុតរ៏ផតល់អតេព្បណោជៃ៍ផងដដរ។ គំរូនៃដំណ ើ រការរាងកាយ 
សំខាៃ់ៗ។ 
ឧទា រ ៍ទើ១ ឧបមថ្នវតេុម្យួរំរុងធាល រ់រនុងបរោិកាសជិតរព្មិ្តទឹរសមុ្ព្ទ។ បណងកើតឌ្ើណផរ  ង់ដសយល
សម្ើការដដលរិរ ៌ា នាអំរើចលនា។ណយើងចាប់ណផតើម្ណដ្ឋយការាងអរសរណដើម្បើតំណាងឱ្យបរមិ  
ណផសងៗដដលអាចទារ់ទងណលើបញ្ហ ណៃះ។ ចលនាណរើតណ ើងរនុងចណនាល ះណរលជារ់ោរ់ម្យួ ដូណចនះសូម្ឱ្យ
ណយើងណព្បើ t ណដើម្បើសមា ល់ណរលណវោ។  
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ដូចោន ណៃះដដរ ចូរណយើងណព្បើ v  ណដើម្បើតំណាងឱ្យណលបឿៃនៃវតេុធាល រ់។ ណលបឿៃៃឹងសៃមតផ្លល ស់បតូរជាម្យួ
ណរលណវោ ដូណចនះណយើងគិតរើ v  ជាអៃុគម្ៃ៍នៃ t ណៅរនុងៃ័យណផសងណទៀត t គឺជាឯររាជយ ៃិង v  គឺជា 
អណថ្រអាព្ស័យ។ ណដើម្បើឱ្យជារ់ោរ់ អៃុញ្ញ តឱ្យណយើងវាស់ណរលណវោ t  ជាវនិាទើ ៃិងណលបឿៃ v  គិតជា
ដម្ ព្ត/វនិាទើ។ ណលើសរើណៃះ ណយើងៃឹងសៃមត់ថ្ន v  គឺវជិាមៃណៅរនុងទិសណៅចុះណព្កាម្ ណនាះគឺណៅណរល
ដដលវតេុរំរុងធាល រ់ចុះ។ចាប់រូបវៃតដដលព្គប់ព្គងចលនារបស់វតេុ គឺជាចាប់ទើរើររបស់ញូតុៃ ដដលដចង
ថ្ន ម សរបស់វតេុៃឹងបណងកើៃណលបឿៃរបស់វាណសមើៃឹងរមល ងំសុទធណលើ វតេុ។ រនុងគ ិតវទិា ចាប់ណៃះព្តូវបាៃ
បញ្ា រ់ណដ្ឋយសម្ើការ៖ 
      1F ma  
ដដល  m  គឺជាម ស់របស់វតេុ a  គឺជាសំទុះរបស់វា ណ ើយ F  គឺជារមល ងំសុទធដដលបណញ្ចញណៅណលើវតេុ។ 
ខាន តឯរារបស់ណយើង m គិតជាគើ ូព្កាម្  kg  ណ ើយ v គិតជាដម្ ព្ត/វនិាទើ  /m s  ៃិង F ណៅរនុង 
ញូតុៃ  N  ។ ជាការរិតណាស់ a  គឺទារ់ទងណៅៃឹង v  ណដ្ឋយ dv

a
dt

    ដូណចនះណយើងអាចសរណសរ (1) 
ណ ើងវញិបាៃរនុងទព្ម្ង់ 
     2

dv
F m

dt
  

 
បនាទ ប់ម្រ សូម្រិចារណាអំរើរមល ងំដដលណធ្វើអំណរើណលើវតេុណៅណរលវាធាល រ់។ ទំនាញបណញ្ចញរមល ងំណសមើ
ទម្ាៃ់របស់វតេុ  F mg ដដល g  គឺជាការបណងកើៃណលបឿៃណដ្ឋយសារទំនាញ។ ណៅណរលណៃះណយើងបាៃ
ណព្ជើសណរ ើស g  ព្តូវបាៃណគរំ ត់ណដ្ឋយរិណសាធ្ៃ៍ថ្នព្បដ លណសមើៃឹង 29.8 /g m s ណៅជិតនផទដផៃដើ។ 
វារ៏មៃរមល ងំណដ្ឋយសារដតរងរមល ងំទប់នៃខ្យល់ ។ដូណចនះរមល ងំទប់មៃរុចិទ័រ v ដដល   ណថ្រ 
ណៅថ្ន ណម្គុ ទប់នៃខ្យល់។  

រនុងការសរណសររណៃាម្សព្មប់រមល ងំសុទធ F  ណយើងព្តូវចាថំ្នទំនាញដតងដតណធ្វើសរម្មភារ 
រនុងទិសណៅចុះណព្កាម្ (វជិាមៃ) ចំដ រឯការទបនៃខ្យល់រនុងទិសណៅណ ើងណលើ (អវជិាមៃ) ដូចជា 
បរហ ញរនុងរូបភារ 1.1.1 ។  

 
រូបភារ 1.1.1 
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ណយើងបាៃរូបម្ៃត     3F mg v   
ាម្សម្ើការ(2)ណយើងបាៃ   4

dv
m mg v

dt
   

សម្ើការ (4) គឺជាគំរូមូ្លដ្ឋា ៃគ ិតវទិានៃវតេុដដលធាល រ់រនុងបរោិកាសដរបរៃើវ  ូទឹរសមុ្ព្ទ។ 
មៃទំនារ់ទំៃងគំរូណថ្របើណៅរនុងm g  ៃិង   អាព្ស័យោ ងខាល ងំណៅណលើវតេុជារ់ោរ់ដដលរំរុងធាល រ់
ចុះ ណ ើយររួវាជាធ្ម្មាខុ្សោន សព្មប់វតេុណផសង។ វាជាណរឿងធ្ម្មាណទរនុងការមៃជាបា រា ដម្ ព្ត ចាប់
ាងំរើរួរណគអាចទទលួបាៃតនម្លរនុងអំ ុងណរលនៃការរិណសាធ្ៃ៍។ ម្ ាងណទៀតតនម្លនៃ g  គឺដូចោន
សព្មប់វតេុទាងំអស់។ 
 ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ (4) ណយើងព្តូវដសវងររអៃុគម្ៃ៍  v v t  ដដលបំណរញសម្ើការ។ 
វា។វាមិ្ៃរិបារណធ្វើណនាះណទ ណ ើយណយើងៃឹងបរហ ញអនររើរណបៀបណៅរនុងដផនរបនាទ ប់។ សព្មប់ឥ ូវណទាះ
ោ ងណារ៏ណដ្ឋយ អៃុញ្ញ តឱ្យណយើងណម្ើលអវើដដលណយើងអាចណរៀៃអំរើដំណណាះព្សាយណដ្ឋយមិ្ៃចាបំាច់
ដសវងររអវើទាងំអស់នៃរួរណគ។ ភាររិចចរបស់ណយើងព្តូវបាៃណធ្វើឱ្យសាម្ញ្ញបៃតិច ព្បសិៃណបើណយើងរំ ត់
តនម្លណលខ្ណៅ m  ៃិង   ប ុដៃតៃើតិវធិ្ើគឺដូចោន ណដ្ឋយមិ្ៃគិតរើតនម្លណាម្ួយដដលណយើងណព្ជើសណរ ើស។ 
ដូណចនះ ចូរណយើងសាម ៃ 10m kg  ៃិង 2 / seckg  ។ ព្បសិៃណបើឯរាសព្មប់  ហារ់ដូចជាដបលរ សូម្
ចាថំ្ន v  ព្តូវដតមៃឯរានៃរមល ងំណ លគឺ 2/ seckg m  ។ បនាទ ប់ម្រសម្ើការ (4) អាចសរណសរ
ណ ើងវញិបាៃ។ 
  9.8 5

5

dv v

dt
   

ឧទា រ ៍ទើ២៖ណយើងសណងកតណលើដំណណាះព្សាយរបស់សម្ើការ (5) ណដ្ឋយមិ្ៃណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 
ឌ្ើណផរ  ង់ដសយល។ណយើងៃឹងបៃតណដ្ឋយណម្ើលសម្ើការ (5) រើការរិៃិតយាម្ដបបធ្រ ើ មព្ត។ ឧបមថ្ន v  
មៃតនម្លជារ់ោរ់។ បនាទ ប់ម្រណដ្ឋយការវាយតនម្លដផនរខាងសាត នំៃសម្ើការ (5) ណយើងអាចររណ ើញ
តនម្លដដលព្តូវោន នៃ dv

dt
។ ជាឧទា រ ៍ ព្បសិៃណបើ 40v  បនាទ ប់ម្រ 1.8

dv

dt
   ណៃះមៃៃ័យថ្ន 

ណម្គុ នៃដំណណាះព្សាយ  v v t  មៃតនម្ល 1.8   ណៅចំ ុចណាម្យួដដល 40v    ។ ណយើងអាច
បរហ ញរ័ត៌ាមៃណៃះវតេុណដ្ឋយព្កា វរិណៅរនុង( tv  បលង់) ណដ្ឋយគូរដផនរបនាទ ត់ខ្លើដដលមៃណម្គុ ព្បាប់
ទិស 1.8

dv

dt
   ណៅចំ ុចជាណព្ចើៃណៅណលើបនាទ ត់ 40v   ។ ព្សណដៀងោន ដដរ ព្បសិៃណបើ 50v    បនាទ ប់

ម្រ 0.2
dv

dt
   ដូណចនះណយើងគូរដផនរបនាទ ត់ខ្លើៗជាម្យួជព្មលណម្គុ ព្បាប់ទិស 0.2   ណៅចំ ុចជា

ណព្ចើៃណៅណលើបនាទ ត់ 50v   ។ ណយើងទទលួបាៃរូបភារទើ 1.1.2 ណដ្ឋយដំណ ើ រការដូចោន  
វធិ្ើជាម្យួតនម្លណផសងណទៀតនៃ v  ។ រូបភារ 1.1.2 គឺជាឧទា រ ៍នៃអវើដដលណគណៅថ្ន ទិសណៅព្រមុ្វុចិទ័រ
(Direction field) ឬ កាយនៃណម្គុ ព្បាប់(slope field)។ 
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សារៈសំខាៃ់នៃរូបភារ 1.1.2 គឺថ្នដផនរបនាទ ត់ៃើម្យួៗគឺជាបនាទ ត់តង់សង់ណៅព្កា វអៃុគម្ៃ៍
ចណម្លើយនៃសម្ើការ (5). ដូណចនះ ណទាះបើជាណយើងមិ្ៃបាៃររណ ើញដំណណាះព្សាយណាម្យួ ៃិងមិ្ៃមៃ
ព្កា វនៃដំណណាះព្សាយណលចណ ើងរនុងរូបភារ ោ ងណារ៏ណដ្ឋយ ណយើងអាចទាញការសៃនិដ្ឋា ៃ
ព្បរបណដ្ឋយគុ ភារម្យួចំៃៃួអំរើឥរោិបថ្នៃដំណណាះព្សាយ។ សព្មប់ឧទា រ ៍ ព្បសិៃណបើ v  
តិចជាងតនម្លសំខាៃ់ជារ់ោរ់ ណនាះបនាទ ត់ទាងំអស់។ 
ដផនរមៃជព្មលវជិាមៃ ណ ើយណលបឿៃនៃវតេុធាល រ់ណរើៃណ ើងណៅណរលវាធាល រ់យូណៅៗ។ម្ា ងវញិណទៀត 
ព្បសិៃណបើ v  ធំ្ជាងតនម្លសំខាៃ់ ណនាះដផនរបនាទ ត់មៃជព្មលអវជិាមៃណ ើយវតេុដដលធាល រ់ចុះយតឺណរល
វាធាល រ់។ ណតើអវើជាតនម្លសំខាៃ់នៃ v  ដដលបំដបរវតេុណតើណលបឿៃរបស់អនរណារំរុងណរើៃណ ើងរើអនរដដល
ណលបឿៃថ្យចុះ? ជាថ្មើម្តងណទៀតណៅណលើសម្ើការ (5)ណយើងសួរថ្នណតើតនម្លនៃ v  ៃឹងប ុនាម ៃណធ្វើឱ្យ 0

dv

dt
 ?  

ចណម្លើយគឺ 0 9.8 5 9.8 49 / sec
5

v
v m       ។ 

   ាម្រិតអៃុគម្ៃ៍ណថ្រ   49v t    គឺជាចណម្លើយនៃសម្ើការ (5) ណដើម្បើណផទៀងផ្លទ ត់សំណ ើ ណៃះ
ជំៃសួ   49v t   ណៅជាសម្ើការ(5) ណ ើយសណងកតថ្នដផនរៃើម្ួយៗនៃសម្ើការគឺសូៃយ។ ណដ្ឋយសារដត
រូបភារ 1.1.2 វាមិ្ៃផ្លល ស់បតូរណៅាម្ណរលណវោណទ ចណម្លើយ   49v t  ព្តូវបាៃណគណៅថ្ន ចណម្លើយលៃឹំង
(តនម្លណដើម្)។ 

រូបភារ 1.1.2 
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ការបណងកើតគំរគូ ិតវទិា រនុងការអៃុវតតសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណៅៃឹងៃុយ-វាលជាណព្ចើៃដដល

ររួវាមៃព្បណោជៃ៍ ចាបំាច់ព្តូវបណងកើតជាដំបូងដដលសម្ព្សបសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលរិរ ៌ា នា ឬ
គំរូបញ្ហ ដដលរំរុងព្តូវបាៃណសុើបអណងកត។ រនុងដផនរណៃះណយើងបាៃណម្ើលឧទា រ ៍រើរនៃដំណ ើ រការគំរូ
ណៃះ ម្យួគូររើរូបវទិា ៃិងម្យួណទៀតម្ររើបរសិាេ ៃវទិា។ រនុងការបណងកើតគំរូគ ិតវទិានាណរលអនាគត
ណដ្ឋយខ្លួៃឯង អនរគរួដតទទលួសាា ល់ថ្នបញ្ហ ៃើម្យួៗគឺខុ្សោន  ណ ើយណជាគជ័យការណធ្វើគំរូមិ្ៃដម្ៃជា
ជំនាញដដលអាចព្តូវបាៃកាត់បៃេយណៅៃឹងការព្បតិបតតិនៃសំ ំុនៃណវជាបញ្ា ណនាះណទ ជាការរិតណាស់ 
ការសាងសង់គំរូដដលណរញចិតត ជួៃកាលជាដផនរដ៏លំបារបំផុតនៃបញ្ហ ។ ោ ងណារ៏ណដ្ឋយ វាព្បដ ល
ជាមៃព្បណោជៃ៍រនុងការរាយបញ្ា ើជំហាៃម្យួចំៃួៃដដលជាញឹរញាប់ជាដផនរនៃដំណ ើ រការ៖ 
១.រំ ត់អណថ្រឯររាជយ ៃិងអាព្ស័យ ណ ើយរំ ត់អរសរណដើម្បើតំណាងឱ្យររួណគ។ជាញឹរញាប់អណថ្រ
ឯររាជយគឺជាណរលណវោ។ 
២.ណព្ជើសណរ ើសឯរាររវ ស់សព្មប់អណថ្រៃើម្យួៗ។ រនុងៃ័យម្យួជណព្ម្ើសនៃណព្គឿងគឺាម្អំណរើចិតត ប ុដៃត
ជណព្ម្ើសម្យួចំៃៃួអាចមៃភាររយព្សួលជាងជណព្ម្ើសណផសងណទៀត។ ឧទា រ ៍ណយើងបាៃណព្ជើសណរ ើស
វាស់ណរលណវោជាវនិាទើរនុងបញ្ហ ធាល រ់វតេុ ៃិងដខ្រនុងដខ្បញ្ហ ព្បជាជៃ។ 
៣.បញ្ា រ់ណោលការ ៍ជាមូ្លដ្ឋា ៃដដលគូសបញ្ា រ់ ឬព្គប់ព្គងបញ្ហ ដដលអនររំរុងណសុើបអណងកត។ 
ណៃះអាចជាចាប់រូបវៃតដដលទទលួសាា ល់ោ ងទូលំទូោយ ដូចជាចាប់ចលនារបស់ញូតុៃ ឬវាអាចជា 
ការសៃមត់សាម ៃបដៃេម្ណទៀតដដលអាចដផអរណលើបទរិណសាធ្ៃ៍ឬការសណងកតផ្លទ ល់ខ្លួៃរបស់អនរ។ 
រនុងររ ើ ណារ៏ណដ្ឋយ ជំហាៃណៃះទំៃងជាមិ្ៃដម្ៃជាគ ិតវទិាសុទធសាធ្ណទ ប ុដៃតតព្មូ្វឱ្យអនរណធ្វើ 
ព្តូវសាា ល់រើវស័ិយដដលបញ្ហ ណរើតណ ើង។ 
៤.បរហ ញណោលការ ៍ ឬចាប់រនុងជំហាៃទើ ៣ រនុងលរខខ្ ា នៃអណថ្រដដលអនរបាៃណព្ជើសណរ ើសរនុង
ជំហាៃទើ 1។អាចៃិោយបាៃព្សួលជាងណធ្វើ។ វាអាចតព្មូ្វឱ្យមៃការដ នានំៃណថ្ររាងកាយ ឬ 
បា រា ដម្ ព្ត (ដូចជាណម្គុ អូសរនុងឧទា រ ៍ទើ 1) ៃិងការរំ ត់ការអៃុណព្ោះ។តនម្ល priate សព្មប់
ររួណគ។ ឬវាអាច រ់រ័ៃធៃឹងការណព្បើព្បាស់អណថ្រជំៃយួ ឬរព្មិ្តម្ធ្យម្ណនាះព្តូវដតទារ់ទងណៅៃឹងអណថ្រ
ចម្បង។ 
៥.ព្តូវព្បារដថ្ន រយៃើម្ួយៗណៅរនុងសម្ើការរបស់អនរមៃឯរារូបវទិាដូចោន ។ ព្បសិៃណបើណៃះមិ្ៃ
ដម្ៃជាររ ើ  បនាទ ប់ម្រសម្ើការរបស់អនរខុ្ស ណ ើយអនរគរួដតដសវងររការជសួជុលវា។ ព្បសិៃណបើអងា
ភារយល់ព្រម្សម្ើការរបស់អនរោ ងណហាចណាស់មៃភារព្សបោន ាម្វមិព្ត ណទាះបើជាវាអាចមៃ
ចំ ុចខ្វះខាតណផសងណទៀតរ៏ណដ្ឋយ ថ្នការណធ្វើណតសតណៃះមិ្ៃបរហ ញ។ 
៦.ណៅរនុងបញ្ហ ដដលបាៃរិចារណាណៅទើណៃះ លទធផលនៃជំហាៃទើ ៤ គឺជាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដត
ម្យួបណងកើតជាគំរូគ ិតវទិាដដលចង់បាៃ។ ណទាះជាោ ងណារ៏ណដ្ឋយសូម្ចងចាថំ្នវាកាៃ់ដតសមុគ
សាម ញបញ្ហ  គំរូគ ិតវទិាជាលទធផលអាចមៃភារសមុគសាម ញជាង ព្បដ លជា រ់រ័ៃធៃឹងព្បរ័ៃធនៃ
សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលជាណព្ចើៃ ជាឧទា រ ៍។ 
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លហំាត ់
ណៅរនុងលំហាត់ៃើម្យួៗ 1 ដល់ 6 ចូរគូសទិសណៅព្រុម្វុចិទ័រសព្មប់សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផត
ល់ឱ្យ។ណដ្ឋយដផអរណលើទិសណៅព្រុម្វុចិទ័ររំ ត់លរខ ៈរបស់ y  ណរល t   ។ ព្បសិៃណបើលរខ ៈ
ណៃះអាព្ស័យណៅណលើតនម្លណដើម្(ចណម្លើយលំៃឹង)នៃ y  ណៅ 0t   រិរ ៌ា នាអំរើភារអាព្ស័យ។ 
1. 3 2 2. 2 3

3. ' 3 2 4. ' 1 2

5. ' 1 2 6. ' 2

y y y y

y y y y

y y y y

    

    

   

 

ណៅរនុងលំហាត់ៃើម្យួៗ 7 ដល់ 10 ចូរសរណសរសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលនៃទព្ម្ង់ dy
ay b

dt
   

ចណម្លើយរបស់សម្ើការមៃលរខ ៈអាព្ស័យចាបំាច់ណលើដូចជា t   ។ 
7. ចណម្លើយទាងំអស់ខិ្តចូលណៅដរបរៗ 3y   ។ 
8. ចណម្លើយទាងំអស់ខិ្តចូលណៅដរបរៗ 2

3
y   ។ 

9. ចណម្លើយទាងំអស់រ ើរចារណចញរើរបនាទ ត់ 2y  ។ 
10. ចណម្លើយទាងំអស់រ ើរចារណចញរើរបនាទ ត 1

3
y  ។ 

ណៅរនុងលំហាត់ៃើម្យួៗ 11 ដល់ 14 ចូរគូរទិសណៅព្រុម្វុចិទ័រសព្មប់សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផត
ល់ឱ្យ។ ណដ្ឋយដផអរណលើទិសណៅព្រុម្វុចិទ័ររំ ត់លរខ ៈរបស់ y  ណរល t ។ ព្បសិៃណបើលរខ ៈ 
ណៃះអាព្ស័យណៅណលើតនម្លដំបូងនៃ y  ណៅ 0t    រិរ ៌ា នាអំរើភារអាព្ស័យណៃះ។ ចំណាថំ្នណៅរនុងលំ
ហាត់ទាងំណៃះសម្ើការមិ្ៃដម្ៃជាទព្ម្ង់ dy

ay b
dt

    ណទ ណ ើយលរខខ្ ា នៃដំណណាះព្សាយរបស់ររួ
ណគគឺខ្លះសមុគសាម ញជាងសម្ើការរនុងអតេបទណម្ណរៀៃ៖ 

   

 
22

11. ' 4 12. ' 5

13. ' 14. ' 2

y y y y y y

y y y y y

    

  
 

រិចារណាណលើសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលទាងំឡាយខាងណព្កាម្ ដដលម្យួចំៃៃួបាៃបណងកើតទិសណៅព្រុម្វុចិទ័
រដដលបរហ ញរនុងរូបភារ 1.1.5 ដល់ 1.1.10 ។ ណៅរនុងបញ្ហ ៃើម្យួៗ 15 ដល់ 20 រំ ត់អតតសញ្ញ  
នៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលព្តូវោន ៃឹងទិសណៅព្រុម្វុចិទ័រដដលបាៃផតល់ឱ្យ។ 
   

     

     

     

   

' 2 1 . ' 2

' 2 ' 3

' 3 ' 1 2

' 2 ' 3

' 1 2 ' 2

a y y b y y

c y y d y y y

e y y y f y y

g y y h y y y

i y y j y y

   

   

   

    

   

 

15. ទិសណៅព្រុម្វុចិទ័រនៃរូបភារ 1.1.5 ។  16. ទិសណៅព្រុម្វុចិទ័រនៃរូបភារ 1.1.6 ។ 
17. ទិសណៅព្រុម្វុចិទ័រនៃរូបភារ 1.1.7 ។  18. ទិសណៅព្រុម្វុចិទ័រនៃរូបភារ 1.1.8 ។ 
19. ទិសណៅព្រុម្វុចិទ័រនៃរូបភារ 1.1.9 ។  20. ទិសណៅព្រុម្វុចិទ័រនៃរូបភារ 1.1.10។ 
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១.២. នផមែើយច្នសមកីារឌីផេរង៉់ស្សែលមយួនំនួន 
 ណៅរនុងដផនរមុ្ៃ ណយើងបាៃទាញយរសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 

 

 

1

2

dv
m mg v

dt

dp
rp k

dt

 

 

 

សម្ើការ (1) ណធ្វើគំរូវតេុដដលធាល រ់ ៃិង សម្ើការ (2) ចំៃៃួនៃសតវរ តុ រណៅណលើវាលដព្សចាប់បាៃណដ្ឋយ
សតវទើទុយ។ សម្ើការទាងំរើរណៃះគឺជាទព្ម្ង់ទូណៅ៖ 

រូបភារ 1.1.5 រូបភារ 1.1.6 

រូបភារ 1.1.8 រូបភារ 1.1.7 

រូបភារ 1.1.9 រូបភារ 1.1.10 
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 3
dy

ay b
dt

   
ដដល a  ៃិងb  ជាចំៃួៃណថ្រ។  

ឧទា រ ៍១ សម្ើការណៃះជាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលនៃការចាប់រ តុ រដព្សរបស់សតវទើទុយ 
 0.5 450 4

dp
p

dt
   

ដដលណយើងរិរ ៌ា នាអំរើអៃតររម្មនៃចំៃៃួជារ់ោរ់នៃសតវរ ដុ រ ៃិងសតវទើទុយ។ ដសវងររដំណណាះ
ព្សាយនៃសម្ើការណៃះ។ 
  ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការណៃះ ណយើងព្តូវដសវងររអៃុគម្ៃ៍  p t  ដដលណៅណរលជំៃសួរនុងសម្ើការ។ 

 ដំបូងសរណសរសម្ើការ(4)ណ ើងវញិរនុងទព្ម្ង់ 

 

 

   

0.5 450 4

900
5

2

1
900 6

900 2

dp
p

dt

dp p

dt

dp
dt p

p

 




 


 

 

 

 

 

1

2

1

2

1
7

900 2

1
ln | 900 | 8

2

| 900 | 9

900 10

t c

t

dp
dt

p

p t c

p e

p ce






  

 

  

 

 

ដដល cc e     រ៏ជាចំៃួៃអណថ្រ (មិ្ៃសូៃយ) ផងដដរ។ ចំណាថំ្នអៃុគម្ៃ៍ណថ្រ 900p   រ៏ជាដំណណាះ
ព្សាយរបស់សម្ើការ(5)ផងដដរ ណ ើយវាមៃណៅរនុងអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយ (10) ព្បសិៃណបើណយើងឱ្យ 0c   
ព្កា វនៃសម្ើការ សព្មប់តនម្លជាណព្ចើៃនៃ c  ព្តូវបាៃបរហ ញរនុងរូបភារ 1.2.1 ។ 

 
រូបភារ 1.2.1 
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លំហាត់ 

1. ណដ្ឋះព្សាយលំហាត់ាម្បញ្ហ តនម្លណដើម្ៃើម្យួៗខាងណព្កាម្ ណ ើយណរៀបចំគូសព្កាបនៃអៃុគម្ៃ៍
ចណម្លើយាម្តនម្លម្យួចំៃៃួរបស់អនរ oy   បនាទ ប់ម្របរព្សាយរើរបើអំរើរណបៀបដដលដំណណាះព្សាយ 
ព្បហារ់ព្បដ ល ៃិងខុ្សោន ាម្ររ ើ ៃើម្យួៗណផសងណទៀត។ 

   

   

   

   

   

   

0

0

0

0

0

0

5, 0

2 5, 0

2 10, 0

5 0

2 5 0

2 10 0

dy
a y y y

dt

dy
b y y y

dt

dy
c y y y

dt

dy
d y y y

dt

dy
e y y y

dt

dy
f y y y

dt

   

   

   

  

  

  

 

១.៣. ការចាត់ថាន ក់ច្នសមីការឌីផេរង៉់ស្សែល 
១.៣.១. សមីការឌីផេរង៉់ស្សែលធមមតា  

ការចាត់ថ្នន រ់ជារ់ដសតងម្យួគឺដផអរណលើថ្នណតើអៃុគម្ៃ៍អាព្ស័យណលើអណថ្រឯររាជយដតម្យួឬណៅណលើ
អណថ្រឯររាជយណព្ចើៃ។ រនុងររ ើ ដំបូងធ្ម្មាណលចណ ើងណៅរនុងសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល ណ ើយវាព្តូវបាៃ
ណគៃិោយថ្នជាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលធ្ម្មា។  
 សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលទាងំអស់ដដលបាៃរិភារាណៅរនុងដផនរមុ្ៃគឺជាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល
ធ្ម្មា។ សព្មប់ឧទា រ ៍ម្យួណទៀតនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលធ្ម្មាគឺ 

   
     

2

2

1
1

d Q t dQ t
L R Q t E t

dt dt C
    

ឧទា រ ៍ទើ១ ខាងណព្កាម្ណៃះជាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលធ្ម្មា 
   

 
2

2

2
1. 4 5

d Q t dQ t
Q t t

dt dt
  

      32. 4 '' 4 ' 10Q t Q t Q t t     
១.៣.២ស្ររព័នធច្នសមកីារឌីផេរង៉់ស្សែល 

 ការចាត់ថ្នន រ់ម្ួយណទៀតនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលអាព្ស័យណលើអៃុគម្ៃ៍អាព្ស័យណព្ចើៃដដល
អាព្ស័យណលើអណថ្រឯររាជយដតម្យួឬណៅណលើអណថ្រឯររាជយណព្ចើៃ មៃទព្ម្ង់ 

 2

dy
ax xy

dt

dy
cy xy

dt






 


   

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ដដល    y t x t ជាអៃុគម្ៃ៍អាព្ស័យ ណ ើយ tជាអណថ្រឯររាជយៃិង , , ,a c  ជាចំៃួៃណថ្រ។ 
ឧទា រ ៍ទើ១ ខាងណព្កាម្ណៃះជាព្បរ័ៃធនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល៖ 

1.

3

2.

2 4

dy
x xy

dt

dy
y xy

dt

dy
x xy

dt

dy
y xy

dt


 


  



 


   


 

១.៣.៣.លោំរ់សមីការ 
លំដ្ឋប់នៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល គឺជាលំដ្ឋប់នៃណដរ ើណវទើវរ័ខ្ពស់បំផុតណលចណ ើងរនុងសម្ើការ។ សម្ើការ
ណៅរនុងដផនរមុ្ៃគឺជាលំដ្ឋប់ទើម្យួទាងំអស់ ចំដ រសម្ើការ (1)គឺជាសម្ើការលំដ្ឋប់ទើរើរ។  
ជាទូណៅតព្ម្ង់សម្ើការ 
    , , ',..., 0 3

n
F t y y y  
 

 
ឧទា រ ៍ទើ១ ខាងណព្កាម្ណៃះជាលំដ្ឋប់នៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល៖ 

/2

1. "' 5 ' 5 2 2. 6 " ' 2 2

3. " 2 ' 3 4. 4 " 4 ' 16

t t

t t t

y y y e ty y y e

y ty y e e y y y e





     

     
 

 
លហំាត ់
រនុងបណាត លំហាត់ខាងណព្កាម្រើ1-6 ចូររំ ត់ដឺណព្ររបស់សម្ើការ ៃិងបញ្ា រ់ថ្នជាសម្ើការលើណៃដអ រឬ 
មិ្ៃលើណៃដអ រ។ 

 

   

2
2 2

2

2

2 3
2 3

2 3

1. '' ' 2 sin 2. 1

3. ''" "' " ' 1 4. 0

5. sin sin 6. cos

td y dy
t y ty y t y t y e

dt dt

dy
y y y y y ty

dt

d y d y dy
t y t t t y t

dt dt dt

      

      

     
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ជំពូកទី២  សមីការឌីផេរង៉់ស្សែលលោំរ់មយួ 
 

ជំរូរណៃះណយើងៃឹងសិរារើសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលំដ្ឋប់ម្យួ   ,
dy

f t y
dt

  (1) ដដល 

 f x  គឺអៃុគម្ៃ៍ម្ួយដដលមៃរើរអណថ្រ។ អៃុគម្ៃ៍ឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  y t  ដដលណផទៀងផ្លទ ត់ចំណ ះ
ព្គប់ t  ណៅចណនាល ះដដៃរំ ត់ម្យួណនាះ  y t  គឺព្តូវបាៃណៅថ្នចណម្លើយ ណ ើយណោលបំ ងរបស់
ណយើងព្តូវបាៃរំ ត់ ថ្នណតើមៃអៃុគម្ៃ៍មិ្ៃមៃវធិ្ើសាង្គ្សតទូណៅម្យួសព្មប់ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  
ង់សដសយលលំដ្ឋប់ម្យួណទ។ ប ុដៃតណយើងៃឹងបរព្សាយវធិ្ើសាង្គ្សតម្យួចំៃួៃដដលអាចអៃុវតតបាៃថ្នន រ់រង
ជារ់ោរ់ម្យួនៃសម្ើការធ្ើណផរ  ង់ដសយលលំដ្ឋប់ម្យួ។ អវើដដលសំខាៃ់គឺសម្ើការលើណៃដអ រ សម្ើការដញរ
អណថ្រ ៃិងសម្ើការរិតព្បារដ។ ដផនរណផសងនៃជំរូរណៃះបរព្សាយចំ ុចសំខាៃ់នៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយ
លលំដ្ឋប់ម្យួ ដ នាគំំៃិតសព្មប់ចណម្លើយព្បដ លណដ្ឋយការគ នាណលខ្ ៃិងការរិភារាសំ ួរ
ព្ទឹសដើម្យួចំៃៃួ ដដលមៃចណម្លើយដតម្យួគត់ ៃិងផាភាា ប់ៃឹងជើវភាររស់ណៅព្បចានំថ្ា។ ដផនរចុងណព្កាយ
ណលើរយរសម្ើការលំដ្ឋប់ម្ួយខុ្សោន  ដដលមៃចំ ុចសំខាៃ់ព្សណដៀងៃឹងសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល
ណ ើយណរលខ្លះណោររាម្ធ្ម្មា ណដើម្បើព្តួតរិៃិតយ។ 
២.១. សមីការលផីនស្អ្៊ារស្ែលមានអ្ផលរាផមគុណ 

ណបើអៃុគម្ៃ៍ f  រនុងសម្ើការ  1  អាព្ស័យលើណៃដអ ណលើអណថ្រឯររាជយ y   ។ ណនាះសម្ើការ  1  
ណៅថ្នសម្ើការលើណៃដអ រលដំ្ឋប់ម្យួ។ រនុងដផនរណៃះណយើងបាៃរិភារារើព្បណភទនៃសម្ើការលើណៃដអ រលំ
ដ្ឋប់ម្យួ ដដលមៃណម្គុ ជាចំៃៃួណថ្រ។ ណគសរណសរ៖ 

 2
dy

ay b
dt

     
ដដល ,a b  ជាចំៃួៃណថ្រ។ សម្ើការម្យួនៃទព្ម្ង់ដបបណៃះបរព្សាយរើចលនានៃវតេុម្ួយធាល រ់ណៅរនុង 
បរោិកាស។ ណយើងរិៃិតយទព្ម្ង់ទូណៅនៃសម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ម្យួ។ ដដលទទលួបាៃម្ររើការបដូរ
អណថ្រ a  ៃិង b  ណៅរនុងសម្ើការ  2  ណដ្ឋយអៃុគម្ៃ៍នៃចំៃៃួណថ្រ t  ។ ណយើងៃឹងសរណសរទព្ម្ង់ទូណៅនៃ
សម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ម្យួណដ្ឋយ៖ 

     3
dy

p t y g t
dt

   
ដដល  p t   ៃិង  g t   បាៃម្ររើអៃុគម្ៃ៍នៃអណថ្រមិ្ៃអាព្ស័យ t  ។សម្ើការ  2   អាចណដ្ឋះព្សាយ
ណដ្ឋយណព្បើអាងំណតព្កាល ដដលបាៃបរហ ញរនុងដផនរ 1.2  ។ ដូណចនះណយើងអាចសរណសរសម្ើការជា៖ 

 
 

/
4

/

dy dt
a

y b a
 


 

ាម្ការគ នាអាងំណតព្កាលណយើងទទលួបាៃ 
 ln /y b a at C     

ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ  2  គឺ 
   / 5aty b a ce   
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ដដល c  ជាចំៃួៃណថ្រណាម្ួយ។ ឧទា រ ៍ ណបើ 2a   ៃិង 3b   ណនាះសម្ើការ  2  ណគបាៃ 

 2 3 6
dy

y
dt

   
ណ ើយចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការគឺ  

 23
, 7

2

ty ce c    
រ៏ប ុដៃតចណម្លើយាម្វធិ្ើសាង្គ្សតណៃះមិ្ៃអាចណដ្ឋះព្សាយសម្ើការទូណៅ បាៃណនាះណទ។ ដូណចនះណយើងព្តូវការ
ណព្បើព្បាស់វធិ្ើសាង្គ្សតណផសងសព្មប់ចណម្លើយរបស់វា។ វធិ្ើសាង្គ្សត បិៃិ ស(Leibniz) វាជាប់ទារ់ទងៃឹង
ការគុ  សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  3  ៃឹងសម្ើការ  t   ណនាះណយើងអាចររចណម្លើយនៃសម្ើការបាៃាម្
អាងំណតព្កាល។ អៃុគម្ៃ៍  t   ណៅថ្ន រាត អាងំព្កាល។ ណធ្វើការបរព្សាយដំបូងឱ្យធ្ម្មាាម្ដដល
អាចណធ្វើណៅបាៃ ណយើងៃឹងណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតណៃះណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  6  បនាទ ប់ម្របរហ ញរើរណបៀប
បញ្ចូ លវាណៅរនុងសម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ម្យួណផសងណទៀត រមួ្ទាងំសម្ើការទូណៅផងដដរ។ 
ឧទា រ ៍១៖  ររចណម្លើយនៃសម្ើការ  2 3 6

dy
y

dt
   

សព្មយបញ្ា រ់ 
រររាត អាងំណតព្កាលចំណ ះសម្ើការណៃះ។ 
ជំហាៃដំបូង គឺគុ សម្ើការ  6  ណដ្ឋយអៃុគម្ៃ៍  t  ណនាះ 

       2 3 8
dy

t t y t
dt

     
អងាខាងណ វ្ងនៃសម្ើការ  8  ជាណដរ ើណវ។ ណបើដូណចនះណយើងអាចអាងំណតព្កាលសម្ើការ  8 ។ ោ ងណាណយើង
ណៅមិ្ៃទាៃ់សាា ល់អៃុគម្ៃ៍ y  ណនាះណទ។ ជណព្ម្ើសរបស់ណយើងនៃរាត អាងំណតព្កាល  t  ណយើងសណងកត
អងាខាងណ វ្ងនៃសម្ើការ  8  មៃរើរត ួ ដដលតដំួបូងគឺជាលទធផលនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលផលគុ  
 t y   ។ ដូណចនះណយើងព្តូវរំ ត់  t   ណនាះដផនរខាងណ វ្ងនៃសម្ើការ  8  កាល យជាណដរ ើណវនៃរណៃាម្ 
 t y  ។ ណបើណយើងណព្បៀបណធ្ៀបដផនរខាងណ វ្ងនៃសម្ើការ  8  ៃឹងរូបម្ៃតឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 

   
 

 9
d td dy

t y t y
dt dt dt


      

ណយើងចំណាថំ្នតដំួបូងគឺដូចោន  ណ ើយតទួើរើររ៏ដូណចាន ះដដរ ឱ្យដតណយើងណព្ជើសយរ  t  ណដើម្បើណផទៀងផ្លទ ត់ 
 

   2 10
d t

t
dt


  

ដូណចនះណយើងៃឹងរររាត អាងំណតព្កាលបាៃសណព្ម្ច ព្បសិៃណបើណយើងររចណម្លើយម្យួនៃសម្ើការ  10  ។ 
ព្បដ លជាអនរអាចរយព្សួលរំ ត់អៃុគម្ៃ៍ម្យួដដលណផទៀងផ្លទ ត់សម្ើការ  10 ៖ 
 ណតើអៃុគម្ៃ៍មៃណដរ ើណវដដលណសមើៃឹងរើរដងនៃសម្ើការណដើម្ដដរឬណទ? 
រណបៀបម្ា ងណទៀតណយើងអាចសរណសរសម្ើការ  10 ជា 

 

 
 

/
2 11

d t dt

t




  
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ដដលសម្មូ្លៃឹង         ln 2 12
d

t
dt

   
បនាទ ប់ម្រ 

   ln 2 13t t C    
ឬ       2 14tt ce   
 អៃុគម្ៃ៍  t  បាៃបញ្ា រ់រនុងសម្ើការ  14  ដដលជារាត អាងំណតព្កាលរបស់សម្ើការ  6  ។ 
ណដ្ឋយសារណយើងមិ្ៃព្តូវការរាត អាងំណតព្កាលទូណៅ ដូណចនះណយើងៃឹងជំៃសួ 1c  រនុងសម្ើការ  14 ណ ើយ
យរ   2tt e   ។ 
គុ សម្ើការ  6 ៃឹង 2te  ណយើងបាៃ 

 2 2 22 3 15t t tdy
e e y e

dt
   

ាម្ជណព្ម្ើសដដលណយើងមៃនៃរាត អាងំណតព្កាល អងាខាងណ វ្ងនៃសម្ើការ  15  គឺជាណដរ ើណវនៃ 2te y   
ដូណចនះណយើងបាៃសម្ើការ         2 23 16t td

e y e
dt

  
ណដ្ឋយគ នាអាងំណតព្កាលអងាទាងំរើរនៃសម្ើការ  16  ណយើងបាៃ 

 2 23
17

2

t te y e c   
ដដល c  គឺជាចំៃួៃណថ្រម្យួ។ ចុងណព្កាយាម្រយៈការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  17  ចំណ ះ y  ណយើងមៃ
ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ  6  គឺ 

 23
18

2

ty ce   
ដូចណៃះចណម្លើយ  18  គឺដូចៃឹងចណម្លើយ  7  ដដលររណ ើញខាងណលើ។ រូបភារ  1.1.1  បរហ ញរើព្កា វ
នៃនៃសម្ើការ  18  ចំណ ះតនម្លម្យួចំៃួៃនៃ c  ។ ចណម្លើយរមួ្ណៅររតនម្លណថ្រ 3

2
y    ដដលព្តូវោន ៃឹង 

0c   ។ 

  
   

រូបភារ 1.1. 1 
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ដូចដដលបាៃបរហ ញរើរណបៀបនៃដំណ ើ រការវធិ្ើសាង្គ្សត រាត អាងំណតព្កាលរនុងឧទា រ ៍រយខាងណលើ។ 
ណយើងបំដលងវាណៅជាថ្នន រ់ណផសងៗនៃសម្ើការ ណ ើយណយើងៃឹងណធ្វើដបបណៃះបើជំហាៃ។ ដំបូងរិៃិតយសម្ើការ 
 2 ម្ដងណទៀត ដដលណរលណៃះណយើងសរណសរជាទព្ម្ង់  

 19
dy

ay b
dt

   
ណដរ ើណវរនុងឧទា រ ៍១ ដដលព្ោៃ់ដតផ្លល ស់បដូរណម្គុ  2  ៃិង 3   រនុងសម្ើការ  6  ណដ្ឋយ a   ៃិង b  
ណរៀងោន ។ រាត អាងំណតព្កាលគឺ   att e   ណ ើយសម្ើការ  5  ជាចណម្លើយដដលដូចៃឹងសម្ើការ  18  
ដដលជំៃសួ 2 ណដ្ឋយ a  ៃិង 3 ណដ្ឋយ b  ។ 
 ជំហាៃបនាទ ប់គឺជំៃសួចំៃៃួណថ្រb ណដ្ឋយអៃុគម្ៃ៍  g t ។ណនាះណយើងបាៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 

   20
dy

ay g t
dt

   
រាត អាងំណតព្កាលអាព្ស័យណលើដតណម្គុ នៃ y  ប ុណណាណ ះ ដូណចនះសម្ើការ  20  រាត អាងំណតព្កាលគឺ 
  att e   ។ គុ សម្ើការ  20  ៃឹង  t ណយើងបាៃ 

 at at atdy
e ae y e g t

dt
   ឬ      21at atd

e y e g t
dt

  
បំ រ់អាងំណតព្កាលអងាទាងំរើរនៃសម្ើការ  21  ណយើងណ ើញថ្ន 

   22at ase y e g s ds c   
ដដល c  ជាចំៃួៃណថ្រណាម្ួយ។ ចំណាថំ្នណយើងធាល ប់ណព្បើអណថ្រ s  បរហ ញរើអណថ្រអាងំណតព្កាល ណដើម្បើ
ដញរវាណចញរើអណថ្រមិ្ៃអាព្ស័យ t។ ាម្ការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  22  ណយើងទទលួបាៃណម្លើយទូណៅ 

   23at as aty e e g s dx ce    
សព្មប់អៃុគម្ៃ៍រយ  g s   អាងំណតព្កាលរនុងសម្ើការ  23  អាចបា ៃ់សាម ៃបាៃ ណ ើយចណម្លើយ y  
បាៃបញ្ា រ់រនុងតនួៃអៃុគម្ៃ៍រយ ដូចណៅរនុងឧទា រ ៍បនាទ ប់។ ម្ា ងណទៀតសព្មប់អៃុគម្ៃ៍ដដល
សមុព្គសាម ញ  g s   វាអាចចាបំាច់រនុងការររចណម្លើយរនុងទព្ម្ង់អាងំណតព្កាល សម្ើការ  23 ។ 
ឧទា រ ៍២៖  ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 

 
1

2 24
2

dy
y t

dt
    

ព្ ងចណម្លើយម្យួចំៃៃួ ណ ើយររចណម្លើយណដ្ឋយដ រ (Particular solution) ដដលព្កា វមៃចំ ុច 
 0.2  ។ 
 រនុងររ ើ ណៃះ 

1

2
a   ដូណចនះរាត អាងំណតព្កាលគឺ   /2tt e   ។ គុ សម្ើការ  24  ៃឹងរាត

ណៃះ ណយើងបាៃសម្ើការ 

   /2 /2 /22 25t t td
e y e te

dt
   

ណដ្ឋយបំ រ់អាងំណតព្កាលអងាទាងំរើរនៃសម្ើការ  25  ណព្បើព្បាស់អាងំណតព្កាលណដ្ឋយដផនរចំណ ះតទួើ
រើរណៅដផនរខាងសាដ  ំណយើងបាៃ 
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/2 /2 /2 /24 2 4t t t te y e te e c     
ណដ្ឋយ c  ជាចំៃួៃណថ្រណាម្ួយណនាះ  

 /22 26ty t ct   
ណដើម្បើររចណម្លើយដដល ល្ងកាត់ចំ ុចដំបូង  0, 2  ណយើងរំ ត់យរ 0t    ៃិង 2y   រនុងសម្ើការ 
 26  ណយើងបាៃចណម្លើយ 2 0 c  ។ ណនាះ 2c   ដូណចនះចណម្លើយដដលចង់បាៃគឺ 

 /22 2 27ty t e   
ព្កា វចណម្លើយ  26  ចំណ ះតនម្លម្យួចំៃួៃនៃ c  បាៃបរហ ញរនុងរូបភារ  2.1.2  សណងកតណម្ើលចណម្លើយ
ណៅររចំ ុចដតម្ួយ ចណម្លើយមិ្ៃណថ្រដូចរនុងឧទា រ ៍ទើ១ ៃិងឧទា រ ៍រនុងជំរូរទើ១ណនាះណទ ប ុដៃត
ចណម្លើយ 2y t សុើោន ៃឹង 0c   

 
ឧទា រ ៍៣៖ ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 

 2 4 28
dy

y t
dt

    
 ណដ្ឋយសារដតណម្គុ នៃ y  គឺ 2  រាត អាងំណតព្កាលនៃសម្ើការ  28  គឺ   2tt e   ។ គុ 
សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលៃឹង  t  ។ ណយើងបាៃ 

   2 2 24 29t t td
e y e te

dt

     
បនាទ ប់ម្របំ រ់អាណំតព្កាលណលើអងាទាងំរើរនៃសម្ើការណៃះ ណយើងបាៃ៖ 

2 2 2 21 1
2

2 4

t t t te y e te e c         
ណយើងធាល ប់អាងំណតព្កាលណដ្ឋយដផនរចំណ ះតចុួងណព្កាយរនុងសម្ើការ  29  ។ ណនាះចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើ
ការ  28  គឺ 

 27 1
30

4 2

ty t ce     

រូបភារ 1.1. 2 
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ព្កា វនៃចណម្លើយ  30  ចំណ ះតនម្ល c   ម្យួចំៃួៃបាៃបរហ ញរនុងរូបភារ  1.1.3  ។ ទព្ម្ង់នៃចណម្លើយ
ចំណ ះតនម្ល t  គឺបាៃរំ ត់ណដ្ឋយដផនរ 2tce  ។ ដូណចនះណៅណរល 0c   ណបើណយើងជសួ 0c   ណៅរនុង 
សម្ើការ  30   ណ ើយបនាទ ប់ម្ររំ ត់ 0t   ណយើងទទលួបាៃ 7

4
y    ។ ណៃះគឺជាចំ ុចដញរណៅ

ណលើអ័រស y ។ ចំណាថំ្ន សព្មប់តនម្លណដើម្ណៃះ ចណម្លើយគឺ 7 1

4 2
y t    ។ 

 
ឧទា រ ៍២ ៃិង៣ គឺជាររ ើ រិសណសសនៃសម្ើការ  20  

 
dy

ay g t
dt

   
ដដលចណម្លើយម្ររើសម្ើការ  23   

 at as aty e e g s ds ce    
ណយើងសណងកតណ ើញថ្ន ព្បសិៃណបើ 0a    ជាចណម្លើយរមួ្(ដូចឧទា រ ៍២)ណ ើយព្បសិៃ 0a   ជា
ចណម្លើយរ ើរ(ដូចឧទា រ ៍៣)។  
២.១.១.វិធីាស្តសតផោោះស្រាយទូផៅ 
 ជំហាៃចុងណព្កាយរនុងការបរហ ញវធិ្ើសាង្គ្សតនៃរាត អាងំណតព្កាលរបស់សម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់
ម្យួទូណៅ  3   

     3
dy

p t y g t
dt

   
ដដល  p t  ៃិង  g t   គឺជាអៃុគម្ៃ៍។ ណបើណយើងគុ សម្ើការ  3   ណដ្ឋយអៃុគម្ៃ៍មិ្ៃរំ ត់  t  
ណយើងបាៃ 

           31
dy

t p t t y t g t
dt

     
ណយើងណ ើញថ្នដផនរខាងណ វ្ងនៃសម្ើការ  31  គឺណដរ ើណវនៃធាតុ  t y  នាឲំ្យ  t  ណផទៀងផ្លទ ត់សម្ើការ  

រូបភារ 1.1. 3 
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 
     32

d t
p t t

dt


  

ណបើណយើងយរ  t  វជិាមៃណនាះណយើងបាៃ 
 

 
 

/d t dt
p t

t




  

ណ ើយដូណចនះ 
   ln t p t dt k    

ណដ្ឋយយរ 0k   ណយើងអាចទទួលបាៃអៃុគម្ៃ៍រយម្យួ ចំណ ះ  t  ណគអាចសរណសរ 
     exp 33t p t dt    

ចំណាថំ្ន  t  វជិាមៃព្គប់តនម្ល t  ចំណ ះសម្ើការ  31  ណយើងមៃ 

       34
d

t y t g t
dt

     
ណនាះ         t y t g t dt c    

ដូណចនះចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ  3  គឺ    

 
 35

u t g t dt c
y

t





 
ឧទា រ ៍៤  ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការាម្បញ្ហតនម្លណដើម្ 

 2' 2 4 36ty y t   
    ដដល      1 2 37y   
សរណសរសម្ើការជាទព្ម្ង់សតង់ដ្ឋណយើងបាៃ 

   ' 2 / 4 38y t y t   
ដូណចនះ  

2
p t

t
  ណ ើយ   4g t t   ។ ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  38  ដំបូងណយើងគ នារាត អាងំណត

ព្កាល  t  

   2ln 22
exp 39

t
t dt e t

t
     

គុ សម្ើការ  38  ៃឹង   2t t   ណយើងបាៃ 
 2 2 3' 2 ' 4t y ty t y t    

ដូណចនះ 2 4t y t c  ដដល c  ជាចំៃួៃណថ្រ។ណយើងបាៃ  2

2
40

c
y t

t
   

គឺជាចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ។ ចំណ ះតនម្លម្យួចំៃួៃនៃ c   សម្ើការ  36  អាងំណតព្កាលដខ្សណកាង
(Integral curves) ដូចរូប  2.1.4 ។ ណដើម្បើណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា ដំបូង  ណយើងព្តូវឱ្យតនម្ល 1c   ណនាះ 

 2

2

1
, 0 41y t t

t
    
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គឺជាចណម្លើយនៃតនម្លណដើម្ឬចណម្លើយរិណសស។ ចណម្លើយណៃះបាៃបរហ ញថ្នណកាងខាល ងំដូចរូបភារ  1.1.4  ។ 
ចំណាថំ្ន វាោម ៃដដៃរំ ត់ៃិងអាសុើម្តូតចំណ ះដផនរវជិាមៃនៃអ័រស y ណទ ដូច 0t  រើខាងសាដ ។ំ ណៃះ
គឺណដ្ឋយសារោម ៃដដៃរំ ត់រនុងណម្គុ   p t  ។ អៃុគម្ៃ៍  2 21/y t t   ចំណ ះ 0t   មិ្ៃដម្ៃ
ដផនរនៃចណម្លើយនៃតនម្លណដើម្ណៃះណទ 

 ណៃះគឺឧទា រ ៍ដំបូងដដលចណម្លើយមិ្ៃអាចរំ ត់បាៃចំណ ះតនម្ល t  ម្យួចំៃួៃ។ ជាថ្មើម្ដង
ណទៀត ណៃះណដ្ឋយសារដតោម ៃដដៃរំ ត់រនុង  p t  ណរល 0t   ដដលចណម្លើយរមួ្ណៅចណមល ះ 0 t ។ 
២.១.២ វិធីរស្ស្រមរស្រមលួច្នប៉ារ៉ស្ម៉ស្រត 
 រិចារណាាម្វធិ្ើសាង្គ្សដណដ្ឋះព្សាយទូណៅសម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់១។  
      'y p t y g t i   
 a . ណបើ   0g t   ដំណណាះព្សាយបរហ ញាម្ 
 
    

   

 
 

' 0

ln

p t dt

dy
y p t y p t y

dt

dy
p t dt y p t dt c

y

y Ae ii
   

    

     



  

 

 b . ណបើ   0g t  សម្មត់ថ្នដំណណាះព្សាយមៃទព្ម្ង់  
 

  
 e

p t dt

y A t iii
  

 
  

   
 

' ' e
p t dt p t dt

y A t A t p t e
     

ណដ្ឋយជំៃសួ , 'y y  រនុងសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផតល់ឱ្យ បញ្ា រ់ថ្ន  A t  បំណរញលរខខ្ ា  
  

  
   

 
   

 
 ' e

p t dt p t dt p t dt

A t A t p t e p t A t e g t
        

រូបភារ 1.1.4 
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  
  

 

   
 

' e

'

p t dt

p t dt

A t g t

A t g t e

 



 

    
 

 e
p t dt

A t g t dt c iv
  
    

 c . យរ  A t  រើសម្ើការ  iv  ជំៃសួ  A t  រនុងសម្ើការ  iii  ៃិងរំ ត់ y  

 
   

;
p t dt p t dt

y g t e dt c e c
         

  

ណផទៀងផ្លទ ត់ដំណណាះព្សាយដដលបាៃររជាម្យួសម្ើការណនាះ។ 
ឧទា រ ៍១ ររចណម្លើយសម្ើការខាងណព្កាម្ាម្វធិ្ើបដព្ម្បព្មួ្លបា រា ដម្ ព្ត 2 2' 2 ty y t e   
សព្មយបញ្ា រ់ 
ណយើងររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការលើណៃដអ រអូម្ ូដ សៃ ' 2 0y y   

2

2 0 ; 2

2 ; ln 2

;t c

dy dy
y dt

dt y

dy
dt y t c

y

y Ae A e

  

  

  

   

ណយើងររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការលើណៃដអ រមិ្ៃអូម្ ូដ សៃ 2 2' 2 ty y t e  ណដ្ឋយសៃមតយរ 
     2 2 2; ' ' 2t t ty A t e y A t e A t e   យរជំៃសួរនុងសម្ើការណដើម្ណគបាៃ 

     

 

2 2 2 2 2

3
2

' 2 2

3

t t t tA t e A t e A t e t e

t
A t t dt c

  

  
 

អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយ  
3

2 2 3 21

3 3

t t tt
y t c e ce t e c

 
     
 

 

ឧទា រ ៍២៖ ររចណម្លើយសម្ើការខាងណព្កាម្ាម្វធិ្ើបដព្ម្បព្មួ្លបា រា ដម្ ព្ត 
1

' 3cos 2 , 0y y t t
t

 
   
   

សព្មយបញ្ា រ់ 

ណយើងររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការលើណៃដអ រអូម្ ូដ សៃ 1
' 0y y

t

 
  
 

 
1 1

0 ;

1
; ln ln ln

1
;

dy dy
y dt

dt t y t

dy
dt y t A

y t

y A A
t

   

   

 

   

ណយើងររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការលើណៃដអ រមិ្ៃអូម្ ូដ សៃ 1
' 3cos 2 , 0y y t t

t

 
   
 

ណដ្ឋយសៃមតយរ 
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     
2

1 1 1
; ' 'y A t y A t A t

t t t
   យរជំៃសួរនុងសម្ើការណដើម្ណគបាៃ 

     

 

2

1 1 1 1
' 3cos2

3 3
3 cos2 sin 2 cos2

2 4

A t A t A t t
t t t t

t
A t t tdt t t c

  

   

 

អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយ  
3 3 1 3 3 1

sin 2 cos2 sin 2 cos2
2 4 2 4

t
y t t t c t t c c

t t t

 
       
 

 

លហំាត ់
រនុងលំហាត់1-12 ចូរររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលលើណៃដអ រ 

   
2

2 2 2

2
2 2

2

2

1. ' 3 2. ' 2

1
3. 1 4. ' 3cos 2 , 0

5. ' 2 3 6. ' 2 sin , 0

7. 2 2 8. 1 ' 4 1

9.2 ' 3 10. '

11. ' 5sin 2 12.2 ' 3

t t

t

t

t

t

y y te y y t e

y y te y y t t
t

y y e ry y t t

y ty te t y ty t

y y t ty y t e

y y t y y t










   

     

    

     

   

   

 

រនុងលំហាត់13-20 ចូរររចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលលើណៃដអ រាម្បញ្ហ តនម្លណដើម្ 
   

   

2 2

2

2

13. ' 2 , 0 1 14. ' 2 , 1 0

1 2 cos
15. ' 2 1, 1 , 0 16. , 0, 0

2

t ty y te y y y te y

t
ty y t t y t y y y t

t t


     

 
          

 

 

 

     

2

3 2

17. ' 2 , 0 2 18. ' 2 sin , 1
2

19. ' 4 , 1 0 20. ' 1 , ln 1

t

t

y y e y ty y t y

t y t y e y ty t y t y





 
      

 

       

 

២.២. សមីការអនស្ែកអ្ផលរបាន 
ណៅរនុងដំណណាះព្សាយសម្ើការមុ្ៃៗដដលមៃទព្ម្ង់ 

 1
dy

ay b
dt

   
ដដល a   ៃិង b   ជាចំៃៃួអណថ្រ។ ណយើងបាៃបរហ ញរើរណបៀបណដ្ឋះព្សាយសម្ើការដដលមៃ y  ជាអណថ្រ
អាព្ស័យៃិង t  ជាអណថ្ឯររាជយ។ ប ុដៃតណៅរនុងដផនរណៃះណយើងបៃតសិរាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលំដ្ឋប់ទើ
ម្យួមៃរាងទូណៅគឺ 
     , 2

dy
f x y

dx
  

ដដល y  ជាអណថ្រអាព្ស័យៃិង x  ជាអណថ្ឯររាជយ។ សម្ើការ  2  មិ្ៃដម្ៃជាសម្ើការលើណៃដអ រ ណនាះមិ្ៃ
អាចអៃុវតតៃ៍បាៃណទសព្មប់ការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការណនាះ។ ណយើងរិចារណាថ្នន រ់រងនៃសម្ើការលំដ្ឋប់ទើ
ម្យួណដើម្បើរំ ត់ថ្នន រ់នៃសម្ើការ។ 
ណយើងសរណសរសម្ើការ  2  ណ ើងវញិរនុងទព្ម្ង់៖ 
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      , , 0 3
dy

M x y N x y
dx

   
 រំ ត់    , ,M x y f a y    ៃិង  , 1N x y     ប ុដៃតអាចមៃវធិ្ើណផសងណទៀត។ រនុងររ ើ
ដដល M  ជាអៃុគម្ៃ៍ x  ដតម្យួគត់ ៃិង N  ជាអៃុគម្ៃ៍ y  ដតម្យួគត់ ណនាះសម្ើការ  3  កាល យជា 
      0 4

dy
M x N y

dx
   

 សម្ើការណៃះព្តូវបាៃណៅថ្ន សម្ើការអាចដញរអណថ្របាៃ ណព្ ះវាអាចសរណសររនុងទព្ម្ង់ឌ្ើណផរ  ង់
ដសយលបាៃ 
      0 5M x dx N y dy   
ឧទា រ ៍១  ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការដញ រអណថ្រខាងណព្កាម្៖ 

     
2

21

dy x

dx y



 

សព្មបញ្ា រ់ 

មៃ 
2

21

dy x

dx y



 

ណយើងបាៃ  2 21 0
dy

x y
dx

     

 

 

2 2

2 2

3 3

3 3

1

1

3 3

3 ,

x dx y dy

x dx y dy

x y
y c

x y y c c R

    

   

 
     

 

    

 
 

ចណម្លើយសម្ើការគឺជាព្គួសារដខ្សរណកាង 3 33x y y c    បរហ ញដូចរូប(1.2.1)ណព្កាម្៖ 

     រូបភារ 1.2. 1 
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ឧទា រ ៍២ ៖ ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការដញ រអណថ្រខាងណព្កាម្៖ 

 
 

 
23 4 2

, 0 1
2 1

dy x x
y

dx y

 
  


 

ណយើងបាៃ 
   

   

2

2

2 1 3 4 2

2 1 3 4 2

y dy x x dx

y dy x x dx

   

     
    

2
3 2

2 3 2

2 2 2
2

2 2 2

y
y x x x c

y y x x x c

 
     

 

    

 

ណដ្ឋយ  0 1y    
         

2 3 2
1 2 1 0 2 0 2 0

1 2

3

c

c

c

      

 



 

ចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការគឺ 2 3 22 2 2 3y y x x x      
ចណម្លើយសម្ើការគឺជាព្គួសារដខ្សរណកាង 2 3 22 2 2y y x x x c     បរហ ញដូចរូប(1.2.2)ណព្កាម្៖ 

រូបភារ1.2.2 

លហំាត ់
ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល1ដល់8 

 

 
 

    

2 2

3

2

2

1
2 2 2 2

2

2

1. ' 2. '
1

3 1
3. ' sin 0 4. '

3 2

5. ' cos cos 2 6. ' 1

7. 8.
1

x

y

x x
y y

y y x

x
y y x y

y

y x y xy y

dy x e dy x

dx y e dx y



 



  



  


 

 

 

លំហាត់ទើ 9 ដល់ 20 : 
a. ររដំណណាះព្សាយាម្តនម្លណដើម្ 
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b. គូសព្កា វនៃដំណណាះព្សាយ 
c. រំ ត់ចណនាល ះចណម្លើយដដលដំណណាះព្សាយព្តូវបាៃរំ ត់ 

   
 

 

   

 
     

2

2

1
3 2 2

2

1 21
9. ' 1 2 , 0 10. ' , 1 2

6

11. 0, 0 1 12. , 1 2

2
13. ' , 0 2 14. ' 1 , 0 1

x

x
y x y y y y

y

dr r
xdx ye dy y r

d

x
y y y xy x y

y x y

 






      

    

     


 

 
 

 
 

2

3

12 1
15. ' , 2 0 16. ' , 0

1 2 4 2

x xx
y y y y

y y

 
   


 

 
 

 
 
 

 

   

2

1
2 2 2

3
17. ' , 0 1 18. ' , 0 1

2 5 3 4

19.sin 2 cos3 0,
2 3

20. 1 arcsin ; 0 0

x x xx e e e
y y y y

y y

xdx ydy y

y x dy xdx y

 

 
   

 

 
   

 

  

 

21.  ដំណណាះព្សាយតនម្លណដើម្  
 

 
2

2

1 3
' , 0 1

3 6

x
y y

y y


 


 ៃិងរំ ត់ចណនាល ះចណម្លើយដដលដំណណាះ

ព្សាយមៃសុរលភារ។ ជំៃយួ៖ ណដើម្បើររចណនាល ះចណម្លើយនៃ ររចំ ុចដដលដខ្សណកាងអាងំណតព្កាលមៃ
បនាទ ត់ព្បាប់ទិសបញ្ឈរ។ 

22. ដំណណាះព្សាយតនម្លណដើម្
 

 
2

2

3
' , 1 0

3 4

x
y y

y
 


 ៃិងរំ ត់ចណនាល ះចណម្លើយដដលព្តឹម្ព្តូវ។ 

ជំៃយួ៖ ណដើម្បើររចណនាល ះចណម្លើយនៃៃិយម្ៃ័យ ររចំ ុចដដលដខ្សណកាងអាងំណតព្កាលមៃបនាទ ត់ព្បាប់
ទិសបញ្ឈរ។ 
 
២.៣. សមីការឌីផេរង៉ស់្សែលលផីនស្អ្៊ារអ្ូម៉ូស្សន 
សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រមៃទព្ម្ង់៖    
      '  1y p t y g t    
ព្បសិៃណបើ   0g t   សម្ើការកាល យជាទព្ម្ង់ 

    2' 0  y p t y   
សម្ើការ  2 ព្តូវបាៃណគណៅថ្នសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដ សៃ។ ណយើងណធ្វើការណដ្ឋះព្សាយ 
សម្ើការ  2 ាម្វធិ្ើខាងណព្កាម្៖ 
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 

 

 

' 0

' y

y p t y

y p t

dy
p t y

dt

 

 

 

 

  
dy

p t dt
y
  ណធ្វើអាងំណតព្កាលណលើអងាសងខាង 

 
dy

p t dt
y
    

 
 , 3

p t dt

y Ae A R
   ជាអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ  2  

ឧទា រ ៍១៖ ចូរណដ្ឋះព្សាយថ្នសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃ 
 ' 3 0y y   

ចណម្លើយ 
ណដ្ឋះព្សាយថ្នសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃ 

' 3 0y y  ដដល   3p t    
អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការមៃទព្ម្ង់  

 3
p t dt

y Ae
  

3 3 ,
dr ty Ae Ae A R

     
ដូចណៃះ សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃមៃអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅ 3 ,ty Ae A R   
ឧទា រ ៍២៖ ចូរណដ្ឋះព្សាយថ្នសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃ 
 4 0

dy
x y

dx
   

ចណម្លើយ 
ណដ្ឋះព្សាយថ្នសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃ 

4
4 0 ' 0

dy
x y y y

dx x
     ដដល  

4
p x

x
   

អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការមៃទព្ម្ង់  
 3

p t dt

y Ae
  

4

4 ln 4 ,
dx

xxy Ae Ae Ax A R
 

     
ដូចណៃះ សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃមៃអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅ 4 ,y Ax A R   
ររ ើ រិណសស 
សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃ  ' 0y p t y   ។ណបើអៃុគម្ៃ៍  p t   ជាចំៃួៃណថ្រ ណនាះ
សម្ើការមៃកាល យជា  ' 0 4y y   
អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅគឺ   ,xy t Ae A   
ឧទា រ ៍៣៖ ចូរណដ្ឋះព្សាយថ្នសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃ 
 2 4 0

dy
y

dx
   
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ចណម្លើយ 
ណដ្ឋះព្សាយថ្នសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃ 

2 4 0 ' 2 0
dy

y y y
dx

     ដដល 2    
អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការមៃទព្ម្ង់   2xy x Ae A   
ដូចណៃះ សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃមៃអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅ 2 ,xy Ae A R   
២.៤. សមីការ ស្រ៊ានូយ ី(Bernoulli Equations) 
 ណរលខ្លះវាអាចណធ្វើណៅបាៃណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការមិ្ៃដម្ៃលើណៃដអ រណដ្ឋយណធ្វើការផ្លល ស់បតូរអណថ្រ
អាព្ស័យដដលបំដបលងវាណៅជាសម្ើការលើណៃដអ រ។វារិតជាសំខាៃ់បំផុតចំណ ះសម្ើការមៃទព្ម្ង់៖          

 ' ( ) ( ) 1ny p t y q t y   
សម្ើការ  1 ណគណៅថ្នសម្ើការ ដប ៃូយើ ដដល nជាចំៃៃួរិតណ ើយ  0,1n   ។  
វធិ្ើសាង្គ្សតណដ្ឋះព្សាយសម្ើការនៃព្បណភទណៃះ 
ាង 1 nw y  ណធ្វើណដរ ើណវណធ្ៀបអណថ្រ t  

  
 

1 ' '
1

n
ndw y dw

n y y y
dt n dt

   


យរណៅជំៃសួសម្ើការ  1  

 
 

   
1

n
ny dw

p t y q t y
n dt

 


 

       

        

11 1

' 1 1 2

ndw
p t n y n q t

dt

w p t n w n q t

   

   

 

សម្ើការ  2 គឺជាសម្ើការ លើណៃដអ រលំដ្ឋប់ម្យួ ដូចណៃះណយើងណដ្ឋះព្សាយបាៃដូចឧទារ រ ៍មុ្ៃៗ។ 
ឧទា រ ៍១៖ ចូរណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើដប ៃូយើ 21dy

y ty
dt t

   
ចណម្លើយ 

ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើដប ៃូយើ 
 21dy

y ty
dt t

   មៃ    
1

2 , ,n q t t p t
t

    
ណយើងទទលួបាៃ 

      ' 1 1

1
'

w p t n w n q t

w w t
t

   

  
 

អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការគឺ  
2

1
,y t c

t ct
 
 

 
ឧទា រ ៍២៖ ចូរណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើដប ៃូយើ  
  3 24

' 1 1 0y y x y y x
x

      
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ចណម្លើយ 
ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើដប ៃូយើ 
 3 24

'y y x y
x

   មៃ    2 4
2 , ,n q x x p x

x
    

ណយើងទទលួបាៃ 
      

3

' 1 1

4
'

w p x n w n q x

w w x
x

   

  
 

អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការគឺ  1 4 ln ,y x c x c     
ណដ្ឋយលរខខ្ ា ណដើម្  1 1y   ណគបាៃ 
 1 1( ln1) 1c c       
អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការគឺ  1 4 1 lny x x         
       
ឧទា រ ៍៣ ៖ ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការដញ រអណថ្រខាងណព្កាម្ាម្លរខខ្ ធ ណដើម្៖ 
  

2

cos
; 0 1

1 2

dy y x
y

dx y
 


 

ណយើងបាៃ 
 2

2

1 2 cos

1
2 cos

1
2 cos

ln sin

y dy y xdx

y dy xdx
y

y dy xdx
y

y y x c

 

 
  

 

 
   

 

  

 

 

ណដ្ឋយ  0 1y   
ណយើងបាៃ 

   
2

2

ln 1 1 sin 0

1

sin 1

c

c

y y x

  

 

   

 

ចណម្លើយសម្ើការគឺជាព្គួសារដខ្សរណកាង 2ln siny y x c    
២.៥. សមីការស្របាកែ 

សព្មប់សម្ើការលំដ្ឋប់ទើម្ួយ មៃវធិ្ើសាង្គ្សតរមួ្បញ្ចូ លម្យួចំៃៃួដដលអាចអៃុវតតបាៃចំណ ះ
លំហាត់ថ្នន រ់ណផសងៗ។អវើដដលសំខាៃ់បំផុតណនាះគឺ សម្ើការលើណៃដអ រ ដដលណយើងបាៃរិភារារើមុ្ៃម្រ។
ណៅទើណៃះណយើងៃិងគ នាថ្នន រ់។ 
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សម្ើការដដលណគសាា ល់ថ្នជាសម្ើការព្បារដដដលមៃវធិ្ើសាង្គ្សតគ នាោ ងលអនៃដំណណាះព្សាយ។ 
ណទាះជាោ ងណារ៏ណដ្ឋយ សម្ើការលំដ្ឋប់ម្យួទាងំណនាះដដលអាចណដ្ឋះព្សាយាម្វធិ្ើសាង្គ្សតនៃការ
គ នាបឋម្គឺរិណសសជាង។ សម្ើការលំដ្ឋប់ទើម្ួយភាគណព្ចើៃមិ្ៃអាចណដ្ឋះព្សាយាម្វធិ្ើណៃះបាៃ
ណទ។ 
ឧទា រ ៍១ ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើផរ  ង់ដសយល  22 2 0 1x y xyy    
 សម្ើការមិ្ៃដម្ៃជាសម្ើការលើណៃដអ  ឬសម្ើការមិ្ៃអាចបំដបរបាៃ ដូណចនះវធិ្ើសាង្គ្សតទាងំណៃះមិ្ៃ
អាចគ នាបាៃណទ។ ដតណគសណងកតណ ើញថ្នមៃអៃុគម្ៃ៍   2 2,x y x xy    មៃលរខ ៈដូចខាង
ណព្កាម្៖   22 , 2 2x y xy

x y

  
  

 
 

ដូណចនះ សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណយើងអាចសរណសរជា   0 3
dy

x y dx

  
 

 
 

ណដ្ឋយ yជាអៃុគម្ៃ៍នៃ x ណ ើយណយើងអាចសរណសរសម្ើការាម្ទព្ម្ង់សម្មូ្ល 
    2 2 0 4

d d
x xy

dx dx


    

ដូណចនះ                    2 2, 5x y x xy c     
ដដល cជាចំៃៃួរិតណថ្រ ណ ើយជាសម្ើការខាងណលើជាចណម្លើយនៃសម្ើការ  1 ។ 

ណៅរនុងការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  1  មៃជំហាៃសំខាៃ់គឺររអៃុគម្ៃ៍  ,x y  មៃទំនារ់
ទំៃងជាម្យួ  2 ជាទូណៅសម្ើការឌឺ្ណផរ  ង់ដសយលព្តូវបាៃសរណសរ 
      , , 6M x y N x y y  
ឧបមថ្ន  ,x y  មៃលរខ ៈដូចខាងណព្កាម្៖ 
      , , , 7M x y N x y

x y

  
 

 
 

ដូចណៃះ  ,x y c   គឺជាអៃុគម្ៃ៍អុើម្រលើសុើត ជាចណម្លើយសម្ើការ 
      , , , 0

dy d
M x y N x y y x y

x y dx dx

 


 
       

 

ណ ើយសម្ើការឌឺ្ណផរ  ង់ដសយល  6 កាល យណៅជា      , 0 , 8
d

x y x y dx c
dx

         
រនុងររ ើ ណៃះសម្ើការ  6  ព្តូវបាៃណគណៅថ្នជាសម្ើការឌឺ្ណផរ  ង់ដសយលព្បារដ។ ចណម្លើយសម្ើការ  6  
ព្តូវបាៃផដល់ឱ្យរនុងទព្ម្ង់     , , 9x y c c R    
 រនុងឧទា រ ៍១ ខំុ្្គិតថ្នវាមៃភាររយព្សួលរនុងការណម្ើលថ្នសម្ើការឌឺ្ណផរ  ង់ដសយលជា 
សម្ើការព្បារដណ ើយរយព្សួលណៅរនុងការណដ្ឋះព្សាយាម្រយៈ   សព្មប់សម្ើការសមុគសាម ញជាង
ណៃះវាមិ្ៃអាចណដ្ឋះព្សាយបាៃព្សួលណនាះណទ។ វធិ្ើជាទូណៅរនុងការរំ ត់ថ្នសម្ើការដឺណផរ  ង់ដសយលដដល
បាៃផដល់ឱ្យជាសម្ើការព្បារដព្តូវបាៃរំ ត់ាម្ព្ទឹសដើបទខាងណព្កាម្។ 
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ព្ទឹសដើបទ១.៥.១ ៖ណគាងអៃុគម្ៃ៍ , , ,y xM N M N  មៃណដរ ើណវទើម្យួណដ្ឋយដផនរ  ណ ើយជាប់ណៅរនុង
ដដៃចតុណកា ដរង : ,R x y     ណនាះសម្ើការ  6 មៃទព្ម្ង់៖ 

    , , 0M x y N x y y   
សម្ើការខាងណលើគឺជាសម្ើការឌឺ្ណផរ  ង់ដសយលព្បារដណៅរនុង R ព្បសិៃណបើ 
      , , 10y xM x y N x y  
ណៅចំ ុចៃើម្យួនៃ R ណនាះគឺមៃអៃុគម្ៃ៍   បំណរញសម្ើការ  7  

        , , , , ,x yx y M x y x y N x y    
ព្បសិៃណបើM ៃិង N  បំណរញសម្ើការ  10 ។ 

ព្ទឹសដើណៃះព្តូវបាៃបរហ ញជា២ដផនរ ដំបូងណយើងៃឹងបរហ ញថ្នព្បសិៃណបើអៃុគម្ៃ៍  បំណរញ 
សម្ើការ  7  ណនាះវាណធ្វើាម្សម្ើការ  10 គ នាM  ៃិង N  រើសម្ើការ  10  បនាទ ប់  6  កាល យជាសម្ើការ
ព្បារដ។ ការបរហ ញរើភារ រ់រ័ៃធនៃអៃុគម្ៃ៍ ព្តូវោន ជាម្យួសម្ើការ  7  

        , , , , ,x yx y M x y x y N x y    
អាងំណតព្កាលដំបូងនៃសម្ើការ  7 ទារ់ទងណៅៃឹង x ៃិង y ណថ្រ ណយើងររណ ើញ 
        , , 12x y M x y dx h y    

អៃុម្ៃ៍ h  គឺអាព្ស័យណៅណលើអៃុគម្ៃ៍ y  ដដលវាមៃភារដព្បព្បួល។ ឥ ូវណយើងៃឹងបរហ ញថ្នវាដតង
ដតងដតណព្ជើសណរ ើសបាៃជាៃិចចចំណ ះ  h y  ដូណចនះ y N   ម្ររើសម្ើការ  12  

 
   

   

,

,

y

y

M x y dx h y
y

M x y dx h y




 


 





 

រំ ត់ y N   ៃិងណដ្ឋះព្សាយ  h y  ណយើងបាៃ 
        , , 13yh y N x y M x y dx     

ណដើម្បើរំ ត  h y  រើសម្ើការ  13  វាចាបំាច់ណាស់ណទាះបើវាមៃរាងណដ្ឋយដផនររ៏ណដ្ឋយរ៏វាណៅដតជា
អៃុគម្ៃ៍នៃ y  ព្គប់ណរល។ ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយណយើងអាចដបងដចរបរមិ ណៅរនុងសំ ួរទារ់ទងៃឹង
x ណដ្ឋយទទលួបាៃ 

    , ,N x y M x y  
ដដលជាណលខ្សូៃយណៅរនងសម្ើការ  10  ដូណចនះណទាះបើជាទំព្ម្ង់ជារ់ដសដងរបស់វារ៏ណដ្ឋយរ៏ដផនរខាងសាដ ំ
នៃសម្ើការ  13  មិ្ៃអាព្ស័យណលើ x  ណ ើយរ៏បូរបញ្ចូ លោន ដតម្យួបនាទ ប់ម្របាៃ  h y  ។ ការជំៃសួ
 h y ណៅរនុងសម្ើការ  12 ណយើងទទលួបាៃដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការ  7 គឺ 

         , , , , 14yx y M x y dx N x y M x y dx dy          
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ឧទា រ ៍២៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌឺ្ណផរ  ង់ដសយល      2cos 2 sin 1 0 15y yy x xe x x e y      
ចណម្លើយ 

ណយើងដឹងថ្ន     2, cos 2 , , sin 1y yM x y y x xe N x y x x e      
ណនាះ     , cos 2 ,y

y x

dM dN
M x y x xe N x y

dy dx
      

ដូណចនះសម្ើការដដលផដល់គឺជាសម្ើការព្បារដ ដូណចនះមៃ  ,x y  

 
     

     2

, cos 2 , *

, sin 1 , **

y

x

y

y

d
x y y x xe M x y

dx

d
x y x x e N x y

dy







   

    

 

គ នាអាងំណតព្កាល  * ណយើងបាៃ
       2, cos 2 sin 16y yx y y x xe dx y x x e h y       

យរសម្ើការ  16 ម្រណដរ ើណវណធ្ៀបអណថ្រ y ណគបាៃ៖ 

 
     

 

   

2

2 2

, sin ,

sin sin 1

' 1

y

y

y y

x y x x e h y N x y

x x e h y x x e

h y h y y

     

    

    

 

ដូណចនះ  ជំៃសួ  h y y  ណៅរនុងសម្ើការ  16  

   2, sin yx y x x e y      
ដូណចនះ  អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយរបស់សម្ើការ  15  គឺ  2sin 17yy x x e y c    
ព្បតិបតតិ 

    

     

     

2 2 2 2 3

2 2 2 2

3 3 3 2 3 2 3

1. 2 9 2 1 0 1 3

2. 2 4 2 3 ' 1 8 6 4 12 0

3. 3 1 2 3 ' 0 0 1 1 0xy xy xy xy

dy
xy x y x y x y x c

dx

xy x y y y x y y x

y e ye xy e y y y e x

        

        

       

 

ចំណា ំ  
ចំណ ះសម្ើការព្បារដ ណយើងគ នាបាៃោ ងរ ័សាម្វធិ្ើខាងណព្កាម្៖ 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 
∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + ∫ 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝑐 

ដដល𝑁(𝑥, 𝑦)ណធ្វើដតតណួាមិ្ៃជាប់អញ្ញ ត𝑥 ៃិងព្ចាសម្រវញិ។ 
ឧទា រ ៍៣ ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌឺ្ណផរ  ង់ដសយល    10 2 0x y dx x y dy       

   
2 2

10 2 0

10 2
2 2

x y dx y dy

x y
yx x y c

     

    

  
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ឧទា រ ៍៤៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌឺ្ណផរ  ង់ដសយល  2 2 2 0y x dx xydy    
 2

3
2

2 0

3

x dx xydy

x
xy c

  

  

  
 

២.៦ សមីការមិនស្របាកែ និងកតាត អងំផតស្រកាល 
២.៦.១   វិធីកតាត អងំផតស្រកាល 
ឧទា រ ៍១ ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការដឺណផរ  ង់ដសយល    2 23 0xy y x xy y     

    , 3 2 , , 2y xM x y x y N x y x y     
ណដ្ឋយ y xM N សម្ើការដដលផដល់ឱ្យមិ្ៃដម្ៃជាសម្ើការព្បារដ។ 
ណរលខ្លះណយើងព្តូវការបំដលងសម្ើការឌឺ្ណផរ  ង់ដសយលមិ្ៃព្បារដណៅជាសម្ើការព្បារដ ណដ្ឋយគុ សម្ើ
ការៃឹងរាត អាងំណតព្កាល។ សូម្ចាថំ្នណៃះជាៃើតិវធិ្ើដដលបាៃណព្បើរនុងការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការលើណៃដអ 
ណៅរនុងដផនរ1.1។ ណដើម្បើអណងកតរើលទធផលនៃការអៃុវតតឱ្យទូលំទូោយណយើងៃឹងគុ សម្ើការៃឹងរាត
អាងំណតព្កាល៖ 
      , , 0 1M x y dx N x y dy   
ណព្ជើសណរ ើសអៃុគម្ៃ៍ ម្យួដូណចនះលទធផលនៃសម្ើការ 
          , , , , 0 2x y M x y dx x y N x y dy    
ណដ្ឋយព្ទឹសដើ 1.5.1 គឺជាសម្ើការព្បារដព្បសិៃណបើ 
      3

y x
M N   

M  ៃិង N  ជាអៃុគម្ៃ៍ដដលបាៃផដល់ឱ្យណដ្ឋយសម្ើការ  3 ដដលណៅថ្នរាត អាងំណតព្កាល  បំណរញ 
សម្ើការណដរ ើណវណដ្ឋយដផនរលដំ្ឋប់ទើម្យួ 

   
y x

y y x x

M N

M M N N

 

   



  
 

    0 4y x y xM N M N       

ររ ើ ទើ១ 
ណបើសិៃរាត អាងំណតព្កាល  ,x y  មៃដតអណថ្រមិ្ៃអាព្ស័យ x  ណនាះរណៃាម្ 0yM   សម្ើការ  4

កាល យ 
 

 

 

0x y x

y x

y x

N M N

M Nd

dx N

M Nd
dx

N

 








   







 

 
 

 5

y xM N
dx

Nx e




  
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ររ ើ ទើ២ 
ណបើសិៃរាត អាងំណតព្កាល  ,x y  មៃដតអណថ្រមិ្ៃអាព្ស័យ y  ណនាះរណៃាម្ 0xM   សម្ើការ  4

កាល យ 
 

 

 

0y y x

y x

x y

M M N

M Nd

dy M

N Md
dy

M

 








  


 




 

 
 

 6

x yN M
dy

My e




  

ឧទា រ ៍១៖ ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល    2 23 0xy y x xy y     
ចណម្លើយ 

   , 3 2 , , 2y xM x y x y N x y x y     
ណដ្ឋយ y xM N សម្ើការដដលផដល់ឱ្យមិ្ៃដម្ៃជាសម្ើការព្បារដ។ 

រាត អាងំណតព្កាល  
2

1Y X
x yM N dxdx dx

x xyN xx e e e x




 

    យរគុ សម្ើការណដើម្ 
   2 2 3 23 0x y xy x x y y     
ណយើងដឹងថ្ន    2 2 3 2, 3 , ,M x y x y xy N x y x x y     
ណនាះ     2, 3 2 ,y x

dM dN
M x y x xy N x y

dy dx
      

ដូណចនះសម្ើការដដលផដល់គឺជាសម្ើការព្បារដ ដូណចនះមៃ  ,x y  

 
     

     

2 2

3 2

, 3 , *

, , **

x

y

d
x y x y xy M x y

dx

d
x y x x y N x y

dy







   

   

 

គ នាអាងំណតព្កាល  ** ណយើងបាៃ        3 2 3 2 21
, 1

2
x y x x y dy x y x y h x       

យរសម្ើការ  1 ម្រណដរ ើណវណធ្ៀបអណថ្រ x ណគបាៃ៖ 
  2 23 '

d
x y xy h x

dx


        2 2

13 ' ' 0M x y xy h x h x h x c         

ដូណចនះ  ជំៃសួ   1h x c ណៅរនុងសម្ើការ  1  
 3 2 21

2
x y x y c   

ដូណចនះ  អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយរបស់សម្ើការ គឺ 3 2 21

2
x y x y c  ។ 

ឧទា រ ៍២៖ ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  2 2 0x y dx xydy    
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ចណម្លើយ 
   , 2 , , 2y xM x y y N x y y    

ណដ្ឋយ y xM N សម្ើការដដលផដល់ឱ្យមិ្ៃដម្ៃជាសម្ើការព្បារដ។ 

រាត អាងំណតព្កាល  
4 2

2

2

1Y X
yM N dxdx dx
xyN xx e e e

x


 

 
    យរគុ សម្ើការណដើម្ 

2
1 2

0
y y

dx dy
x x x

  
       

 

ណយើងដឹងថ្ន    
2

1 2
, , ,

y y
M x y N x y

x x x

 
    

 
 

ណនាះ     2

2
, ,y x

dM y dN
M x y N x y

dy x dx
     

ដូណចនះសម្ើការដដលផដល់គឺជាសម្ើការព្បារដ ដូណចនះមៃ  ,x y  

 
     

     

2
1

, , *

2
, , **

x

y

d y
x y M x y

dx x x

d y
x y N x y

dy x







 
    

 

   

 

គ នាអាងំណតព្កាល  ** ណយើងបាៃ      
22

, 1
y y

x y dy h x
x x




    
យរសម្ើការ  1 ម្រណដរ ើណវណធ្ៀបអណថ្រ x ណគបាៃ៖ 

  
2

2
'

d y
h x

dx x


       

2

2

1
' ' ln

y
M h x h x h x x

x x
        

ដូណចនះ  ជំៃសួ   lnh x x ណៅរនុងសម្ើការ  1  

 
2

ln
y

x c
x

    

ដូណចនះ  អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយរបស់សម្ើការ គឺ
2

ln
y

x c
x

    
ព្បតិបតតិ 

      
      

2 3 2

2

1/ 4 3 0 4 4

2 / 1 3 2 0 2 2

xy y x dx x x y dy x xy y x c

y x y dx x x y dy xy x y c

       

        
 

លហំាត ់
ណតើលំហាត់ណាខ្លះ ជាសម្ើការព្បារដ?រចួណដ្ឋះព្សាយសម្ើការព្បារដណនាះ។ 

   

   

   

   

2 2 2

2 2

1. 2 3 2 2 0

2. 2 4 2 2 0

3. 3 2 2 6 3 0

4. 2 2 2 2 0

5.

x y y

x y x y y

x xy dx x x dy

xy y x y x y

dy ax by

dx bx cy

   

   

     

   


 


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   

   

   

 

   

 
3

2 2 22

6.

7. sin 2 sin cos 2sin 0

8. sin 3 3 sin 0

9. cos 2 2 sin 2 2 cos 2 3 0

10. 6 ln 2 0, 0

11. ln ln 0, , 0

12.

x x

x x

xy xy xy

dy ax by

dx bx cy

e y y x dx e y x dy

e y y dx x e y dy

ye x e x x dx xe x dy

y
x dx x dy x

x

x y xy dx y x xy dy x y

xdx ydy

x y x


 



   

   

    

 
    

 

   



  
3

2 2

0

y





 

ណៅរនុងលំហាត់ៃើម្យួៗ 13 ៃិង 14 ណដ្ឋះព្សាយររចណម្លើយព្បារដាម្បញ្ហតនម្លណដើម្  
     

     2

13. 2 2 0, 1 3

14. 9 1 4 0, 1 0

x y dx y x dy y

x y dx y x dy y

    

       
ណៅរនុងលំហាត់ទើ 15 ៃិង 16 ដសវងររតនម្ល b  ដដលសម្ើការដដលផដល់ឱ្យគឺជាសម្ើការព្បារដ បនាទ ប់ម្រ
ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការណដ្ឋយណព្បើតនម្លb  

   

 

2 2 2

2 2

15. 0

16. 0xy xy

xy bx y dx x y x dy

ye x dx bxe dy

   

  
 

17. រិចារណាណៅណលើសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលព្បារដ    , , 0M x y dx N x y dy  ។ 
រររូបម្ៃតទព្ម្ង់អុើម្រលើសុើត  ,x y c   សព្មប់ដំណណាះព្សាយររចណម្លើយសម្ើការ  14  ។ ប ុដៃតអាងំណត
ព្កាលនៃ y N   បនាទ ប់ម្រ x M   ដូចណៅរនុងអតេបទ។ 
18. បរហ ញថ្នជាសម្ើការអាចបំដបរបាៃ     0M x N y y   ជាសម្ើការព្បារដ។ 
បរហ ញថ្នសម្ើការទើ 19 ដល់ទើ 22 គឺជាសម្ើកាមិ្ៃព្បារដ ណ ើយកាល យជាសម្ើការព្បារដណរលគុ ៃឹង
រាត អាងំណតព្កាល បនាទ ប់ម្រណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ។ 

   

 

   

   

2 3 2

3

1
19. 1 0, ,

sin cos 2 cos
20. 2 sin 0, ,

21. 2 0, ,

22. 2 sin cos 0, ,

x
x x

x

x

x y x y y x y
xy

y y e x
e x dx dy x y ye

y y

ydx x ye dy x y y

x ydx x ydy x y xe












   

             
   

   

   

 

23. បរហ ញថ្នព្បសិៃណបើ x yN M
Q

M


  ណនាះ Q  គឺជាអៃុគម្ៃ៍ម្យួដតប ុណណាណ ះនៃ y  ណ ើយវាជាសម្ើ

ការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  0M Ny  ។ 
ណ ើយទព្ម្ង់នៃរាត អាងំណតព្កាលគឺ      

23. exp
Q y dy

y Q y dy e    ។ 
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24.  បរហ ញថ្នព្បសិៃណបើ x yN M
R

xM yN





 ដដល R  អាព្ស័យណលើ x  ៃិង y  ដតប ុណណាណ ះ។ ណ ើយបនាទ ប់

ម្រវាជាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  0M Ny  ។ 
ណ ើយ  ,x y ជាទព្ម្ង់នៃរាត អាងំណតព្កាល។ ដសវងររទព្ម្ង់ទូណៅនៃរាត អាងំណតព្កាលណៃះ។ 
ណៅរនុងលំហាត់ទើ 25 ដល់ 31 រររាត អាងំណតព្កាលណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការដដលបាៃផដល់ឱ្យ។ 

   

 

 

2 3 2 2

2

3

2 2

25. 3 2 0

26. 1

27. sin 0

28. 2 2 csc 0

29. cot 2 csc 0

3
30. 4 3 4 0

7

6
31. 3

x

x x

x y xy y dx x y dy

y e y

x
dx y dy

y

ydx xy y y dy

e dx e y y y dy

x x
dx y dy

y y

x
y

    

   

 
     
 

  

  

                                      


 


2

3 0
x y dy

y x dx

 
       

  

 

32. ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល    2 23 0xy y x xy y     
ណព្បើរាត អាងំណតព្កាល    

1

, 2x y xy x y
      ។ ណផទៀងផ្លទ ត់ថ្នដំណណាះព្សាយគឺដូចោន ណៅៃឹងអវើ

ដដលទទលួបាៃណៅរនុងឧទា រ ៍ទើ4 ជាម្យួៃឹងរាត អាងំណតព្កាលណផសងោន ។  
២.៧. សមីការអ្ូម៉ូស្ហែន 
២.៧.១. អ្នុគមន៍អ្ូម៉សូ្ហែន 
 ៃិយម្ៃ័យ៖ ណបើអៃុគម្ៃ៍  ,f x y ណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា  ( , ) , ,nf tx ty t f x y n ជាចំៃៃួរិត 
ណនាះ  ,f x y ណៅថ្នអៃុគម្ៃ៍អូម្ ូដ សៃដឺណព្រទើ n ។ 
ឧទា រ ៍១៖ ណតើអៃុគម្ៃ៍ខាងណព្កាម្ ជាអៃុគម្ៃ៍អូម្ ូដ សៃឬណទ? 

 

     

1. , 3 5

, 3 5 3 5 ,

f x y x xy y

f tx ty tx txty ty t x xy y tf x y

  

       
 

ជាអៃុគម្ៃ៍អូម្ ូដ សៃដឺណព្រទើ1។ 
 

         

3 3

3 3
3 3 3 32 2

2. ,

, ,

f x y x y

f tx ty tx ty t x y t f x y

 

     

 

ជាអៃុគម្ៃ៍អូម្ ូដ សៃដឺណព្រទើ 3
2
។ 

 

       

2 2

2 2 2

3. , 1

, 1 ,

f x y x y

f tx ty tx ty t f x y

  

    
 

មិ្ៃដម្ៃជាអៃុគម្ៃ៍អូម្ ូដ សៃណទ។ 
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ព្បតិបតតិ 
ណតើអៃុគម្ៃ៍ខាងណព្កាម្ ជាអៃុគម្ៃ៍អូម្ ូដ សៃឬណទ? 

 

 

3 2 2

2

1. , 6

2 ,

f x y xy x y

f x y x y

 

 
 

២.៧.២. សមីការអ្ូម៉ូស្ហែន 
ណបើសម្ើការ  ( , ) , 0M x y dx N x y dy  មៃលរខ ៈខាងណព្កាម្៖ 

   , ,nM tx ty t M x y  ៃិង    , ,nN tx ty t M x y  ណគណៅថ្ន ណម្គុ អូម្ ូដ សៃ ឬ ជាសម្ើការអូម្ ូ
ដ សៃ។ 
២.៧.៣. វិធីាស្តសតផោោះស្រាយ 
ណបើសម្ើការ  ( , ) , 0M x y dx N x y dy  មៃលរខ ៈ 

 ,M x y  ៃិង  ,N x y  អៃុគម្ៃ៍អូម្ ូដ សៃដឺណព្រដូចោន  ណនាះសម្ើការ  ( , ) , 0M x y dx N x y dy 

ជាសម្ើការអូម្ ូដ សៃណយើងអាចបដម្លងវាណៅជាសម្ើការដញរអណថ្របាៃ ណដ្ឋយជំៃួស y ux  ឬ x vy

ដដល u ៃិង vជាអណថ្រអាព្ស័យថ្មើ។ ណគបាៃ 
y ux dy udx xdu     យរណៅជំៃសួសម្ើការណដើម្ 
    , , 0M x ux dx N x ux udx xdu    
    

     

     

 

   

 

   

1, 1, 0

1, 1, 1, 0

[ 1, 1, ] 1, 0

1,
0

[ 1, 1, ]

1,
0

[ 1, 1, ]

n nx M u dx x N u udx xdu

M u dx uN u dx N u xdu

M u uN u dx N u xdu

N udx
du

x M u uN u

N udx
du dx

x M u uN u

  

  

  

 


 
  

 

 
ឧទា រ ៍១៖ ណដ្ឋះសម្ើការអូម្ ូដ សៃ    2 2 2 0x y dx x xy dy    ។ 

ចណម្លើយ 
ណដ្ឋះសម្ើការអូម្ ូដ សៃ    2 2 2 0x y dx x xy dy     

 ,M x y ៃិង  ,N x y អៃុគម្ៃ៍អូម្ ូដ សៃដឺណព្រ 2 ដូចោន  
ាង y

y ux u dy udx xdu
x

      យរណៅជំៃសួសម្ើការណដើម្ 

     

     

22 2 2

2

0

1 1 1 0

x ux dx x x u udx xdu

u dx u u dx x u du

    

     
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 
2

1 1
0 ln

1 1

( 1) 2
ln ln

1

ln 2ln 1 ln ln 2ln 1 ln

y

x

dx u dx u
du du c

x u x u

u
x c

u

y y
x u u c x c

x x

c x y xe c R

 
    

 

  
 



        

  

 

  

ដូចណៃះ ចណម្លើយសម្ើការគឺ  
2

y

xc x y xe c R    
ឧទា រ ៍២៖ ណដ្ឋះសម្ើការអូម្ ូដ សៃ  2 0xy y dx xdy   ។ 

ចណម្លើយ 
ណដ្ឋះសម្ើការអូម្ ូដ សៃ  2 0xy y dx xdy    

 ,M x y ៃិង  ,N x y អៃុគម្ៃ៍អូម្ ូដ សៃដឺណព្រ1ដូចោន  
ាង y

y ux u dy udx xdu
x

       យរណៅជំៃសួសម្ើការណដើម្

   

 

 

22 0

2 0

2 2 0

0
2 2

2 2

x u ux dx x udx xdu

u u dx udx xdu

u u dx xdu

dx du

x u u

dx du
c

x u u

xy x c

   

   

  

 


 


 

 

 

ឧទា រ ៍៣៖ ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការអូម្ ូដ សៃ  3 4 42 0x ydx x y dy   ។ 
ចណម្លើយ 

ណដ្ឋះសម្ើការអូម្ ូដ សៃ  3 4 42 0x ydx x y dy    
 ,M x y ៃិង  ,N x y អៃុគម្ៃ៍អូម្ ូដ សៃដឺណព្រ 4 ដូចោន  

ាង x
x vy v dx vdy ydv

y
      យរណៅជំៃសួសម្ើការណដើម្ 

   3 4 4 4 4

3 4

3

4

3
4

14

2 0

2 (3 1) 0

2
0

3 2

2
6ln 3 2 ln ln

3 2

v y vdy ydv v y y dy

v ydv v dy

v dv dy

v y

v dv dy
c v y c

v y

   

  

  


      
 

 

4 2 63x y y c    ជាអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅរបស់សម្ើការ។ 
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២.៨. ការជំនួស 
 រនុងការជៃសួ ជំហាៃដំបូងណយើងព្តូវរិៃិតយសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលលំដ្ឋប់ទើម្យួមៃទព្ម្ង៖ 

'
y

y F
x

 
  

 
 

ាង y
u y ux

x
   ណ ើយអៃុគម្ៃ៍u ៃិង yមៃអណថ្រអាព្ស័យ x ។ ណធ្វើណដរ ើណវអៃុគម្ៃ៍អុើម្រលើសុើត 

' 'y u xu  ជំៃសួសម្ើការខាងណលើណគបាៃ៖ 

     

 

' '
du

u xu F u F u u xu F u u x
dx

du dx

F u u x

       




 

ណយើងគ នាគ នាបាៃណព្ ះវាកាល យជាសម្ើការ ដញរអណថ្របាៃ។ 

ឧទា រ ៍១៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  , 1 1
y

x
dy

x y xe y
dx

   ។ 
ចណម្លើយ 

y y

x x
dy dy y

x y xe e
dx dx x

     ាង y dy du
u y ux u x

x dx dx
      ណយើងបាៃ 

ln | | ln | |
y

u u x
u

du du dx
u x u e e x c e x c

dx e x


              

ាម្លរខខ្ ា ណដើម្
1

1
1

e c c
e



     

ដូចណៃះ អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយព្បារដម្យួរបស់សម្ើការគឺ 1
ln | |

y

xe x
e



    
ឧទា រ ៍២៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ    ' ln ln , 1 4, 0xy y x y y x    ។ 

ចណម្លើយ 
 

ាង y du
u y ux dy u x

x dx
      យរជំៃសួសម្ើការ ណគបាៃ 

ln ln
(1 ln ) (1 ln )

du du dx du dx du
u x u u x u u u

dx dx x u u x u u
          

      

1
ln( ) 1

dx du

x
u

u


 

 
 

  ាង 1
ln 1v

u

 
  

 
ណយើងបាៃ 

 
 

 ' ln ln

' ln

' ln

xy y x y

y x
y

x y

y y
y

x x

 

 
  

 

 
   

 
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ln

ln

1 1

1 1
ln ln ln 1 ln ln ln 1

1 1
ln 1 ln 1

1 1
ln 1 ln 1

1

c
c x

x

c c

x x

x c c x
u u

e
e

u u e

c c

u x u x

e u e
u



  

      
             

      

   
       

   

   
       

   

  

 

ដតតនម្ល y
u

x
 ណនាះទាញបាៃ 

1 1
c c

x x
y

e y xe c R
x

   

     
ាម្លរខខ័្ ា ណដើម្ណយើងររបាៃ  1 ln 4c    ណនាះចណម្លើយរិណសស 

1 ln 4
1

xy xe




  

២.៨. វីធីពីកាត(Picard’s Method) 
 រនុងការររចណម្លើយសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយ    ' , 1y f x y  
មៃលរខខ្ ា ណដើម្  0 0y x y ណដ្ឋយណធ្វើអាងំណតព្កាលអងាសងខាងណធ្ៀបអណថ្រ x ណគបាៃ៖ 
     

0

,
x

x
y x f t y t dt c  លរខខ្ ា ណដើម្  0 0y x y ណយើ បាៃ៖ 

       
0

0
0 0 0,

x

x
y x c f t y t dt c y x y      

ដូចណៃះ       
0

0 , 2
x

x
y x y f t y t dt    

ណយើងណធ្វើការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  2 ាម្វ ើធ្ើបា ៃ់សាម ៃបៃតបនាទ ប់។ 
 ឧបមថ្ន  0y x ជាអៃុគម្ៃ៍ជាប់ទូណៅណាម្យួ ដដលាងឲ្យចំៃៃួបា ៃ់សាម ៃណាម្យួនៃ 
សម្ើការ  2 ណ ើយ   0,f x y x ជាអុគម្ៃ៍ណដ្ឋយសាា ល់ អាព្ស័យជាម្ួយអណថ្រ x ណ ើយអៃុគម្ៃ៍ណៃះ
ព្តូវបាៃគ នាបាៃាម្អាងំណតព្កាល។ ជាម្យួ  y t ណគជំៃសួណដ្ឋយ  0y t អងាខាងសាត នំៃសម្ើការ
 2  
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     
0

1 0 0,
x

x
y x y f t y t dt   ណដ្ឋយណធ្វើបៃតបនាទ ប់ ណយើងបាៃ៖ 

     
0

2 0 1,
x

x
y x y f t y t dt    

     
0

3 0 2,

.............................................

x

x
y x y f t y t dt    

      
0

0 1, 1,2,3,4,5...................... 3
x

n n
x

y x y f t y t dt n    
ទព្ម្ង់  3 ណៅថ្ន វធិ្ើរើកាតនៃអុើណតរា សយុង  'Picard s Method of Iteration  

ឧទា រ ៍១៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  ' 1 0 2y y y    
ចណម្លើយ 

ណយើងមៃ     0 0 1 10 2 , 1n nx y f t y t y t     ណនាះសម្ើការ  3 គឺ 
     1

0
2 1 1,2,3....

x

n ny t y t dt n     
ណធ្វើការអាងំណតព្កាលបៃតបនាទ ប់ 
         1 0 1

0 0
2 1 2 2 1 2

x x

y t y t dt y t dt x           

         
2

2 1 2
0 0

2 1 2 2 1 2
2

x x x
y t y t dt y t t dt x             

       
2 2 3

3 2 3
0 0

2 1 2 2 1 2
2 2 2.3

x x t x x
y t y t dt y t t dt x

 
             

 
   

      
2 3 2 3 4

4 3 3
0 0

2 1 2 2 1 2
2 2.3 2 2.3 2.3.4

.................................................................................................................................

x x t x x x x
y t y t dt y t t dt x

 
               

 
 

 
2 3 4

...................

...................................................................................................................................................

2 ....
2! 2.3 2.3.4

n

n

x x x x
y t x      

0

1
! !

kn

k

x

n k

 

ណបើn ណនាះណយើងបាៃ   1 xy t e  រើណព្ ះ
0 !

nn
x

k

x
e

n

  

ដូចណៃះ ចណម្លើយសម្ើការគឺ   1 xy t e    
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 លំហាត់ 
រនុងបញ្ហ ៃើម្យួៗ 1 ដល់ 32 បរហ ញសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលផដល់ឱ្យ។ ព្បសិៃណបើមៃលរខខ្ ា
ដំបូង ចូរររដំណណាះព្សាយដដលបំណរញឱ្យវា។ 

3 2dy x y

dx x


       2. ( ) ( ) 0x y dx x y dy     

2

2
, (0) 0

3 3

dy x y
y

dx y x


 

 
    4. ( ) 0yx e dy dx    

5. 
2

2

2 1

2

dy xy y

dx x xy

 
 


    6. 1 , (1) 0

dy
x xy y y

dx
     

7. 2

2 3
:

dy x
Hin Letu x

dx x y y
 


   8. sin

2 , (2) 1
dy x

x y y
dx x

    

9. 
2

2 1

2

dy xy

dx x y


 


     10. 2 2(3 2 ) (2 ) 0y xy dx xy x dy     

11. 2( ) ( ) 0yx y dx x e dy       12. 1

1 x

dy
y

dx e
 


 

13. 1 2( )xdy ydx xy dx      14. ( ) ( 2 ) 0, (2) 3x y dx x y dy y      

15. ( 1)x xdy
e y ye

dx
       16. 

2 2

2

dy x y

dx x


  

17. 2 3xdy
e y

dx
       18. (2 3 )y x dx xdy    

19. 2 22 , (1) 2xdy ydx x y dy y       20. ' x yy e   

21. ' y xxy y xe       22. 
2

2

1
, ( 1) 1

1

dy x
y

dx y


  


 

23. 2 2' 0xxy y y e        24. 2sin cos cos sin 0y xdx y xdy   

25. 
2

2 2 2 2 2
2 0

x y x x
dx dy

y x y x y y

  
     

    
 26. 

2

(2 1) 0
x y

y dx dy
x

 
   

 
 

27. (cos 2 sin ) 2 tan sin 2 0y x dx x ydy     28. 
2 3

2

3 2

2 3

dy x y y

dx x xy

 



 

29. 
2 22

2

y x ydy

dx x

 
     30. 

3

2
, (0) 1

1 2

dy y
y

dx xy
 


 

31. 2 2 2( ) ( 2 ) 0x y xy y dx x y x dy       32. 
2 2

3

3
, (1) 2

2 3

dy x y y
y

dx x xy


   


។ 

33. ររចំ ូលព្បចាឆំ្ន នំៃគ ៃើធ្នាោរម្យួដដលបង់ការព្បារ់រនុងអព្ា 7% ជាណរៀងរាស់នថ្ាដដល
សម្មព្តនៃភារខុ្សោន រវាងព្បារ់បង់ចុងណព្កាយៃិងព្បារ់ដំបូងព្តូវបាៃដបងដចរណដ្ឋយព្បារ់ដំបូង។ 
34. វៃិិណោគិៃមន រ់បាៃដ្ឋរ់ព្បារ់ $1000 ណៅរនុងគ ៃើបង់ការព្បារ់រនុងអព្ា 8% ជាណរៀងរាល់ដខ្ៃិង
ដ្ឋរ់ព្បារ់បដៃេម្ $25 រនុងម្យួដខ្។ ររព្បារ់ណៅរនុងគ ៃើបនាទ ប់រើដ្ឋរ់បាៃ 3ឆ្ន ។ំ 
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35. ៃិសសតិម្ហាវទិាល័យបាៃខ្ចើព្បារ់ $8000 ណដើម្បើទិញឡាៃម្យួ។ អនរដ នាគិំតការព្បារ់ាម្អ
ព្ាព្បចាឆំ្ន  ំ10%។ ណតើអព្ាការបង់ព្បារ់ព្បចាដំខ្ប ុនាម ៃដដលព្តូវបង់រនុងរយៈណរល 3ឆ្ន ?ំ ណព្បៀបណធ្ៀប
លទធផលរបស់អនរៃឹងបញ្ហ  9 រនុងដផនរ 2.3។  
36. អនរទិញផទះមន រ់ចង់បង់រលំស់ $100,000 រនុងរយៈណរល 30 ឆ្ន ។ំ ណតើព្តូវបង់ព្បារ់ព្បចាដំខ្ប ុនាម ៃណបើ
អព្ាការព្បារ់គឺ (a)9%, (b)10%, (c)12%? 
37. អនរទិញផទះមន រ់ចង់បង់រលំស់ $100,000 ដដលមៃអព្ាការព្បារ់ 9%។ ណតើព្តូវបង់ព្បារ់ព្បចាដំខ្
ប ុនាម ៃណដើម្បើសងព្បារ់រម្ចើរនុងរយៈណរល30ឆ្ន ?ំ 20ឆ្ន ?ំ ណតើព្បារ់សរុបដដលព្តូវបង់មៃចំៃៃួប ុនាម ៃនៃ
ព្បារ់រម្ចើរនុងររ ើ ៃើម្យួៗ។ 
38. ព្បសិៃណបើអព្ាការព្បារ់ណលើការបញ្ច រំយៈណរល 20ឆ្ន គឺំ 10% ៃិងការទូទាត់ព្បារ់ $1000 ព្បចាដំខ្
ដដលអនរទិញអាចមៃលទធភារទិញបាៃ ណតើព្បារ់បង់រលំស់អតិបរមចំៃៃួប ុនាម ៃដដលព្តូវបង់បង់
ណព្កាម្លរខខ្ ា ទាងំណៃះ? 
39. អនរទិញផទះមន រ់ចង់បាៃតនម្លនៃការទិញណដ្ឋយបាៃបញ្ច  ំ$95,000 រនុងរយៈណរល 20ឆ្ន ។ំ ណតើអព្ា
ការព្បារ់អតិបរមចំៃៃួប ុនាម ៃដដលអនរទិញអាចមៃលទធភារទិញបាៃ ណបើព្បារ់ដដលព្តូវបង់ព្បចាដំខ្
មិ្ៃណលើសរើ $900? 
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ជំពូកទី៣      សមកីារលផីនស្អ្៊ាលោំរ់ពីរ 
 
សម្ើការលើណៃដអ លំដ្ឋប់២គឺមៃសារៈសំខាៃ់ោ ងសំខាៃ់រនុងការសិរាអំរើសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 
សព្មប់ណ តុផលសំខាៃ់រើរ។  ទើម្យួគឺថ្នសម្ើការលើណៃដអ រមៃព្ទឹសតើសម្បូរដបបរចនាសម្ព័ៃធដដលដផអរ
ណលើវធិ្ើសាង្គ្សតជាព្បរ័ៃធម្យួចំៃៃួនៃដំណណាះព្សាយ។  ណលើសរើណៃះខ្លឹម្សារម្ួយដផនរសខំាៃ់នៃទព្ម្ង់
ណៃះ ៃិងវធិ្ើសាង្គ្សតទាងំណៃះគឺអាចយល់បាៃណៅគ ិតវទិារព្មិ្តដំបូង។  ណដើម្បើបរហ ញគំៃិតសំខាៃ់ៗ
រនុងបរបិទសាម្ញ្ញបំផុតដដលអាចណធ្វើណៅបាៃ។ ណយើងរិរ ៌ា នារួរវាណៅរនុងជំរូរណៃះសព្មប់សម្ើការ
លំដ្ឋប់ទើរើរ។ណ តុផលម្ួយណទៀតណដើម្បើសិរាសម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ទើរើរគឺវាមៃសារៈសំខាៃ់ព្មប់
ការព្សាវព្ជាវណាម្យួដដលរិបារនៃតំបៃ់បុរា នៃរូបវទិាគ ិតវទិា។ម្ៃុសសមន រ់មិ្ៃអាចណៅឆ្ា យ
ណទរនុងការអភិវឌ្ឍៃ៍ ណម្កាៃិចរាវ ចរៃតរំណៅ ចលនារលរ ឬបាតុភូតណអ ចិព្តូម ណញ ទិចណដ្ឋយោម ៃការ
ដសវងររវាចាបំាច់ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ទើរើរ។ជាឧទា រ ៍ណយើង
រិភារាអំរើលំណោលនៃព្បរ័ៃធណម្កាៃិចៃិងអគាិសៃើជាមូ្លដ្ឋា ៃម្យួចំៃៃួណៅចុងបញ្ច ប់នៃជំរូរ។ 
៣.១ សមីការអ្ូម៉ូស្ហែនាមួយផមគុណផលរ 
សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលំដ្ឋប់រើរមៃលរខ ៈដូចខាងណព្កាម្៖ 

2

2
, ,

d y dy
f t y

dt dt

 
  

 
          1   

ដដល f  ជាអៃុគម្ៃ៍ជាធ្ម្មាណយើងរំ ត់អណថ្រមិ្ៃអាព្ស័យណដ្ឋយ t  ចាប់រើណរលដដលអណថ្រមិ្ៃ
អាព្ស័យមៃបញ្ហ រនុងការណដ្ឋះព្សាយ។ប ុដៃដណរលខ្លះណយើងណព្បើ x  ជំៃសួវញិ។ណយើងណព្បើ y  រអឺណថ្រដនទ
ណទៀត ណដើម្បើជំរំ ត់អណថ្រអាព្ស័យ។សម្ើការ  1  ព្តូវបាៃណគណៅថ្នជាសម្ើការលើណៃដអ ព្បសិៃណបើអៃុ
គម្ៃ៍ f  មៃទព្ម្ង់៖ 

     , , ,
dy dy

f t y g t p t q t y
dt dt

   
     

   
          (2) 

ណនាះព្បសិៃណបើ f  ជាអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រណៅរនុង y  ៃិង 'y  ។សម្ើការ(2)  g  , p  ៃិង q  ជាអៃុគម្ៃ៍
ជារ់ោរ់នៃអណថ្រមិ្ៃអាព្ស័យ  t  ប ុដៃតមិ្ៃអាព្ស័យណលើ y  រនុងររ ើ ណៃះណយើងសរណសរសម្ើការ(1)៖ 

     " 'y p t y q t y g t                     (3) 
ដដលបឋម្បរហ ញរើភារខុ្សោន ទារ់ទងៃិង  t  ជំៃសួរនុងសម្ើការ (3) ណ ើយបាៃ៖ 

       " 'P t y Q t y R t y G t                (4) 
ររ ើ ព្បសិៃណបើ   0P t   ណយើងអាចដចរសម្ើការ (4) ណដ្ឋយ ( )P t  ណដ្ឋយណ តុណៃះណយើងទទួលបាៃ
សម្ើការ ៖ 

 
 

 
,

Q t
p t

P t
       

 

 
,

R t
q t

P t
          

 

 

G t
g t

P t
            (5) 

រនុងការរិភារាសម្ើការ(3) ណ ើយៃិងដំណណាះព្សាយ ណយើងៃិងដ្ឋរ់វាណៅរនុង g  , p  ៃិង q  ជាអៃុ
គម្ៃ៍បៃតបនាទ ប់។ 
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 បញ្ហ តនម្លណដើម្នៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដូចជាសម្ើការ (1) (3) ឬ(4)រមួ្ជាម្ួយលរខខ្ ា
ដូចជា៖ 

 0 0y t y                 '

0 0'y t y                        (6) 
 សម្ើការលើណៃដអ លំដ្ឋប់២ជាសម្ើការអូម្ ូដ សៃព្បសិៃណបើព្រុម្ ( )g t  ណៅសម្ើការ(3)ឬព្រុម្ 
 G t  ណៅសម្ើការ (4)គឺណសមើរសូៃយទាងំអស់នៃ t  ។ណបើមិ្ៃដូចណចនះណទវាមិ្ៃដម្ៃជាសម្ើការអូម្ ូដ សៃ

ណទ។ដូចណ តុណៃះចឹង ព្រុម្ ( )g t   ឬ  G t  ណរលខ្លះវាជាព្រុម្មិ្ៃអូម្ ូដ សៃណទ។ណយើងចាប់ណផដើម្រិភារារើ 
សម្ើការអូម្ ូដ សៃ ដដលណយើងៃិងសរណសរណព្កាម្ទព្ម្ង់៖ 
      '' ' 0P t y Q t y R t y                              (7) 
៣.១.១ និយមន័យ 
ណៅជំរូរណៃះណយើងៃឹងណផ្លដ តណលើសម្ើការណៅរនុងអៃុគម្ៃ៍ ,P Q  ៃិង R  ។រនុងសម្ើការ(7)បាៃកាល យជា៖ 
  '' ' 0ay by cy                        (8) 
ណរល ,a b  ៃិង c  ជាចំៃៃួណថ្រ។វាជាសម្ើការអូម្ ូដ សៃជាម្ួយណម្គុ ណថ្រ (8)ដតងដតព្តូវបាៃណដ្ឋះ
ព្សាយោ ងរយព្សួលរនុងលរខខ្ ា នៃរណបៀបនៃការគ នា។វាកាៃ់ដតរិបាររនុងការណដ្ឋះព្សាយសម្ើ
ការ(7)ព្បសិៃណបើណម្គុ មិ្ៃដម្ៃជាចំៃៃួណថ្រ ណ ើយការទទលួបាៃនៃររ ើ ណៃះ ព្តូវបាៃរៃារនុងការ
ណដ្ឋះព្សាយរ ូតដល់ជំរូរបៃត។ 
 បនាទ ប់រើដវរដញរសម្ើការ(8)ចូលណយើងទទលួបទរិណសាធ្ៃ៍ខ្លះៗជាមុ្ៃសិៃាម្រយៈ
ឧទា រ ៍១៖ រិៃិតយសម្ើការ៖ 
  '' 0y y                      (9) 
ណដ្ឋយ 1, 0a b   ៃិង 1c    ណៅសម្ើការ(9) ណយើងអាចៃិោយបាៃថ្នអៃុគម្ៃ៍ម្យួមៃលរខ ៈ
ជាអៃុគម្ៃ៍ណដរ ើណវទើ២ ដដលជាអៃុវតតៃ៍ចំណ ះខ្លួៃឯង។គំៃិតតូចម្យួព្បដ លជា អៃុគម្ៃ៍ដដលណគ
សាា ល់រើការណដ្ឋះព្សាយគឺ  1

ty t e  ជាអៃុគម្ៃ៍អិចស បូ ង់ដសយល។ការគិតបៃដិចបៃតួចរ៏អាចបណងកើត
បាៃអៃុគម្ៃ៍ទើ២ គឺ  2

ty t e  ។ណរលខ្លះការព្សាវព្ជាវបដៃេម្ណទៀតបរហ ញថ្នណម្គុ ណថ្រនៃដំណណាះ
ព្សាយទាងំណៃះ។ ឧទា រ ៍អៃុគម្ៃ៍ 2 te  ៃិង 5 te  ជាជំៃួសសម្ើការ(9)អាចឲ្យអនរណផទៀងផ្លទ ត់បាៃ 
ណដ្ឋយការគ នាណដរ ើណវទើ២។ដូចោន ណៃះដដរអៃុគម្ៃ៍  1 1 11 tc y c e  ៃិង  2 2 2

tc y t c e  ជាចណម្លើយស
ម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល(9)សព្មប់ព្គប់តនម្លណថ្រទាងំអស់ 1 2,c c  ។ជាងណៃះណៅណទៀតវាមៃសារៈសំខាៃ់
រនុងការរត់សំោល់ផលបូរនៃដំណណាះព្សាយសម្ើការ(9)។ណរលដដល  1 1c y t  ៃិង  2 2c y t  ដំណណាះ
ព្សាយសម្ើការ (9)ដូចណៃះមៃអៃុគម្ៃ៍៖ 
     1 1 2 2 1 2

t ty c y t c y t c e c e                             (10) 
សព្មប់តនម្ល 1 2,c c  អាចណធ្វើការគ នាណដ្ឋយណដរ ើណវទើ "y  ណដ្ឋយសម្ើការ(10)។ណយើងមៃ

1 2' t ty c e c e   ៃិង 
1 2" t ty c e c e  ណនាះ "y គឺដូច y  ចំណ ះសម្ើការ(9)ព្តូវបាៃបរព្សាយ។ 

 សរុបម្រ ចូរសណងខបៃូវអវើដដលណយើងបាៃណធ្វើរៃលងម្ររនុងឧទា រ ៍ណៃះ។ណយើងរត់សំោល់រើ
អៃុគម្ៃ៍  1

ty t e  ៃិង  2

ty t e  ដំណណាះព្សាយណៅសម្ើការ(9)។វាជាទូណៅជាបៃសលំើណៃដអ (10) 
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ណ ើយអៃុគម្ៃ៍ទាងំណៃះរ៏ជាដំណណាះព្សាយផងដដរ។ណរលដដល ណម្គុ 1 2,c c  រនុងសម្ើការ(10) ទាងំ
ណៃះជាព្គួសារអៃុគម្ៃ៍ជាណព្ចើៃ សម្ើការ(9)។ 
 ឥ ូវណៃះណយើងអាចគិតរើការណព្ជើសណរ ើសដំណណាះព្សាយជារ់ោរ់រនុងការយរម្រណដ្ឋះព្សាយ
ដដលបំណរញាម្លរខខ្ ា ។ឧបមថ្នចង់ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ(9) ដដលបំណរញលរខខ្ ា ដំបូង៖ 
    0 2y      ' 0 1y      (11) 
 រយណផសងណទៀតណយើងដសវងររដំណណាះព្សាយកាត់ាម្ចំ ុច (0, 2)  ដដលមៃណម្គុ ព្បាប់ទិស 1

។ដំបូងណយើងណអាយ 0t   ណ ើយ 2y   រនុងសម្ើការ(10) ណគបាៃ៖ 
   1 2 2c c       (12) 
ាម្សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល(10)ណនាះ៖ 
    '

1 2

t ty c e c e   
ណដ្ឋយណអាយ 0t   ៃិង ' 1y    ណយើងបាៃ៖ 
   1 2 1c c        (13) 
ណដ្ឋយការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ (12)ៃិង(13)រនុងណរលណរៀងោន  ចំណ ះ 1c  ៃិង 2c ណនាះ៖ 
  1

1

2
c   , 2

3

2
c      (14) 

ជំៃសួរនុងសម្ើការ(10)៖ 
  1 3

2 2

t ty e e       (15) 
ណៅរនុងដំណណាះព្សាយណៃះណយើងសិរារើបញ្ហ សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល(9)ណដ្ឋយៃិងលរខខ្ ា ដំបូង(11) 
៣.១.២ វិធីាស្តសតផោោះស្រាយ 
ឥ ូវណៃះណយើងមៃសម្ើការទូណៅ(8)៖ 
  " ' 0ay by cy     
ដដលមៃគុ ណថ្រ។ដផអរណលើការព្សាវព្ជាវរៃលងម្រជាម្យួសម្ើការ (9) អាចឱ្យណយើងររដំណណាះ
ព្សាយសម្ើការ(8)។ណនាះណយើងសៃមតថ្ន rty e  ណរល r  ជាបា រា ដម្ ព្តបណងតើតបាៃជាចំៃួៃរំ ត់។
បនាទ ប់ម្រណធ្វើាម្ ' rty re   ៃិង '' 2 rty r e  ណដ្ឋយជំៃសួសម្ើការទាងំណៃះណដ្ឋយ ',y y  ៃិង ''y  រនុងសម្ើ
ការ (8) ណយើងបាៃ៖ 
  2( ) 0rtar br c e    ដដល 0rte    
  2 0ar br c       (16) 
សម្ើការ(16)ណៅថ្នសម្ើការសមា ល់ របស់សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល(8)។ណ ើយវាចំបាច់ព្បសិៃណបើ r  
ជាឫសនៃសម្ើការ (16)។ណរលសម្ើការ(16) ជាម្យួណម្គុ ជាចំៃៃួរិត ដដលមៃឫសរើរ ដដលអាច
ជាដផនររិត ឬជាឫសឌុ្ប ឬរ៏ជាចំៃៃួរំុផលិចឆ្ល ស់។ណយើងរិចារណាររ ើ  ទើម្ួយណៅទើណៃះ ៃិងររ ើ ទើ
២ ណៅរនុងដផនរ ២.៤ ៃិង  ២.៥។ 
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 សៃមត់ថ្នឫសនៃសម្ើការ(16)ជាដផនររិតាងណដ្ឋយ 1r  ៃិង 2r  ដដល 1 2r r  ។ណនាះ 
  1

1

r t
y t e  ៃិង   2

2

r t
y t e ដដលមៃដំណណាះព្សាយរើរ(8)។ណយើងបាៃ៖ 

      1 2

1 1 2 2 1 2

r t r t
y c y t c y t c e c e        (17) 

ដំណណាះព្សាយសម្ើការ(8)ព្តូវបាៃណដ្ឋះព្សាយ ដូណចនះណយើងអាចសរណសរសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល
(17)ណនាះ 
  1 2

1 1 2 2'
r t r t

y c re c r e      (18) 
  1 22 2

1 1 2 2"
r t r t

y c r e c r e      (19) 
ជំៃសួ , 'y y  ៃិង ''y រនុងសម្ើការ(8)ណយើងទទលួបាៃ៖ 
    1 22 2

1 1 1 2 2 2" '
r t r t

ay by cy c ar br c e c ar br c e           (20) 
រណៃាម្ដដលណៅរនុងវង់ព្រចរនៃសម្ើការ(20)ណសមើ 0  ណព្ ះ 1r  ៃិង 2r  ជាឫសនៃសម្ើការ(16)ណនាះ y  
ព្តូវបាៃផដល់ណដ្ឋយសម្ើការ(17)ជាដំណណាះព្សាយម្ួយនៃសម្ើការ(8)ដូចដដលណយើងបាៃណផទៀងផ្លទ ត់។ 
 ឥ ូវណៃះឧបមថ្នណយើងចង់ររចណម្លើយម្យួនៃព្គួសារចណម្លើយសម្ើការ(17)ដដលបំណរញ
លរខខ្ ា ដំបូង(6)គឺ៖ 
    0 0 ,y t y    ' '

0 0y t y     
ណដ្ឋយជំៃសួ 0t t  ៃិង ' '

0y y  ណៅសម្ើការ(17);ណយើងបាៃ៖ 
   1 0 2 0

1 2 0

r t r t
c e c e y       (21) 

ដូចោន ដដលជំៃសួ 0t t  ៃិង ' '

0y y ណៅសម្ើការ(18);ណយើងបាៃ៖ 
   1 0 2 0 '

1 1 2 2 0

r t r t
c re c r e y      (22) 

ណលើដំណណាះព្សាយសម្ើការ(21)ៃិង (22)ដដលមៃចំៃៃួណថ្រណរៀងោន  1c  ៃិង 2c ណយើងណ ើញថ្ន៖ 

  1 0

'

0 0 2
1

1 2

,
r ty y r

c e
r r





   2 0

'

0 1 0
2

1 2

,
r ty r y

c e
r r





 (23) 

ដូណចនះមិ្ៃថ្នលរខខ្ ា ដំបូងព្តូវបាៃរំ ត់ដបបណាណទ ណនាះគឺមិ្ៃគិតរើតនម្លនៃ 0 0, ,t y  ៃិង '

0y  សម្ើ
ការ(6) វាជាចំៃៃួរំ ត់ 1c  ៃិង 2c ណដ្ឋយសម្ើការ(23)  បរហ ញសម្ើការ(17)ណៃះជាដំណណាះព្សាយ
នៃបញ្ហ តនម្លណដើម្ 
  '' ' 0ay by cy    ,  0 0 ,y t y    ' '

0 0y t y     (24)  
 វាអាចណដ្ឋះព្សាយបាៃណដើម្បើបរហ ញព្ទឹសដើបទមូ្លដ្ឋា ៃដដលបាៃណលើរណ ើងណៅដផនរបនាទ ប់នៃ
ដំណណាះព្សាយទាងំអស់ទាងំអស់សម្ើការ(8) ព្តូវបាៃបរហ ញសម្ើការ(17) ោ ងណហាចណាស់ររ ើ
ដដល ឫសនៃសម្ើការ(16)ជាចំៃៃួរិតឬៃិមិ្មត ។ដូចនវណយើងណៅសម្ើការ(17)ជាដំណណាះព្សាយទូណៅ
នៃសម្ើការ (8)។ជាការរិតដដលថ្នលរខខ្ ា ដំបូងព្តូវបាៃណគណព្ជើសយរជាជណព្ម្ើសព្តឹម្ព្តូវនៃអណថ្រ
រនុងសម្ើការ (17) ណធ្វើណអាយគំៃិតណៃះកាៃ់ដតណជឿទុរចិតតបាៃ ។រណៃាម្ណៃះបញ្ចូ លដំណណាះព្សាយ
បញ្ចូ លោន នៃសម្ើការ (8)។ 
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ឧទា រ ៍១៖ ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការអូម្ ូដ សៃ 
   '' '5 6 0y y y        (25) 

ចណម្លើយ 
ណដ្ឋយ rty e  ណ ើយណអាយ r  ជាឫសនៃសម្ើការ 
    2 5 6 2 3 0r r r r        
ណនាះតនម្លនៃ r  មៃ 1 2r     ៃិង 2 3r    ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការគឺមៃទព្ម្ង់៖ 
   2 3

1 2

t ty c e c e        (26) 
ឧទា រ ៍២៖ ររចណម្លើយម្យួនៃសម្ើការអូម្ ូដ សៃាម្លរខខ្ ា  
  '' '5 6 0,y y y      0 2y     ' 0 3y     (27) 

ចណម្លើយ 
ដំណណាះព្សាយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល បាៃបណងកើតណៅឧទា រ ៍ទើ១  លរខខ្ ា ដំបូងណយើង
ណអាយ 0t   ៃិង 2y    ណៅសម្ើការ(26) 
ណនាះ 1c  ៃិង 2c រំ ត់ណដ្ឋយ៖ 
   1 2 2c c        (28) 
ណដ្ឋយណព្បើលរខខ្ ា ទើ២មុ្ៃដំបូងណយើងព្តូវ ឌ្ើណផរ  ង់ដសយលសម្ើការ(26)។ណអាយ ' 2 3

1 23t ty c e c e      
ណនាះ 0; ' 3t y   ណយើងបាៃ៖ 
   1 22 3 3c c         (29) 
ដំណណាះព្សាយសម្ើការ(28) ៃិង (29)ណយើងណ ើញថ្ន 1 9c   ៃិង 2 7c    ណនាះតនម្លដដលបណងកើត
បាៃណៅសម្ើការ(26) ណយើងបាៃដំណណាះព្សាយ៖ 
  2 39 7t ty e e         (30) 
ណៅបញ្ហ តនម្លណដើម្(27) ព្កាបព្តូវបាៃបរព្សាយណៅរូប 2.1.1 

      
 

របូភារ 2.1.1 
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ឧទា រ ៍៣៖ ររចណម្លើយម្យួនៃសម្ើការអូម្ ូដ សៃាម្លរខខ្ ា  
  '' '4 8 3 0,y y y      0 2,y     ' 1

0
2

y     (31) 
 ចណម្លើយ 
ព្បសិៃណបើ rty e  ណនាះសម្ើការ 24 8 3 0r r     
មៃឫស 3/ 2r   ណ ើយ 1/ 2r   ទាងំណៃះជាដំណណាះព្សាយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 
   3 /2 /2

1 2

t ty c e c e        (32) 
ាម្លរខខ្ ា  ណយើងបាៃរើរសម្ើការសព្មប់ 1c  ៃិង 2c   ៖ 1 2 2,c c     1 2

3 1 1

2 2 2
c c    

ដំណណាះព្សាយសម្ើការណៃះគឹ 1 2

1 5
,

2 2
c c    ៃិងដំណណាះព្សាយនៃបញ្ហ  សម្ើការ(31) 

  3 /2 /21 5

2 2

t ty e e     

 
លហំាត ់
លំហាត់រើ 1ដល់ 8 ររដំណណាះព្សាយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 

1. '' 2 ' 3 0 2. '' 3 ' 2 0

3. 6 '' ' 0 4. 2 '' 3 ' 0

5. '' 5 ' 0 6. 4 '' 9 0

7. '' 9 ' 9 0 8. '' 2 ' 2 0

y y y y y y

y y y y y y

y y y y

y y y y y y

     

     

   

     

 

 
ណៅលំហាត់ទើ 9 ដល់ 16 ររចណម្លើយម្យួ រចួគូសព្កា វ នៃដំណណាះព្សាយាម្លរខខ្ ា សម្ព្សប 
ររ ើ  t  ណរើៃណ ើង។ 

រូភារ 2.2.2 
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   

   

   

   

   

   

   

 

9. '' ' 2 0, 0 1, ' 0 1

10. '' 4 ' 3 0, 0 2, ' 0 1

11. 6 '' 5 ' 0, 0 4, ' 0 0

12. '' 3 ' 0, 0 2, ' 0 3

13. '' 5 ' 3 0, 0 1, ' 0 0

14. 2 '' ' 4 0, 0 0, ' 0 1

15. '' 8 ' 9 0, 1 1, ' 1 0

16. 4 '' 0, 2 1, '

y y y y y

y y y y y

y y y y y

y y y y

y y y y y

y y y y y

y y y y y

y y y y

    

     

    

    

    

    

    

     2 1 

 

17.ររសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលៃិងដំណណាះព្សាយទូណៅ 2 3

1 2

t ty c e c e    
18.ររសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលៃិងដំណណាះព្សាយទូណៅ /2 2

1 2

t ty c e c e    
19.ររដំណណាះព្សាយនៃ បញ្ហ តនម្លណដើម្ 

   '5 3
'' 0, 0 , 0

4 2
y y y y       ,   

 សង់ព្កា វសព្មប់ 0 2t   ៃិងរំ ត់តនម្លអបបបរមិ 
20.ររដំណណាះព្សាយនៃ បញ្ហ តនម្លណដើម្ 
   ''2 3 0,y y y        

1
0 2, ' 0

2
y y   ,   

រំ ត់តនម្លអតិបរមិ ៃិងររចំ ុចដដលណធ្វើណអាយតនម្លអៃុគម្ៃ៍ណសមើ0។ 
21.ដំណណាះព្សាយបញ្ហ តនម្លណដើម្ '' ' 2 0y y y     ,  0 ,y     ' 0 2y    ររតនម្ល
  តនម្លអៃុគម្ៃ៍ខិ្តណៅររ0 ដដល t    
22.ដំណណាះព្សាយនៃ បញ្ហ តនម្លណដើម្ ''4 0y y    ,  0 2,y     ' 0y   ររតនម្ល
  តនម្លអៃុគម្ៃ៍ខិ្តណៅររ0 ដដល t    
ណៅរនុងលំហាត់ 23 ៃិង24 រំ ត់តនម្លនៃ   ព្បសិៃណបើដំណណាះព្សាយទាងំមូ្លខិ្តណៅជិត0។ 
៣.២ ែំផ ោះស្រាយស្រគរោះច្នសមីការលសី្នស្អ្៊ារអ្ូម៉ូស្ហែន  

ណៅរនុងដផនរមុ្ៃ ណយើងបាៃបរហ ញរើរណបៀបណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលដដលមៃទព្ម្ង់ 
   0ay by cy     

ដដល , ,a b c  ជាចំៃួៃណថ្រ។ ឥ ូវណៃះណយើងណធ្វើលទធផលទាងំណនាះ ណដើម្បើផដល់ៃូវរូបភារជារ់ោរ់ម្ួយរនុង
ការររដំណណាះព្សាយនៃព្គប់សម្ើការលើដៃរដអ រលំដ្ឋប់រើរអូម្ ូដ សៃ។ ការយល់ដឹងណៃះៃឹងជយួណយើង
រនុងការដសវងររដំណណាះព្សាយបញ្ហ ណផសងណទៀតដដលណយើងៃឹងជបួណៅណរលណព្កាយ។ 
 រនុងការអភិវឌ្ឍព្ទឹសដើសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលលើដៃរដអ រ វាមៃសារព្បណោជៃ៍រនុងការដ នាំ
សញ្ញ  ការ ើឌ្ើណផរ  ងដសយល។ ាង p  ៃិង q  ជាអៃុគម្ៃ៍ជាប់ណៅណលើចណនាល ះណបើរ I  សព្មប់ 

t    ។ ររ ើ ,       ឬទាងំរើរៃឹងគឺណៅរនុង ណនាះសព្មប់អៃុគម្ៃ៍ណាម្យួណា   

ដដលឌ្ើណផរ  ងដសយលរើរដងណៅណលើ I ណយើងរំ ត់ការ ើឌ្ើណផរ  ងដសយល L  ណដ្ឋយសម្ើការ 
     L p q          (1) 
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ចំណាថំ្ន  L  ជាអៃុគម្ៃ៍ណបើរណលើ I ។ តនម្លនៃ  L   ណៅព្តង់ចំ ុច t  គឺ 
       ( ) ( ) ( )L t t p t t q t t        

ជាឧទា រ ៍ ណបើ 2( ) , ( ) 1 , ( ) sin 3p t t q t t t t     ណនាះ 
   2

2

[ ]( ) sin3 sin3 (1 )sin3

9sin3 3 cos3 (1 )sin3

L t t t t t t

t t t t t

     

    

 

ការ ើ L ណគណព្ចើៃសរណសរ  2L D pD q     ដដល D  ណដរ ើណវ។ 
ណៅរនុងដផនរណៃះណយើងៃឹងសិរារើរសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលំដ្ឋប់រើរអូម្ ូដ សៃ 

[ ]( ) 0L t   ។ ណយើងទមល ប់ណព្បើព្បាស់ៃិមិ្តតសញ្ញ  y   សមា ល់ ( )t   ដដលណយើងៃឹងណព្បើព្បាស់
ការសរណសរសម្ើការណៃះជាទព្ម្ង់ 

[ ] ( ) ( ) 0L y y p t y q t y       (2) 
ជាម្យួៃឹងសម្ើការ(2) ណយើងៃឹងផដុ ំសំ ំុនៃលរខខ្ ា ដំបូង  

0 0 0 0( ) , ( )y t y y t y     (3) 
ដដល 0t  ជាចំ ុចណាម្យួណៅចណនាល ះ  I  ៃិង 0y   , 0y   ជាចំៃៃួរិត។ ណយើងចង់ដឹងថ្ន តនម្ល

ដំបូងរនុងបញ្ហ (២) ,(៣) ដតងដតមៃដំណណាះព្សាយ ណ ើយវាព្បដ លជាមៃដំណណាះព្សាយណលើស
រើម្យួ។ ណយើងរ៏ចង់ដឹងថ្ន ទព្ម្ង់ៃិង វធិ្ើណដ្ឋះព្សាយដដលមៃសារព្បណោជៃ៍ ណៅរនុងការដសវងររ
ដំណណាះព្សាយនៃបញ្ហ រិណសស។ ចណម្លើយនៃសំ ួរទាងំណៃះគឺមៃណៅរនុងព្ទឹសដើបទណៅរនុងដផនរណៃះ។ 
ព្ទឹសដើបទ ២.២.១   រិចារណាតនម្លបញ្ហ តនម្លណដើម្ 

( ) ( ) ( )y p t y q t y g t     0 0 0 0( ) , ( )y t y y t y    (4) 
ដដល ,p q  ៃិង g  ជាអៃុគម្ៃ៍ណលើចណនាល ះណបើរ I  ណនាះមៃចណម្លើយព្បារដម្យួគឺ  y t  រ៏ជាប់ណៅចណនាល ះ
ណបើរ I ដដរ។ 
សព្មប់បញ្ហ ម្យួចំៃួៃ ការអះអាងម្យួចំៃួៃ គឺរយព្សួលរនុងការណដ្ឋះព្សាយ។ ជាទា រ ៍ ណយើង
បាៃររណ ើញណៅរនុងដផនរ ២.១ ដដលបញ្ហ តនម្លដំបូង 

0y y    (0) 2y   (0) 1y    (5) 
មៃចណម្លើយ 1 3

2 2

t ty e e     (6) 
ឧទា រ ៍១៖ររចណនាល ះដដលដវងជាងណគណៅរនុងដំណណាះព្សាយនៃតនម្លបញ្ហ ដំបូង 

2( 3 ) ( 3) 0t t y ty t y       (1) 2, (1) 1y y   
គឺព្បារដជាមៃព្បសិៃណបើសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលដដលបាៃផដល់ឱ្យគឺ សរណសររនុងទព្ម្ង់នៃសម្ើការ(៤) 
ណនាះ ( ) 1/ ( 3), ( ) ( 3) / ( 3) , ( ) 0p t t q t t t t g t         ។ ចំ ុចដតម្យួគត់នៃភារមិ្ៃជាប់នៃណម្
គុ គឺ 0 , 3t t   ។ ដូណចនះណបើរដដលដវងជាងណគ មៃចំ ុចដំបូង 1t   ដដលព្គប់ណម្គុ ទាងំអស់
គឺជាប់រនុងចណនាល ះ 0 3t  ។ ដូចណៃះ ណៃះគឺជាចណនាល ះដដលដវងជាងណគណៅរនុងព្ទឹសដើបទ ២.២.១ ធានា
ថ្ន ដំណណាះព្សាយគឺមៃ។ 
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ឧទា រ ៍២៖ររចណម្លើយដតម្យួគត់នៃយនម្លបញ្ហ ដំបូង 
0 0( ) ( ) 0 , ( ) 0 , ( ) 0y p t y q t y t y t        

ដដល p ៃិង q  ជាប់ណៅចណនាល ះណបើរ I មៃ 0t  ។ 
 អៃុគម្ៃ៍ ( ) 0y t   សព្មប់ព្គប់ t  ណៅរនុង I   ណផទៀងផ្លទ ត់សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល ៃិង
លរខខ្ ា ដំបូង។ ាម្ដផនរដតម្យួគត់នៃព្ទឹសដើបទ ២.២.១ វាគឺមៃចណម្លើយដតម្ួយគត់។ណយើងសៃមតថ្ន 

1y ៃិង 2y  ជាបើរចណម្លើយនៃសម្ើការ(2) ឬអាចសរណសរបាៃថ្ន 
1 1 1 1[ ] 0 (7)L y y py qy      

ៃិងព្សណដៀងោន សព្មប់ 2y  ។ ណនាះ ដូចណៅរនុងឧទា រ ៍ណៅរនុងដផនរ ២.១ ណយើងអាចបណងកើតចណម្លើយ
ដថ្ម្ណទៀតាម្ទព្ម្ង់ការរមួ្បញ្ាូ លលើដៃរដអ រនៃ 1y ៃិង 2y ។ ណយើងបញ្ា រ់លទធផលណៃះដូចព្ទឹសដើ។ 
ព្ទឹសដើបទ ២.២.២៖ ណបើ 1y ៃិង 2y ជារើរចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល(2) 

[ ]] ( ) ( ) 0L y y p t y q t y      
ណនាះបៃសលំើដៃរដអ រ 1 1 2 2c y c y  រ៏ជាចណម្លើយសម្ើការ(2)ដដរ ព្គប់ចំៃៃួណថ្រ 1 2,c c  ។ 
 ររ ើ រិណសសនៃព្ទឹសដើបទ ២.២.២ ណរើតណ ើងព្បសិៃណបើ 1c  ឬ 2c  ណសមើសូៃយ។ ណនាះណយើងអាច
សរុបបាៃថ្ន ផលគុ ណាម្យួនៃដំណណាះព្សាយម្យួនៃសម្ើការ(2) រ៏មៃចណម្លើយ។ 
 ណដើម្បើសព្មយបញ្ា រ់ព្ទឹសដើបទ ២.២.២ ណយើងព្តូវជំៃសួដតម្យួគត់ 

1 1 2 2( ) ( ) (8)y c y t c y t   
សព្មប់ y ណៅរនុងសម្ើការ(2) ចណម្លើយគឺ 

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

L c y c y c y c y p c y c y q c y c y

c y c y c py c py c qy c qy

c y py qy c y py qy

c L y c L y

       

        

        

 

 

ណដ្ឋយ 1[ ] 0L y   ៃិង 2[ ] 0L y   ណនាះ 1 1 2 2[ ] 0L c y c y   ។ ដូណចនះ ណដ្ឋយមិ្ៃគិតរើតនម្លនៃ 1 2,c c  , y  
បាៃផដល់ណដ្ឋយសម្ើការ(8)ណផទៀងផ្លទ ត់សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល(2)ៃិង ភសតុាងនៃព្ទឹសដើបទ២.២.២ ។ 
 ព្ទឹសដើបទ ២.២.២ បញ្ា រ់ថ្ន ការចាប់ណផដើម្ជាម្យួចណម្លើយដតរើរគត់នៃសម្ើការ(២)ណយើងអាច
បណងកើតព្គួសារនៃចណម្លើយណទវដងោម ៃដដៃរំ ត់ ណដ្ឋយាម្រយៈសម្ើការ(៨)។ សំ ួរបនាទ ប់គឺ ព្គប់
ចណម្លើយទាងំអស់នៃសម្ើការ(2) គឺព្តូវបាៃបញ្ាូ លណៅរនុងសម្ើការ(8) ឬ ព្បដ លជាមៃដំណណាះ
ព្សាយណផសងណទៀតនៃទព្ម្ង់ណផសង។ ណយើងចាប់ណផដើម្រំ ត់សំ ួរណៃះណដ្ឋយរិៃិតយណម្ើលចំៃួៃណថ្រ 

1 2,c c  ណៅរនុងសម្ើការ(8) អាចព្តូវបាៃណព្ជើសណរ ើស ដូចណៃះណដើម្បើណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា ដំបូង(3)។ 
លរខខ្ ា ដំបូងទាងំណៃះតព្មូ្វឲ្យ 

1 2,c c  ណផទៀងផ្លទ ត់សម្ើការ 
1 1 0 2 2 0 0

1 1 0 2 2 0 0

( ) ( )

(9)

( ) ( )

c y t c y t y

c y t c y t y

 

   

 

ណៅណរលណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការ(9) សព្មប់
1 2,c c  ណយើងដសវងររ 
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0 2 0 0 2 0 0 1 0 0 1 0
1 2

1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 2 0

( ) ( ) ( ) ( )
, (10)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y y t y y t y y t y y t
c c

y t y t y t y t y t y t y t y t

     
 

    
 

ឬរនុងលរខខ្ ា នៃឌ្ើដទម្ើ ង់ 
0 2 0 1 0 0

0 2 0 1 0 0

1 2

1 0 2 0 1 0 2 0

1 0 2 0 1 0 2 0

( ) ( )

( ) ( )
, (11)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y y t y t y

y y t y t y
c c

y t y t y t y t

y t y t y t y t

   
 

   

 

ជាម្យួៃឹងតនម្លទាងំណៃះសព្មប់ 
1 2,c c   រណៃាម្(8) ណផទៀផ្លទ ត់លរខខ្ ា ដំបូង(៣) ដូចៃឹងសម្ើការឌ្ើ

ណផរ  ង់ដសយល(2)។ 
 ណៅរនុងលំដ្ឋប់រណៃាម្សព្មប់ 1 2,c c  ណៅរនុងសម្ើការ(10) ឬ (11) ណដើម្បើណធ្វើឲ្យយល់ វាមៃ
សារៈសំខាៃ់ដដលភាគដបងមិ្ៃសូៃយ។ ទាងំ 

1 2,c c  ភាគដបងគឺដូចោន  ណ លគឺ ឌ្ើដទម្ើ ង់ 
1 0 2 0

1 0 2 0 1 0 2 0

1 0 2 0

1 2 0

( ) ( )
( ( ) ( ) ( ) ( ) (12))

( )
 

)
  ,

(
( )

y t y t
W

y
y y t y t y t y t y t

y t t
   

 
 

W  ណៅថ្ន ណដដទម្ើ ង់ង្គ្ វង់ណសកៀៃ ( )Wronskian   
ព្ទឹសដើបទ២.២.៣៖  សៃមត់ថ្ន 1 2,y y  ជារើរចណម្លើយនៃសម្ើការ (2) ដដល 

[ ] ( ) ( ) 0L y y p t y q t y      
ណនាះង្គ្ វង់ណសកៀៃ 1 1 2W y y y y    
គឺមិ្ៃសូៃយព្តង់ចំ ុច 0t  ដដលជាលរខខ្ ា ដំបូង(3) 

0 0 0 0( ) , ( )y t y y t y    
គឺព្តូវបាៃរំ ត់។ ណនាះមៃជណព្ម្ើសនៃ ចំៃៃួណថ្រ 1 2,c c  សព្មប់ 1 1 2 2( ) ( )y c y t c y t    ណផទៀងផ្លទ ត់់សម្ើ
ការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល(2) ៃិងលរខខ្ ា ដំបូង(3)។ 
ឧទា រ ៍៣៖ ណៅរនុងឧទា រ ៍១ រនុងដផនរ ២.១ ណយើងបាៃររណ ើញ 2 3

1 2( ) , ( )t ty t e y t e    ជា
ចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 

5 6 0y y y    ចូរររង្គ្ វង់ណសកៀៃនៃ  1 2,y y ។ 
ង្គ្ វង់ណសកៀៃនៃអៃុគម្ៃ៍ទាងំណៃះគឺ 

2 3

5

2 32 3

t t

t

t t

e e
W e

e e

 



 
  
 

 

ណដ្ឋយ W  មិ្ៃសូៃយសព្មប់ព្គប់តនម្ល t  អៃុគម្ៃ៍  1 2,y y   អាចព្តូវបាៃណព្បើព្បាស់ណដើម្បើបណងកើតដំណណាះ
ព្សាយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលផដល់ឲ្យ ដដលជាម្យួលរខខ្ ា ដំបូងព្តូវបាៃបញ្ា រ់នៃ t។ 
ព្ទឹសដើបទ២.២.៤៖ ណបើ   1 2,y y ជារើរចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយល 

[ ] ( ) ( ) 0L y y p t y q t y      
ណ ើយណបើមៃព្គប់ចំ ុច 0t ដដល 1 2   , )( y yW មិ្ៃសូៃយ ណនាះព្គួសារនៃចណម្លើយគឺ 

1 1 2 2( ) ( )y c y t c y t  ណម្គុ ណាម្យួ 
1 2,c c ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ។ 
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ឧទា រ ៍៤៖ ណយើងគ នាង្គ្ វង់ណសាៀៃនៃ 1 2,y y  

1 2

1 2
1 2 1 2

1 2

( )exp[( ) ]

r t r t

r t r t

e e
W r r r r t

re r e
     

ណដ្ឋយៃិទសសៃតអៃុគម្ៃ៍មិ្ៃសូៃយ ណ ើយ 1 2 0r r    ាម្លំនានំៃបញ្ហ  វាណដើាម្ W  គឺមិ្ៃសូៃយព្គប់
តនម្លនៃ t  ។ ជាលទធផល 1 2,y y  បណងកើតបាៃសំ ំុចណម្លើយព្គឹះម្ួយ។ 
 
ឧទា រ ៍៥៖ បរហ ញថ្ន 1/2 1

1 2( ) , ( )y t t y t t  បណងកើតបាៃសំ ំុចណម្លើយព្គឹះម្យួនៃ 
22 3 0, 0 (14)t y ty y t      

 ណយើងៃឹងបរហ ញណៅរនុងដផនរបៃត រណបៀបរនុងការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការណៃះណទាះបើជាោ ងណារ៏
ណដ្ឋយ ចំ ុចណៃះណយើងៃឹងណផទៀងផ្លទ ត់ណដ្ឋយជំៃសួផ្លទ ល់ ដដល 1 2,y y   ជាចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង
ដសយល។ ណដ្ឋយ 1/2 3/2

1 1

1 1
( ) , ( )

2 4
y t t y t t      ណយើងមៃ 

1/22 3/2 1/2 1/21 1 1 3
2 ( ) 3 ( ) 1 0

4 2 2 2
t t t t t t   
        

 
 

ព្សណដៀងោន 2 3

2 2( ) , ( ) 2y t t y t t          ដូណចនះ 
2 3 2 1 12 (2 ) 3 ( ) (4 3 1) 0t t t t t t           

បនាទ ប់ម្រណយើងគ នាង្គ្ វៃដសកៃនៃ  1 2,y y  
1/2 1

3/2

1/2 2

3
1

2
2

t t

W t
t t





 
  


 

ណដ្ឋយ 0W   សព្មប់ 0t   ណយើងសៃនិដ្ឋា ៃថ្ន  1 2,y y  បណងកើតបាៃសំ ំុចណម្លើយព្គឹះម្យួ។ 
ព្ទឹសដើបទ២.២.៥ រិចារណាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល [ ] ( ) ( ) 0L y y p t y q t y      
ដដលណម្គុ  p ៃិង q   ជាប់ណៅចណនាល ះណបើរណាម្យួ  I ។ ណព្ជើសណរ ើសចំ ុច 0t ណៅរនុង  I ។ ាង 1y     
ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ ដដលណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា ដំបូង 

0 0( ) 1, ( ) 0y t y t   
ណ ើយាង   ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ ដដលណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា ដំបូង 

0 0( ) 0, ( ) 1y t y t   
ណនាះ   1 2,y y    បណងកើតបាៃសំ ំុចណម្លើយព្គឹះនៃសម្ើការ។ 
លហំាត ់
ណៅរនុងលំហាត់រើ១ ដល់ ៦ចូរររង្គ្ វៃដសកៃនៃគូរអៃុគម្ៃ៍ដដលបាៃផដល់ឲ្យដូចខាងណព្កាម្៖ 
1.  2 3 /2t te e     2. cos , sint t  
3.  2 2,t te te     4. , xx xe  
5. sin , cost te t e t    6. 2cos , 1 cos 2   
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ណៅរនុងលំហាត់រើ ៧ ដល់ ១២ រំ ត់ចណនាល ះដវងបំផុតណៅរនុងតនម្លបញ្ហ ដំបូងដដលបាៃផដល់ឱ្យ គឺមៃ
ចណម្លើយឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដតរើរគត់។  

   

     

     

   

       

        

7. 3 , 1 1 1 2

8. 1 3 4 sin , 2 2, 2 1

9. 4 3 4 2, 3 0, 3 1

10. (cos ) 3(ln ) 0, 2 3, 2 1

11. 3 ln 0, 1 0, 1 1

12. 2 2 tan 0, 3 1, 3 2

ty y t y y

t y ty y t y y

t t y ty y y y

y t y x y y y

x y xy x y y y

x y y x x y y y

    

         

        

      

       

        

 

13. ណផទៀងផ្លទ ត់ថ្ន   2

1y t t  ៃិង   1

2y t t  ជារើរចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល
 2 2 0t y y    សព្មប់ 0t   ។បនាទ ប់ម្របរហ ញថ្ន 2 1

1 2c t c t  រ៏ជាចណម្លើយនៃសម្ើការសព្មប់
1 2,c c ។ 

14. ណផទៀងផ្លទ ត់ថ្ន  1 1y t  ៃិង   1/2

2y t t  ចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  
2

0yy y    សព្មប់
0t   ។បនាទ ប់ម្របរហ ញថ្ន 1/2

1 2c c t  មិ្ៃដម្ៃជាចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការណៃះ។ ចូររៃយល់ណ តុអវើបាៃ
ជាលទធផលណៃះមិ្ៃផទុយព្ទឹសដើបទ៣.២.២។ 
15.បរហ ញថ្ន ព្បសិៃណបើ  y t  ជាចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល      y p t y q t y g t   

ដដល  g t   មិ្ៃសូៃយជាៃិចច ណនាះ  y c t  ដដល c  ជាចំៃៃួណថ្រណាម្យួណព្ពរើ 1  គឺមិ្ៃដម្ៃជាចណម្លើ
យ។ ចូររៃយល់ថ្ន ណ តុអវើបាៃជាចណម្លើយណៃះមិ្ៃផទុយរើការរំ ត់ចំណារំនុងព្ទឹសដើបទ៣.២.២។ 
16.ណតើ  2siny t ជាចណម្លើយណៅចណនាល ះដដលមៃ 0t   នៃសម្ើការ     0y p t y q t y   

ជាម្យួៃឹងណម្គុ ជាប់? រៃយល់ចណម្លើយរបស់អនរ។ 
17. ណបើង្គ្ វៃដសកៃW នៃ f ៃិង g  គឺ 43 te , ណ ើយណបើ   2tf t e ចូរររ  g t  ។ 
18. ណបើង្គ្ វៃដសកៃW នៃ f ៃិង g  គឺ 2 tt e , ណ ើយណបើ  f t t ចូរររ  g t  ។ 
19.ណបើ  ,W f g ជាង្គ្ វៃដសកៃនៃ ,f g  ណ ើយណបើ 2 ,u f g v f g     ចូរររង្គ្ វៃដសកៃនៃ ,u v  ណៅរ
យៈនៃ  ,W f g  ។ 
20. ណបើង្គ្ វៃដសកៃនៃ ,f g  គឺ cos sint t t ណ ើយណបើ 3 ,u f g v f g    ចូរររង្គ្ វៃដសកៃនៃ ,u v។ 

0

0

21. 2 0, 0

22. 4 3 0, 1

y y y t

y y y t

    

    
 

រើលំហាត់ ២៣ ដល់ ២៦ ណផទៀងផ្លទ ត់អៃុគម្ៃ៍ ជាចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផដល់
ឲ្យ។ ណតើលំហាត់ខាងណព្កាម្ណៃះបណងកើតបាៃសំ ំុចណម្លើយព្គឹះដដរឬណទ? 

   

   

       

     

1 2

1 2

1 2

1 2

23. 4 0, cos 2 , sin 2

24. 2 0, ,

25. 2 2 0, 0, ,

26. 1 cot 0, 0 , , sin

t t

x

y y y t t y t t

y y y y t e y t te

xy x x y x y x y x x y x xe

x x y xy y x y x x y x x

    

     

        

        
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27.សម្ើការព្បារដ ។ សម្ើការ       0P x y Q x y R x y     គឺបាៃៃិោយថ្ន ណដើម្បើកាល យណៅថ្ន 
ព្បារដ ណបើវាអាចសរណសររនុងទព្ម្ង់     0P x y f x y           ដដល  f x  គឺណដើម្បើរំ ត់ណៅរនុង
     , ,P x Q x R x ។សម្ើការណព្កាយ អាចជាការរមួ្បញ្ាូ លដតម្ដងភាល ម្ៗ ដដលលទធផលណៅរនុងសម្ើការ

លើដៃរដអ រលំដ្ឋប់ម្យួសព្មប់ y ដដលអាចព្តូវបាៃណដ្ឋះព្សាយដូចណៅរនុងដផនរ២.១។ ណដ្ឋយសម្ើការណម្
គុ នៃសម្ើការមុ្ៃ ណ ើយលុបបំបាត់  f x  ចូរបរហ ញថ្នលរខខ្ ា ចាបំាច់សព្មប់ភារព្បារដគឺ

      0P x Q x R x    ។ វាព្តូវបាៃបរហ ញដដលណៃះរ៏ជាលរខខ្ ា ព្គប់ព្ោៃ់ម្យួដដរ។ 
រើលំហាត់២៨ ដល់ ៣១ ណព្បើព្បាស់លទធផលរើលំហាត់ ២៧ ណដើម្បើរំ ត់សម្ើការដដលបាៃ

ផដល់ឲ្យ គឺព្បារដ។ ណបើដូណចនះ ចូរណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 

   

2

2

28. 0

29. 3 0,

30. cos sin 0, 0

31. 0, 0

y xy y

y x y xy

xy x y x y x

x y xy y x

   

   

    

    

 

32. សម្ើការដអតច័ៃ (The Adjoint Equation)។ ណបើសម្ើការលើដៃរដអ រលំដ្ឋប់រើរអូម្ ូដ សៃ មិ្ៃព្បារដ 
ណយើងអាចបណងកើតព្បារដ ណដ្ឋយគុ បញ្ាូ លសម្ើការជាម្យួៃឹងរាត  x  ។  ណនាះណយើងតព្មូ្វ  x

 ណយើងបាៃ៖ 
           0x P x y x Q x y R x y      
អាចសរណសររនុងទព្ម្ង់       0x P x y f x y           ។ 
ណដ្ឋយណម្គុ សម្ើការណៅរនុងសម្ើការទាងំរើរ ណ ើយបំបាត់បរហ ញថ្នអៃុគម្ៃ៍  f x ព្តូវដតណផទៀងផ្លទ ត់ 

   2 0P P Q P Q R             
សម្ើការណៃះគឺបាៃសាា ល់ថ្នជាដអតច័ៃនៃសម្ើការណដើម្ ៃិងមៃសារៈសំខាៃ់ណៅរនុងព្ទឹសដើបទរព្មិ្តខ្ពស់
នៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល។ ជាទូណៅ លំហាត់រនុងការណដ្ឋះព្សាយ សម្ើការឌ្ើណផរ  ណងើដសយលដអតច័ៃ គឺ
រិបារដូចោន ណៅៃឹងណដ្ឋះព្សាយសម្ើការណដើម្  ដូណចនះមៃដតម្ដងមក លប ុណណាណ ះដដលអាចណៅរចួរនុងការ
រររាត សម្ើការសព្មប់សម្ើការលំដ្ឋប់រើរ។ 

រើលំហាត់ ៣៣ ដល់ ៣៥ ណព្បើព្បាស់លទធផលរើលំហាត់៣២ ណដើម្បើររ ដអតច័ៃនៃសម្ើការ 
ឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផដល់ឲ្យ។ 

 

   

2 2 2

2

33. 0 , '

34. 1 2 1 0, '

35. 0, '

x y xy x v y Bessel s equation

x y xy y Legendre s equation

y xy Airy s equation

 

    

     

  

 

36.សព្មប់សម្ើការលើដៃរដអ រលំដ្ឋប់រើរ       0P x y Q x y R x y    បរហ ញថ្នដអតច័ៃនៃ 
សម្ើការដអតច័ៃគឺជាសម្ើការណដើម្។ 
37. សព្មប់សម្ើការលើដៃរដអ រលំដ្ឋប់រើរ       0P x y Q x y R x y     បាៃៃិោយថ្ន ណដើម្បើកាល យ
ជាសវ័យដអតច័ៃបាៃ ព្បសិៃណបើ ដអតច័ៃរបស់វាដូចោន ណៅៃឹងសម្ើការណដើម្។ បរហ ញថ្នលរខខ្ ា
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ចាបំាច់សព្មប់សម្ើការណៃះជាសវ័យដអតច័ៃគឺ    P x Q x  ។រំ ត់សម្ើការណៅរនុងលំហាត់ ៣៣ 
ដល់ ៣៥គឺជាសវ័យដអតច័ៃ។ 
៣.៣ ភាពអស្រសយ័លផីនស្អ្៊ារ និងផែស្ទមីណង់ (Wronskian) 
ការបរហ ញចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រអូម្ ូដ សៃលំដ្ឋប់ទើ២ រើណព្ ះមៃបៃសលំើណៃ
ដអ រនៃចណម្លើយចំៃួៃរើរដដល ណដដទម្ើ ង់Wronskian មិ្ៃសូៃយ គឺទារ់ទងោ ងខាល ងំណៅៃឹងការបរហ ញ
ភារអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃអៃុគម្ៃ៍រើរ។ វាមៃសារៈសំខាៃ់រនុងរណៃាម្រើជគ ិត ៃិងរនុងបរបិ
ទបចចុបបៃន ។ ណយើងៃឹងរិភារាោ ងខ្លើណៅរនុងចំ ុចណៃះ ។ 

ព្ទឹសតើបទ២.៣.១  ព្បសិៃណបើ f  ៃិង gជាអៃុគម្ៃ៍មៃឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណលើចណនាល ះណបើរ I ។ 
ព្បសិៃណបើ   0, 0W f g t   សព្មប់ចំ ុច 0t  ម្យួចំៃៃួរនុង I  ណនាះ f  ៃិង g  មៃភារមិ្ៃ
អាព្ស័យលើណៃដអ រណលើ I   ។ ណ ើយណបើ f  ៃិង g  មៃភារអាព្ស័យលើណៃដអ រណលើ I  ណនាះ 

  0, 0W f g t    សព្មប់ព្គប់តនម្ល 0t  រនុង I  ។ 
  ណយើងអាចអៃុវតតៃ៍ណៅណលើអៃុគម្ៃ៍   tf t e  ៃិង   2tg t e  ដដលបាៃរិភារារនុង
ឧទា រ ៍២ ។ សព្មប់ព្គប់ចំ ុច  0t  ណាម្យួ ណយើងបាៃ 

     0,W f g t 
0 0

0

0 0

2

3

2
0

2

t t

t

t t

e e
e

e e
   

ដូចណៃះ អៃុគម្ៃ៍ te  ៃិង 2te  គឺមៃភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រណៅណលើចណនាល ះណាម្យួ ។  
ព្ទឹសតើបទ២.៣.២  (ព្ទឹសតើបទ Abel)ព្បសិៃណបើ 1y  ៃិង 2y  ជាចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  

      0,L y y p t y q t y      
ដដល p  ៃិង q   គឺជាប់ណៅណលើចណនាល ះណបើរ I  ណនាះណដដទម្ើ ង់រ  ុងណគៀៃ   1 2,W y y t  ព្តូវបាៃ
រំ ត់ណដ្ឋយ៖ 

     1 2, expW y y t c p t dt  
   

ដដល c   ជាចំៃៃួណថ្រម្យួដដលអាព្ស័យណលើ 1y  ៃិង 2y   ប ុដៃតមិ្ៃដម្ៃអាព្ស័យណលើ t   ។ បដៃេម្រើណៃះ 
  1 2,W y y t   គឺអាចណសមើសូៃយសព្មប់ព្គប់ t  ណៅរនុង I (ព្បសិៃណបើ 0c  ) រណឺព្ពរើសូៃយរនុង I  

(ព្បសិៃណបើ 0c  )  ។ 
ណដើម្បើបរហ ញព្ទឹសតើបទ Abel ណយើងចាប់ណផតើម្ណដ្ឋយរត់សមា ល់ណ ើញថ្ន 1y  ៃិង 2y  ណផទៀងផ្លទ ត់ 

    

   

1 1 1

2 2 2

0,

0,

y p t y q t y

y p t y q t y

   

   
                       

ព្បសិៃណបើណយើងគុ សម្ើការទើ១ៃឹង 2y  សម្ើការទើ២ៃឹង 1y  ណ ើយបូរលទធផលនៃសម្ើការទាងំរើរ
ណនាះ ណយើងបាៃ  

     1 2 1 2 1 2 1 2 0y y y y p t y y y y        
បនាទ ប់ម្រ ណយើងាង      1 2,W t W y y t  ណ ើយសណងកតណ ើញថ្ន  
   1 2 1 2W y y y y     
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រចួណយើងអាចសរណសរសម្ើការ  10  ជាទព្ម្ង់ 
     0W p t W    
សម្ើការ  12  អាចណដ្ឋះព្សាយោ ងណលឿៃរើណព្ ះដតវាជាសម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ទើ១   
(ចំ ុច ២.១) សម្ើការព្តូវបាៃបំដបរ (ចំ ុច២.២)  ។  ដូចណៃះ 
      exp ,W t c p t dt  

   
ដដល  c   ណថ្រ  ។  តនម្ល c  អាព្ស័យណលើគូចណម្លើយនៃសម្ើការណាម្យួដដលជាប់ទារ់ទង ។ ណទាះជាោ ង
ណារ៏ណដ្ឋយ រើណព្ ះដតអៃុគម្ៃ៍ឌ្ើណផរ  ង់ដសយលគឺមិ្ៃសូៃយ ណនាះ  W t  គឺមិ្ៃសូៃយព្បសិៃណបើ 0c    ។ 
រនុងររ ើ ខ្លះ  W t  គឺសូៃយសព្មប់ព្គប់ t  ដដលបំណរញភសតុាងនៃព្ទឹសតើបទ៣.៣.២ ។ 

រំ ត់ចំណាថំ្នណដដទម្ើ ង់Wronskian នៃសំ ំុចណម្លើយព្គឹះរើរណាម្យួនៃដំណណាះព្សាយស
ម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដតម្យួអាចខុ្សព្តឹម្ដតផលគុ ចំៃៃួណថ្រ ណនាះណដដទម្ើ ង់Wronskian នៃសំ ំុ
ចណម្លើយព្គឹះណាម្យួដដលព្តូវបាៃរំ ត់ បណងកើៃផលគុ ចំៃួៃណថ្រណដ្ឋយមិ្ៃចាបំាច់ណដ្ឋះព្សាយសម្ើ
ការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល ។ 

ឧទា រ ៍៣៖ បរហ ញថ្ន  
1

2
1y t t  ៃិង   1

2y t t   ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ  
     22 3 0, 0 14t y ty y t      
សៃមត់ថ្នណដដទម្ើ ង់Wronskian នៃ 1y ៃិង 2y  ព្តូវបាៃផតល់ណអាយណដ្ឋយសម្ើការ  ។ 

 រើឧទា រ ៍ដដលណទើបដតណលើរណ ើង ណយើងដឹងថ្ន   
3

2
1 2

3
,

2
W y y t t

 
  

 
  

ដូចណៃះ ណយើងបាៃ 
    

2

3 1
0,

2 2
y y y

t t
     

ដូណចនះ  
3

2
p t

t
   ។  ណគបាៃ 

   
3

2
1 2

3 3
, exp exp ln

2 2
W y y t c dt c t ct

t

   
      

   
  

សព្មប់ចណម្លើយជារ់ោរ់ដដលព្តូវបាៃផតល់ឱ្យណៅរនុងឧទា រ ៍ណៃះ ណយើងព្តូវណព្ជើសណរ ើស 3

2
c     ។ 

ព្ទឹសតើបទ២.៣.៣៖   ាង 1y ៃិង 2y  ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ        0,L y y p t y q t y      
 ដដល p  ៃិង q  ជាប់ណៅណលើចណនាល ះណបើរ I  ។  ណនាះ 1y  ៃិង 2y   មៃភារអាព្ស័យលើណៃដអ រណលើ I  លុះ
ព្ាដត   1 2,W y y t  គឺសូៃយសព្មប់ព្គប់ t  រនុង I  ។ ម្ា ងណទៀត 1y  ៃិង 2y  មិ្ៃមៃភារអាព្ស័យលើ
ណៃដអ រណលើចណនាល ះ I លុះព្ាដត   1 2,W y y t គឺមិ្ៃសូៃយរនុង I  ។ 
រនុងការបរហ ញព្ទឹសតើបទ៣.៣.២ សណងកតដំបូងថ្ន ណបើ 1y  ៃិង 2y  មៃភារអាព្ស័យលើណៃដអ រ ណនាះ

  1 2,W y y t  គឺសូៃយសព្មប់ព្គប់ t  រនុង I  បាៃបរហ ញរនុងព្ទឹសតើបទ៣.៣.១ ។ វាណៅដតព្តូវបរហ ញ
ផទុយ  ដដលថ្នណបើ   1 2,W y y t  គឺសូៃយាម្រយៈ I   ណនាះ 1y  ៃិង 2y  មៃភារអាព្ស័យលើណៃដអ រ ។ ាង 

0t ជាចំ ុចណាម្យួណៅរនុង I  ណនាះចាបំាច់ឱ្យ   1 2 0, 0W y y t   ។ ណ តុណៃះណ ើយព្បរ័ៃធសម្ើការ 
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       

   

1 1 0 2 2 0

1 1 0 2 2 0

0,

0

c y t c y t

c y t c y t

 

  
                       

សព្មប់ 1c   ៃិង 2c  ដដលមិ្ៃដម្ៃជាចណម្លើយ ។ ណដ្ឋយណព្បើព្បាស់តនម្លនៃ 1c   ៃិង 2c   ាង
     1 1 2 2t c y t c y t    ។ ណនាះ   ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ  ៃិងណដ្ឋយសម្ើការ   រ៏ណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា
ណដើម្     0 00, 0t t    
ដូចណៃះ ណដ្ឋយដផនរដតម្ួយនៃព្ទឹសតើបទ២.២.១ ឬណដ្ឋយឧទា រ ៍២រនុងចំ ុច៣.២   0t   

សព្មប់ព្គប់ t  រនុង I ។ រើណព្ ះដត      1 1 2 2t c y t c y t    ដដល 1c   ៃិង 2c   មិ្ៃសូៃយ ណៃះមៃៃ័យ
ថ្ន 1y  ៃិង 2y មៃភារអាព្ស័យលើណៃដអ រ ។  
 ឥ ូវណយើងសណងខបការរិតអំរើសំ ំុចណម្លើយព្គឹះ ណដដទម្ើ ង់Wronskian ៃិងភារមិ្ៃអាព្ស័យ
លើណៃដអ រាម្វធិ្ើខាងណព្កាម្ ។ ាង 1y  ៃិង 2y  ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ  
        0,y p t y q t     

ដដល p  ៃិង q  ជាប់ណលើចណនាល ះណបើរ I  ។ ណនាះជំហាៃទាងំ៤ខាងណព្កាម្ 
១. អៃុគម្ៃ៍ 1y  ៃិង 2y គឺជាសំ ំុចណម្លើយព្គឹះណលើ I  ។ 

២. អៃុគម្ៃ៍ 1y  ៃិង 2y គឺមិ្ៃមៃភារអាព្ស័យលើណៃដអ រណលើ I  ។ 
៣.   1 2 0, 0W y y t   ចំណ ះ 0t  ម្យួចំៃៃួរនុង I  ។ 
៤.   1 2, 0W y y t   ចំណ ះព្គប់ t  រនុង I  ។     

លហំាត ់
រនុងលំហាត់ទើ១ ដល់ទើ៨ខាងណព្កាម្ រំ ត់ថ្នណតើគូនៃអៃុគម្ៃ៍ដដលឱ្យមៃភារអាព្ស័យលើណៃដអ រ ឬ
មៃភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ ។ 

   2 21. 5 , 5f t t t g t t t     
    32. cos3 , 4cos 3cosf g        
   3. cos , sin , 0t tf t e t g t e t       
     3 134. ,

xxf x e g x e


   
   5. 3 5, 9 15f t t g t t     
    16. ,f t t g t t   
   7. 3 ,f t t g t t   
   

338. ,f x x g x x   
9. ណដដទម្ើ ង់Wronskian នៃអៃុគម្ៃ៍រើរគឺ   2sinW t t t  ។ ណតើអៃុគម្ៃ៍ណៃះមៃភារអាព្ស័យ 
លើណៃដអ រ រមឺៃភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ? ណ តុអវើ? 
10. ណដដទម្ើ ង់Wronskian នៃអៃុគម្ៃ៍រើរគឺ   2 4W t t   ។ ណតើអៃុគម្ៃ៍ណៃះមៃភារអាព្ស័យ 
លើណៃដអ រ រមឺៃភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ? ណ តុអវើ? 
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11. ព្បសិៃណបើអៃុគម្ៃ៍ 1y  ៃិង 2y   ជាចណម្លើយភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ     0y p t y q t y     
បរហ ញថ្ន 1 1c y  ៃិង 2 2c y  រ៏ជាចណម្លើយភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រដដរ ។ ណដ្ឋយ 1c  ៃិង 2c  ខុ្សរើសូៃយ 
។ 
12. ព្បសិៃណបើអៃុគម្ៃ៍ 1y  ៃិង 2y  ជាចណម្លើយភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ     0y p t y q t y     
បរហ ញថ្ន 3 1 2y y y   ៃិង 4 1 2y y y   រ៏មៃទព្ម្ង់សំ ំុចណម្លើយភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រដដរ ។ 
13. ព្បសិៃណបើ 3y  ៃិង 4y  ជាចណម្លើយភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល បរហ ញថ្ន 1y  
ៃិង 2y រ៏ដូចនឹងដដរ ។ 
14. ព្បសិៃណបើអៃុគម្ៃ៍ 1y  ៃិង 2y  ជាចណម្លើយភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ     0y p t y q t y     
រំ ត់ថ្នណតើលរខខ្ ា អវើដដលណធ្វើឱ្យអៃុគម្ៃ៍ 3 1 1 2 2y a y a y   ៃិង 4 1 1 2 2y b y b y   រ៏ជាទព្ម្ង់សំ ំុ
ចណម្លើយភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ? 

 a  បរហ ញថ្នវុចិទ័រទំ រំើរណាម្យួអាចសរណសរជាបៃសលំើណៃដអ រនៃ i j  ៃិង i j   ។ 
 b  បរហ ញថ្នណបើវុចិទ័រ 1 2x i x j    ៃិង 1 2Y y i y j   មៃភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ 

ណនាះមៃវុចិទ័រ 1 2z z i z j   ណាម្យួដដលអាចចាត់ទុរជាបៃសលំើណៃដអ រនៃ   ៃិង Y  ។ រំ ត់
ចំណាថំ្ន៖ណបើ  ៃិង Y មៃភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ ណនាះ 1 2 2 1 0x y x y   ។ ណ តុអវើ? 
 
ណៅរនុងលំហាត់រើទើ១៥ ដល់ទើ១៨ ររណដដទម្ើ ង់Wronskian នៃគូចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល
ដដលឱ្យណដ្ឋយមិ្ៃចំបាច់ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការណនាះណទ ។ 

   215. 2 2 0t y t t y t y       
   16. cos sin 0t y t y ty     

 2 2 217. 0,x y xy x v y               សម្ើការរបស់Bessel  
   218. 1 2 1 0,x y xy y                សម្ើការរបស់ Legendre  

19.បរហ ញថ្នព្បសិៃណបើ p  មៃឌ្ើណផរ  ង់ដសយល ណ ើយ   0p t   ណនាះណដដទម្ើ ង់Wronskian  W t  
ជាចណម្លើយរើរនៃ     0p t y q t y      គឺ  

 
c

W t
p t

  ដដល c  ជាចំៃៃួណថ្រ ។ 

20. ព្បសិៃណបើ 1y  ៃិង 2y  ជាចណម្លើយភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ 2 0tty y te y     ណ ើយណបើ  
  1 2, 1 2W y y    ។ ររតនម្លនៃ   1 2, 5W y y   ។ 

21.ព្បសិៃណបើ 1y  ៃិង 2y  ជាចណម្លើយភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ  2 3 0ty y t y      ណ ើយណបើ  
  1 2, 2 3W y y    ។ ររតនម្លនៃ   1 2, 4W y y   ។ 

22. ព្បសិៃណបើណដដទម្ើ ង់ Wronskian នៃចណម្លើយរើរណាម្យួនៃ     0y p t y q t y     ជាចំៃៃួ
ណថ្រ ណតើអវើៃឹងរំ ត់អំរើណម្គុ  p  ៃិង q? 
23.ព្បសិៃណបើ ,f g  ៃិង h  ជាអៃុគម្ៃ៍មៃឌ្ើណផរ  ង់ដសយល បរហ ញថ្ន    2, ,W fg fh f W g h   ។ 
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ណៅរនុងលំហាត់ទើ២៤ ដល់ទើ២៦ សៃមត់ថ្ន p  ៃិង q   ជាប់ ណ ើយអៃុគម្ៃ៍ 1y  ៃិង 2y  ជា
ចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល     0y p t y q t     ណលើចណនាល ះណបើរ I  ម្ួយ   
24. បរហ ញថ្ន 1y  ៃិង 2y  ណសមើសូៃយណៅចំ ុចដូចោន ណៅរនុង I  ដដលមិ្ៃដម្ៃជាសំ ំុព្គឹះនៃចណម្លើយណៅ
ចណនាល ះណនាះ។ 
25. បរហ ញថ្ន 1y ៃិង 2y មៃអតិបរមឬអបបបរមណៅចំ ុចដូចោន រនុង I ដដលមិ្ៃដម្ៃជាសំ ំុព្គឹះនៃ
ចណម្លើយណលើចណនាល ះណនាះ។ 
26. បរហ ញថ្ន 1y  ៃិង 2y  មៃចំ ុចរមួ្ម្យួនៃផចិត ល្ុះ 0t  រនុង I  ដដលមិ្ៃដម្ៃជាសំ ំុព្គឹះនៃចណម្លើយណលើ
I លុះព្ាដត p ៃិង q ណសមើសូៃយណៅខ្ ៈ 0t ។ 
27. បរហ ញថ្ន t  ៃិង 2t  ជាភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រណលើចណនាល ះ 1 1,t     ជាការិត វាជាភារមិ្ៃ
អាព្ស័យលើណៃដអ រព្គប់ចណនាល ះ។ រចួបរហ ញថ្ន 2( , )w t t ណសមើសូៃយណៅខ្ ៈ 0t  ។ ណតើអនរអាចសៃនិដ្ឋា ៃអវើ
ខ្លះ អំរើលទធភារដដល t ៃិង 2t ជាចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល " ( ) ' ( ) 0y p t y q t y   ? ណផទៀងផ្លទ ត់
ថ្ន t ៃិង 2t ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ 2 " 2 ' 2 0t y ty y   ។ ណតើផទុយរើការសៃនិដ្ឋា ៃរបស់អនរដដរឬណទ?ណតើលរខ
 ៈនៃWronskian នៃ t ៃិង 2t ផទុយរើព្ទឹសដើបទ3.3.2 ដដរឬណទ? 
28. បរហ ញថ្នអៃុគម្ៃ៍ 2( )f t t t  ៃិង 3( )g t t  មៃភារអាព្ស័យលើណៃដអ រណលើចណនាល ះ 0 1t   ៃិង

1 0t    ។ ប ុដៃតមៃភារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រណលើចណនាល ះ 1 1t    ។ ណទាះបើជា f  ៃិង g  មៃភារ
មិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ ចូរបរហ ញថ្ន ( , )w f g  ណសមើសូៃយព្គប់ t  រនុងចណនាល ះ 1 1t    ។ ដូណចនះ f  ៃិង g  មិ្ៃ
ដម្ៃជាចណម្លើយនៃសម្ើការ " ( ) ' ( ) 0y p t y q t y   ដដល p ៃិង qជាប់ណលើចណនាល ះ 1 1t   ។ 
៣.៤ ឫសកុំេែិនច្នសមីការសមាា ល ់

ណយើងមៃសម្ើការ " ' 0 (1)ay by cy   ដដល ,a b ៃិង cជាចំៃៃួរិត។ រនុងដផនរ 3.1 ណយើងណ ើញថ្ន 
ណបើណយើងដសវងររចណម្លើយនៃទព្ម្ង់ rty e ណ ើយ r ព្តូវដតជាឫសនៃសម្ើការសមា ល់ 

2 0 (2)ar br c    
 ណបើឫស 1r  ៃិង 2r  ជាចំៃៃួរិតខុ្សោន ដដលជាចណម្លើយនៃឌ្ើសព្គើម្ើ ង់ 2 4 0b ac   ណនាះចណម្លើយ
ទូណៅនៃសម្ើការ(1)គឺ 1 2

1 2 (3)
r t r t

y c e c e   
ណបើ 2 4 0b ac   ណនាះឫសនៃសម្ើការ (2)  ជាចំៃៃួរំុផលិចឆ្ល ស់ ណយើងរំ ត់សរណសរៈ

1 2, (4)r i r i         
ដដល ៃិង ជាចំៃួៃរិត។ការបរហ ញដដលព្តូវោន សព្មប់ y គឺ  
 1 2( ) exp[( ) ], ( ) exp[( ) ] (5)y t i t y t i t        
ព្បសិៃណបើ 1 , 2    ៃិង 3t  ណនាះរើសម្ើការ (5)ខាងណលើគឺ  3 6

1(3) 6iy e  ។  
រលំឹរណ ើងវញិរើការគ នាណស រ ើTaylor សព្មប់ te ណបើ 0t  គឺ 

0

, (7)
!

n
t

n

t
e t

n





      

សៃមតបាៃថ្នណយើងអាចជំៃួស t ណដ្ឋយ it រនុងសម្ើការ (7) ណនាះណយើងបាៃ៖ 
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 

2 1 2 1

0 0 1

( ) ( 1) ( 1)
, (8)

! 2 ! (2 1)!

n n n n n
it

n n n

it t t
e i

n n n

   

  

 
  


    

 ចំណ ះចំ ុចដដលណយើងបាៃបំដបរផលបូរណៅជាដផនរៃិមិ្តតៃិងដផនររិត។ ការបណងកើតការណព្បើ
ព្បាស់នៃភាររិតដដល 2 3 41, , 1i i i i      ជាណដើម្។ ណស រ ើដំបូងរនុងសម្ើការ (8)  គឺោ ងជារ់ោរ់
ណស រ ើtaylorសព្មប់cos t ណបើ 0t  ៃិងទើ 2ជាណស រ ើtaylorសព្មប់sin t ណបើ 0t  ដូណចនះណយើងបាៃៈ 

 cos sin 9ite t i t   
 cos sin 10ite t i t    

បដៃេម្រើណៃះណបើ t  ព្តូវបាៃជំៃួសណដ្ឋយ t  រនុងសម្ើការ (9)  ណនាះណយើងទទលួបាៃសម្ើការទូណៅនៃរូបម្ៃត
Euler គឺ 

 cos sin 11i te t i t     
 បនាទ ប់ណទៀត ណយើងចង់រព្ងើរៃិយម្ៃ័យនៃអៃុគម្ៃ៍អិុចសប  ូ ង់ដសយលណៅជាៃិទសសៃតរំុផលិចនៃ
ទព្ម្ង់ ( )i t   ។ ណៅណរលដដលណយើងចង់បាៃលរខ ៈទូណៅនៃអៃុគម្ៃ៍អិុចសប  ូ ង់ដសយលដដល
មៃៃិទសសៃតជាចំៃៃួរំុផលិច។ ណយើងព្តូវការ ( )i te   ណដើម្បើបំណរញ 

( ) (12)i t t i te e e      
បនាទ ប់ម្រជំៃសួ i te  ណដ្ឋយ ( )i te   រនុងសម្ើការ (11) ណយើងទទលួបាៃ 

( ) (cos sin ) cos sin (13)i t t t te e t i t e t ie t             
 ចណម្លើយទូណៅ អៃុគម្ៃ៍ 1( )y t  ៃិង 2 ( )y t  ព្តូវបាៃផដល់ណដ្ឋយសម្ើការ (5)  ដដលអតេៃ័យបាៃ
បរហ ញណដ្ឋយសម្ើការ (13)  ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ (1)  ណៅណរលដដលឫសនៃសម្ើការសមា ល់ (2)  ជាចំៃៃួ
រំុផលិច i   ។ ផទុយណៅវញិចណម្លើយ 1y  ៃិង 2y  ជាអៃុគម្ៃ៍តនម្លរំុផលិចដដលជាទូណៅណយើងគរួដតមៃ
ចណម្លើយតនម្លរិតណបើអាចណៅរចួ រើណព្ ះសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលមៃណម្គុ រិត។ ចណម្លើយណផសងណទៀតអាច
ព្តូវបាៃររណ ើញជាការសៃនិដ្ឋា ៃម្យួនៃព្ទឹសដើបទ២.២.២ដដលបាៃបរហ ញថ្នណបើ 1y ៃិង 2y ជាចណម្លើយនៃ
សម្ើការ (1) ណនាះបៃសលំើណៃដអ រនៃ 1y ៃិង 2y រ៏ជាចណម្លើយម្យួរបស់សម្ើការផងដដរ។ ជារិណសស ចូរណយើង
បណងកើតផលបូរៃិងផលដរនៃ 1y ៃិង 2y ។ 
ណយើងមៃ 1 2( ) ( ) (cos sin ) (cos sin ) 2 cost t ty t y t e t i t e t i t e t             
ៃិង                                                                                                 ។ ណយើងអាចដរណចញ
ណម្គុ 2 ៃិង2i ណរៀងោន  បនាទ ប់ម្រណយើងសរណសរបាៃគូនៃចណម្លើយតនម្លរិត 

( ) cos , ( ) sin (15)t tu t e t v t e t     
 សណងកតថ្ន u  ៃិង v  ជាដផនរៃិមិ្តតៃិងដផនររិតណរៀងោន នៃ 1y  ។ ការគ នាណដ្ឋយផ្លទ ល់អនរអាច
បរហ ញថ្នWronskian នៃu ៃិង v គឺ 

2( , ) ( ) (16)tW u v t e   
ចណម្លើយទូណៅគឺ 1 2cos sin (17)t ty c e t c e t     
ដដល 1c ៃិង 2c ជាចំៃួៃណថ្រ។  

1 2( ) ( ) (cos sin ) (cos sin ) 2 sint t ty t y t e t i t e t i t ie t           
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ឧទា រ ៍ទើ១៖ ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ " ' 0y y y    
ចណម្លើយ 
ណគបាៃសម្ើការសមា ល់គឺ 2 1 0r r    

ណនាះ
1

21 (1 4) 1 3

2 2 2
r i

  
      នាឲំ្យ 1

2
    ៃិង 3

2
   

ដូណចនះ ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ (18) គឺ 2 2
1 2cos( 3 / 2) sin( 3 / 2)

t t

y c e t c e t
 

  ។ 

របូភារ3.4.1: ចណម្លើយទូណៅនៃ " ' 0y y y    
ឧទា រ ៍ទើ២៖ ដសវងររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល " 9 0y y   

ចណម្លើយ 
សម្ើការសមា ល់គឺ 2 9 0r    

                            
2 9

9

3 0 3

r

r

r i i

 

  

   

 

ណនាះ 0   ៃិង 3   
ដូណចនះចណម្លើយទូណៅគឺ 1 2cos3 sin 3y c t c t   

របូភារ2.4.2 : ចណម្លើយទូណៅនៃ '' 9 0y y   
ឧទា រ ៍ទើ៣៖ររចណម្លើយព្បារដនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលមៃលរខខ្ ា

 16 " 8 ' 145 0 , (0) 2 , ' 0 1y y y y y       
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ចណម្លើយ 
សម្ើការសមា ល់គឺ 216 8 145 0r r   ណ ើយឫសរបស់វាគឺ 1

3
4

r i  ។ 

ដូណចនះចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលគឺ 4 4
1 2cos3 sin3

t t

y c e t c e t   

 ណដើម្បើដ្ឋរ់លរខខ្ ា ដំបូងណយើងឲ្យ ណយើងទទលួ 4 4
1

2 cos3 sin 3 (24)
2

t t

y e t e t    បាៃជា
ចណម្លើយនៃសម្ើការមៃលរខខ្ ា  

របូភារ2.4.3: ចណម្លើយទូណៅនៃ16 '' 8 ' 145 0 , (0) 2 , '(0) 1y y y y y       
 

 
លហំាត ់
 រនុងលំហាត់ៃើម្យួៗរើ 1 ដល់ 6  ណព្បើរូបម្ៃតរបស់ Euler  ណដើម្បើសរណសររណៃាម្ដដលផដល់ឲ្យរនុង
ទព្ម្ង់a ib ។ 

1 2 2 3

2 ( )
2

1 1 2

1. 2.

3. 4.

5. 2 6.

i i

i
i

i i

e e

e e






 



  

 

 រនុងលំហាត់ៃើម្យួៗរើ7ដល់16។ ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 
7. '' 2 ' 2 0

8. '' 2 ' 6 0

9. " 2 ' 8 0

10. " 2 ' 2 0

11. " 6 ' 13 0

12. 4 " 9 0

13. " 2 ' 1.25 0

14. 9 '' 9 ' 4 0

15. " ' 1.25 0

16. " 4 ' 6.25 0

y y y

y y y

y y y

y y y

y y y

y y

y y y

y y y

y y y

y y y

  

  

  

  

  

 

  

  

  

  
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 រនុងលំហាត់ៃើម្យួៗរើ17  ដល់ 22  ។ ររចណម្លើយនៃសម្ើការដដលមៃលរខខ្ ា ។ គូសព្កាបនៃ
ចណម្លើយៃិងរ ៌ា នារើលរខ ៈរបស់វាសព្មប់ការណរើៃណ ើង t។ 
17. " 4 0 , (0) 0, '(0) 1

18. '' 4 ' 5 0 , (0) 1, '(0) 0

19. " 2 ' 5 0 , ( ) 0 , '( ) 2
2 2

20. '' 0, ( ) 2 , '( ) 4
3 3

21. '' ' 1.25 0 , (0) 3 , '(0) 1

22. '' 2 ' 2 0 , ( ) 2, '( ) 2
4 4

y y y y

y y y y y

y y y y y

y y y y

y y y y y

y y y y y

 

 

 

   

    

    

    

    

     

 

23.ណគមៃសម្ើការមៃលរខខ្ ា ៈ3 " ' 2 0 , (0) 2 , '(0) 0u u u u u      
)a ររចណម្លើយ ( )u t នៃលំហាត់ណៃះ 
)b ររណរលដំបូងណរលដដល ( ) 10u t  ។ 

24.ណគឱ្យសម្ើការមៃលរខខ្ ា  : 5 '' 2 ' 7 0 , (0) 2 , '(0) 1u u u u u      
)a ររចណម្លើយ ( )u t លំហាត់ណៃះ 
)b ររT តូចបំផុតដដល ( ) 0.1u t  ព្គប់ t T ។ 

25.ណគឱ្យសម្ើការមៃលរខខ្ ា : '' 2 ' 6 0 , (0) 2 , '(0) 2y y y y y        
)a ររចណម្លើយ ( )y t នៃលំហាត់ណៃះ 
)b ររ ណដើម្បើឱ្យ 0y  ណៅណរល 1t  ។ 
)c ររអៃុគម្ៃ៍ម្យួនៃ  តនម្លវជិាមៃតូចបំផុតនៃ t ដដល 0y   
)d រំ ត់លើម្ើតនៃរណៃាម្ដដលបាៃររណ ើញរនុងដផនរ ( )c ណរល ។ 

26.ណគមៃសម្ើការមៃលរខខ្ ា ដូចខាងណព្កាម្៖ 
2" 2 ' ( 1) 0 , (0) 1 , '(0) 0y ay a y y y       

)a ររចណម្លើយ ( )y t នៃលំហាត់ណៃះ 
)b ណបើ 1a   ររT តូចបំផុតណរលដដល ( ) 0.1y t  ដដល t T  
)c ជសួរនុងដផនរ ( )b ណបើ 1 1

,
4 2

a  ៃិង 2  
)d  ណព្បើលទធផលរនុងដផនរ ( )b  ៃិង ( )c   ចូរណព្បៀបណធ្ៀប T  ៃិង a  ណ ើយរិរ ៌ា នារើទំនារ់ទំៃង
រវាងT ៃិង a ។ 

27.បរហ ញថ្ន 2( cos , sin )t t tW e t e t e     ។ 
 
 
 
 



64 
 

28.រនុងលំហាត់ណៃះណយើងៃឹងណធ្វើផលដរណដរ ើណវនៃរូបម្ៃតរបស់Euler។ 
)a  បរហ ញថ្ន 1( ) cosy t t  ៃិង 2 ( ) siny t t  ជាសំ ំុព្គឹះនៃចណម្លើយរបស់សម្ើការ " 0y y 

 ណ ើយបរហ ញថ្នវាជាចណម្លើយៃិងWronskian របស់វាមិ្ៃណសមើសូៃយណនាះណទ។ 
)b  បរហ ញថ្ន ity e  ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ " 0y y   នាឲំ្យ

1 2cos sin ( )ite c t c t i   សព្មប់
ចំៃៃួរិត 1c  ៃិង 2c ។ ណ តុអវើដូណចាន ះ? 

)c ណបើ 0t  រនុងសម្ើការ ( )i ណដើម្បើបរហ ញថ្ន 1 1c  ។ 
)d  សៃមតថ្នសម្ើការ (14)  គឺរិតណដ្ឋយដបងដចរសម្ើការ ( )i  ៃិងឲ្យ 0t   ណដើម្បើសៃនិដ្ឋា ៃថ្ន

2c i  ។ ណព្បើតនម្ល 1c ៃិង 2c រនុងសម្ើការ ( )i ណឆ្ព ះណៅរររូបម្ៃតរបស់ Euler។ 
29.ណព្បើរូបម្ៃតEulerបរហ ញថ្ន: cos ( ) / 2 , sin ( ) / 2it it it itt e e t e e i      
30. ណបើ rte ព្តូវបាៃផដល់ណដ្ឋយសម្ើការ (13)បរហ ញថ្ន 1 2 1 2( )r r t r t r t

e e e


 សព្មប់ចំៃៃួរំុផលិច 1r ៃិង 2r ។ 
31. ណបើ rte ព្តូវបាៃផដល់ណដ្ឋយសម្ើការ (13)បរហ ញថ្ន rt rtd

e re
dt

 សព្មប់ចំៃៃួរំុផលិច r ។ 
32.ាងអៃុគម្ៃ៍មៃតនម្លរិត p ៃិង qជាប់ណលើចណនាល ះណបើរ I ៃិងាង ( ) ( ) ( )y t u t iv t    
ជាចណម្លើយមៃតនម្លជារំុផលិចនៃសម្ើការ '' ( ) ' ( ) 0 ( )y p t y q t y i     ដដល u  ៃិង v  ជាអៃុគម្ៃ៍មៃតនម្ល   
រិត។ បរហ ញថ្នu ៃិង v រ៏ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ ( )i ។ 
គៃលឹះដំណណាះព្សាយ៖ ជំៃួស ( )y t រនុងសម្ើការ ( )i ៃិងដបងដចរដផនររិតៃិងដផនរៃិមិ្តត។ 
33.  ណបើអៃុគម្ៃ៍ 1y  ៃិង 2y  ជាចណម្លើយមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃសម្ើការ " ( ) ' ( ) 0y p t y q t y    ។ 
បរហ ញថ្នរវាងសូៃយជាប់ោន នៃ 1y  មៃម្យួៃិងសូៃយដតម្ួយនៃ 2y  ។ សមា ល់ថ្នលទធផលណៃះព្តូវបាៃ
បរហ ញណដ្ឋយចណម្លើយ 1( ) cosy t t ៃិង 2 ( ) siny t t នៃសម្ើការ " 0y y  ។ 
 រស្ស្រមរស្រមួលអ្ផលរ 
 ណគមៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលជាម្យួៃឹងណម្គុ អណថ្រ 

" ( ) ' ( ) 0 ( )y p t y q t y i     
អាចដ្ឋរ់បាៃរនុងទព្ម្ង់សម្ព្សបណព្ចើៃសព្មប់ការដសវងររចណម្លើយណដ្ឋយណធ្វើឲ្យមៃការបតូរអណថ្រឯររាជយ
ៃិងឬរ៏អណថ្រមិ្ៃឯររាជយ។ ណយើងបរហ ញគំៃិតទាងំណៃះរនុងលំហាត់34ដល់42។ ជារិណសសរនុងដំណណាះ
ព្សាយលំហាត់34  ណយើងរំ ត់លរខខ្ ា ដដលសម្ើការ ( )i  អាចបដម្លងណៅជាសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលម្យួ
ដដលមៃណម្គុ ជាចំៃៃួណថ្រៃិងណដ្ឋយណ តុណៃះវាមៃភាររយព្សួលរនុងការណដ្ឋះព្សាយ។ លំហាត់
35ដល់ 42ផដល់ការអៃុវតតនៃវធិ្ើសាង្គ្សតណៃះ។ 
34.  រនុងលំហាត់ណៃះណយើងរំ ត់លរខខ្ ា ណៅណលើ p  ៃិង q  ដូចដដលសម្ើការ ( )i  អាចបដម្លងណៅជាសម្ើ
ការម្យួដដលមៃណម្គុ ជាចំៃៃួណថ្រណដ្ឋយផ្លល ស់បដូរនៃអណថ្រឯររាជយ។ ាង ( )x u t  ជាអណថ្រឯររាជយ
ថ្មើដដលទំនារ់ទំៃងរវាង x ៃិង t ៃឹងព្តូវបាៃបញ្ា រ់ណៅណរលណព្កាយ។ 

)a បរហ ញថ្ន  

 
22 2 2

2 2 2
,

dy dx dy d y dx d y d x dy

dt dt dx dt dt dx dt dx

 
   

 
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)b បរហ ញថ្នសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល ( )i មៃទព្ម្ង់ 

 
2 2 2

2 2
( ) ( ) 0 ( )

dx d y d x dx dy
p t q t y ii

dt dx dt dt dx

  
     

   
 

)c  រនុងលំដ្ឋប់សព្មប់សម្ើការ ( )ii  មៃណម្គុ ជាចំៃួៃណថ្រ ណម្គុ នៃ
2

2

d y

dx
 ណ ើយព្តូវដតសមមព្ត។ 

ណបើ ( ) 0q t  ណនាះណយើងអាចណព្ជើសណរ ើសយរចំៃៃួរិតនៃសមមព្តណៅៃឹង1ដូណចនះ   
   

1

2( ) ( ) ( )x u t q t dt iii    

)d  តនម្ល x  ដដលបាៃណព្ជើសណរ ើសរនុងដផនរ ( )c  បរហ ញថ្នណម្គុ នៃ dy

dx
 រនុងសម្ើការ ( )ii  រ៏ជាចំៃៃួណថ្រ

ដដលបាៃផដល់ជារណៃាម្៖ 

 
3

2

'( ) 2 ( ) ( )
( )

2 ( )

q t p t q t
iv

q t

  

ជាចំៃៃួណថ្រម្ួយ។ ដូណចនះសម្ើការ ( )i អាចបដម្លងណៅជាសម្ើការម្យួដដលមៃណម្គុ ជាចំៃៃួណថ្រណដ្ឋយ

ផ្លល ស់បដូរអណថ្រឯររាជយដដលផដល់ថ្នអៃុគម្ៃ៍៖
3

2( ' 2 ) /q pq q ជាចំៃៃួណថ្រម្យួ។ 
 ណតើលទធផលណៃះព្តូវដរដព្បយ ងដូចណម្ដចណបើ ( ) 0q t  ? 
រនុងលំហាត់ៃើម្យួៗ 35  ដល់ 37  បដម្លងសម្ើការដដលផដល់ឲ្យណៅជាសម្ើការម្យួដដលមៃណម្គុ ជា
ចំៃៃួណថ្រណដ្ឋយវធិ្ើសាង្គ្សតនៃលំហាត់ទើ34។ ណបើវាអាចណៅរចួ ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការដដលណគឲ្យៈ 

2

2

2 3

35. " ' 0

36. " 3 ' 0

37. " ( 1) ' 0 0

ty y e y t

y ty t y t

ty t y t y t

      

      

      

 

 សម្ើការ Euler : 
38 ណគមៃសម្ើការម្យួនៃទព្ម្ង់ 2 " ' 0 , 0t y ty y t      ដដល ,   ជាចំៃួៃណថ្រព្តូវបាៃណគ

ណៅថ្នសម្ើការ Euler  ។ បរហ ញថ្នការជំៃសួ lnx t  បដម្លងសម្ើការ Euler  ម្យួណៅជាសម្ើការដដល
មៃណម្គុ ណថ្រម្ួយ។ សម្ើការEuler ព្តូវបាៃណគសិរាសុើជណព្ៅរនុងដផនរបៃត។ 
រនុងលំហាត់ៃើម្យួៗរើ 39  ដល់ 42  ។ណព្បើលទធផលនៃលហំាត់ 38  ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការដដល
ឱ្យសព្មប់ 0t  ។ 

2

2

2

2

39. " ' 0

40. " 4 ' 2 0

41. " 3 ' 1.25 0

42. " 4 ' 6 0

t y ty y

t y ty y

t y ty y

t y ty y

  

  

  

  
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៣.៥ ឫសឌុរ និង ការរស្រងួមច្នលោំរ ់
រនុងដផនរដំបូង ណយើងបរហ ញរើរណបៀបណដ្ឋះព្សាយនៃសម្ើការ  
  " ' 0ay by cy      1  
ណៅណរលឫសនៃសម្ើការសមា ល់ 
  2 0ar br c      2  
អាចជាចំៃួៃរិតខុ្សោន  ឬជាចំៃៃួរំុផលិចឆ្ល ស់ ។ ឥ ូងណយើងគិតររ ើ ទើបើដដលអាចណៅរចួ ណ លគឺថ្ន
ឫសទាងំរើរ 1r ៃិង 2r  គឺណសមើោន  ។  ររ ើ ណៃះអាចណរើតណ ើង ណរលឌ្ើព្គើម្ើ ង់ 2 4 0b ac   ណ ើយវាណធ្វើ
ាម្រូបម្ៃតកាព្ដ្ឋទើរ 
  1 2

2

b
r r

a


      3  

ឫសទាងំរើរផដល់ចណម្លើយដូចោន  
    /2

1

bt ay t e     4  

នៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  1  ណ ើយវា អាចររចណម្លើយទើរើរបាៃ 2 1 2

1

Pdx

e
y y dx

y


   

  /2

2

bt ay t te ។ 
 

ឧទា រ ៍ទើ១៖ ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 
  '' '4 4 0y y y      5  
សម្ើការសមា ល់ 
   

22 4 4 2 0r r r      
ដូចណៃះ 1 2 2r r   ។ ដូណចនះចណម្លើយម្ួយនៃសម្ើការ  5 គឺ   2

1

ty t e  ។ ណដើម្បើររចណម្លើយទូណៅនៃ 
សម្ើការ  5   ណយើងព្តូវររចណម្លើយណលើរទើរើរដដលមិ្ៃដម្ៃជារ ុគុ នៃ 1y  ។ ចណម្លើយទើរើរអាចររបាៃ
ាម្ណដ្ឋះព្សាយជំៃសួ    1y v t y t   រនុងសម្ើការ  1   ណ ើយណព្បើចណម្លើយសម្ើការណដើម្បើររ  v t   ណដ្ឋយ
ចាប់ណផដើម្  
        2

1

ty v t y t v t e     6  
ណយើងមៃ 
     ' ' 2 22t ty v t e v t e      7  
ៃិង 
       '' '' 2 ' 2 24 4t t ty v t e v t e v t e        8  
ណដ្ឋយជំៃសួរណៃាម្  6 ,  7 &  8 រនុងសម្ើការ  5  ណយើងទទលួបាៃ 
           '' ' ' 24 4 8 4 0tv t v t v t v t v t e        
ដដលណផទៀងផ្លទ ត់បាៃ 
   '' 0v t     9  
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ដូណចនះ    '

1v t c  
ៃិង     1 2v t c t c     10  
ដដល 1 2&c c ជាចំៃៃួណថ្រណាម្យួ ។ ចុងណព្កាយ ជំៃសួ  v t រនុងសម្ើការ  6  ណយើងមៃ 
  2 2

1 2

t ty c te c e     11  
រនុងដផនរទើរើរ ណៅខាងសាដ នំៃសម្ើការ  11  ដដលចណម្លើយព្តូវោន ៃឹង    1 exp 2y t t   ប ុដៃដចណម្លើយទើ
ម្យួណរើតណ ើងរើចណម្លើយទើរើរ ណ លគឺ    2 exp 2y t t t   ។ ចណម្លើយទាងំរើរជារ់ដសដងគឺមិ្ៃសមមព្ត 
ប ុដៃដណយើងអាចណផទៀងផ្លទ ត់ថ្នចណម្លើយទាងំរើរជាលើណៃដអ រមិ្ៃអាព្ស័យ ណដ្ឋយគ នាាម្  Wronskian 

    
 

2 2

4 4 4 4

1 2 2 2
, 2 2 0

2 1 2

t t

t t t t

t t

e te
W y y t e te te e

e t e

 

   

 
     
 

 

ដូណចនះ    2

1 2   ,     t ty t e y t te      12  
ទព្ម្ង់បណងកើតជាសំ ំុនៃចណម្លើយព្គឹះនៃសម្ើការ  5  ណ ើយចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការផដល់ណដ្ឋយ   សម្ើការ 
 11 ។ ចំណាថំ្ន  1y t ៃិង  2y t  ទាងំរើរខិ្តជិតសូៃយ កាលណា t   ជាលទធផលព្គប់ចណម្លើយទាងំ
អស់នៃសម្ើការ  5  មៃរនុងវធិ្ើណធ្វើណៃះ។ ព្កាបនៃចណម្លើយគឺបរហ ញរនុងរូប 2.5.1 

រូបភារ2.5.1 
 

៣.៥.១ វិធីាស្តសតផោោះស្រាយទូផៅ 
វធិ្ើដដលណព្បើរនុងឧទា រ ៍១ អាចព្តូវបាៃណព្បើរនុងចណម្លើយទូណៅដដលមៃសម្ើការសមា ល់មៃឫសឌុ្ប 
។ ណៃះណយើងអាចសៃមតថ្ន ណម្គុ រនុងសម្ើការ  1  ណផទៀងផ្លទ ត់ 2 4 0b ac   រនុងររ ើ ដដល 
    /2

1

bt ay t e  
គឺជាចណម្លើយម្ួយ ។ បនាទ ប់ម្រណយើងសៃមតថ្ន 
        /2

1

bt ay v t y t v t e     13  
ៃិងជំៃសួរនុងសម្ើការ  1  ណដើម្បើរំ ត់  v t  ។ ណយើងមៃ 
     ' ' /2 /2

2

bt a bt ab
y v t e v t e

a

      14  
ៃិង 

       
2

'' '' /2 ' /2 /2

24

bt a bt a bt ab b
y v t e v t e v t e

a a

        15  
បនាទ ប់ម្រ ជំៃសួរនុងសម្ើការ  1 ។ ណយើងមៃ 
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           
2

'' ' ' /2

2
0

4 2

bt ab b b
a v t v t v t b v t v t cv t e

a a a


    

         
    

  16  

លុបណចាលរាត /2e bt a  ដដលមិ្ៃសូៃយ ណ ើយណយើងទទលួបាៃ 

        
2 2

'' ' 0
4 2

b b
av t b b v t c v t

a a

 
       

 
   17  

តទួារ់ទង  'v t  គឺចាស់ជាសូៃយ ។ ម្ា ងណទៀត ណម្គុ នៃ  v t គឺ  2 / 4c b a  គឺសូៃយផងដដរ ណព្ ះ 
2 4 0b ac  រនុងលំហាត់ដដលណយើងណដ្ឋះព្សាយ ។ ណនាះព្ោៃ់ដតជាឧទា រ ៍១សម្ើការ  17  ទទួល
បាៃ 
   '' 0v t   
ដូណចនះ    1 2v t c t c   
ាម្សម្ើការ  13  ណយើងមៃ 
  /2 /2

1 2

bt a bt ay c te c e       18  
ណនាះ y  គឺជាលើណៃដអ របៃសនំៃរើរចណម្លើយ 
     /2 /2

1 2   ,      bt a bt ay t e y t te      19  
Wronskian នៃរើរចណម្លើយណៃះគឺ 

  

/2 /2

/

1 2 /2 /2
,

1
2 2

bt a bt a

bt a

bt a bt a

e te

W y y t eb bt
e e

a a

 



 
  
  

 

   20  

ាម្   1 2,W y y t   គឺមិ្ៃសូៃយ ចណម្លើយ 1y  ៃិង 2y   ផដល់ណដ្ឋយសម្ើការ  19   គឺជាសំ ំុចណម្លើយព្គឹះ ។ 
ម្ ាងវញិណទៀត សម្ើការ  18  គឺជាចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ  1  ណរលឫសនៃសម្ើការសមា ល់គឺណសមើោន ។  
 
ឧទា រ ៍ទើ២៖ ររចណម្លើយនៃតនម្លដំបូង ដដលផដល់ឱ្យរនុងលំហាត់ 
     

1
" ' 0.25 0,     0 2,     ' 0

3
y y y y y        21  

សម្ើការសមា ល់  2 0.25 0r r    
ដូចណៃះឫសគឺ 1 2 1/ 2r r   ។ ណនាះចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលគឺ 
  /2 /2

1 2

t ty c e c e     22  
លរខខ្ ា តនម្លដំបូងគឺ 
    10 2y c   
លរខខ្ ា ទើរើរ ដំបូងណយើងឌ្ើណផរ  ងដសយលសម្ើការ  22  ណ ើយបនាទ ប់ម្ររំ ត់ 0t    
ណៃះបាៃ  '

1 2

1 1
0

2 3
y c c    

ដូចណៃះ 2 2 / 3c   ។ ណនាះ ចណម្លើយនៃតនម្លដំបូងនៃលំហាត់គឺ /2 /22
2

3

t ty e te    23   



69 
 

ព្កាបនៃចណម្លើយបរហ ញរនុងរូបភារ 2.5.2  

រូបភារ2.5.2  
 
សផងេរខែរមារ  
ណយើងអាចសណងខបលទធផលដដលណយើងមៃសព្មប់សម្ើការលើណៃដអ រអ ូមូ្ដសៃលំដ្ឋប់រើរដដលមៃណម្
គុ ជាចំៃួៃណថ្រ '' ' 0ay by cy       1  
ាង 1 2,r r  ជាឫសនៃសម្ើការសមា ល់រ ុធា 
  2 0ar br cy       2  
ណបើ 1 2,r r  ជាចំៃួៃរិតប ុដៃតមិ្ៃណសមើោន  ណនាះចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  1  គឺ 
  1 2

1 2

r t r t
y c e c e      24  

ណបើ 1 2,r r  ជាចំៃួៃរំុផលិចឆ្ល ស់ i   ណនាះចណម្លើយទូណៅគឺ 
  

1 2cos sint ty c e t c e t       25  
ណបើ 1 2r r  ណនាះចណម្លើយទូណៅគឺ 
  1 1

1 2

r t r t
y c e c te      26  

៣.៥.២ រស្រងួមច្នលោំរ់  
វធិ្ើណព្បើរើមុ្ៃ ណៅរនុងដផនរសព្មប់សម្ើការមៃណម្គុ ណថ្រ គឺជាវធិ្ើធ្ម្មា ។ សៃមតថ្នណយើងដឹង

ចណម្លើយម្យួ  1y y  ដដលមិ្ៃសូៃយនៃ 
     ''' 0y p t y q t y      27  
ណដើម្បើររចណម្លើយទើរើរ ាង 
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     1 ;y v t y t     28  
ណនាះ 
         ' ' '

1 1y v t y t v t y t   
ៃិង 
           '' '' ' ' ''

1 1 12y v t y t v t y t v t y t    
ជំៃសួ ' '', ,y y y  រនុងសម្ើការ  27  ណម្គុ នៃ រនុងសម្ើការ គឺសូៃយ ដូចណៃះសម្ើការទទលួបាៃ 
     '' ' ' '' '

1 1 1 1 1 12 0y v y py v y py qy v         29  
ដដល 1y  ជាចណម្លើយម្យួនៃសម្ើការ  27  ណម្គុ នៃ v   រនុងសម្ើការ  29   គឺសូៃយ ដូចណៃះសម្ើការ 
 29 កាល យជា 
   '' ' '

1 1 12 0y v y py v        30  
ផទុយរើការបរហ ញ សម្ើការ  30   គឺរិតជាសម្ើការលំដ្ឋប់ម្យួ សព្មប់អៃុគម្ៃ៍ 'v  ណ ើយអាចណដ្ឋះ
ព្សាយបាៃទាងំសម្ើការលើណៃដអ រាម្លំដ្ឋប់ ឬសម្ើការដញរណចញ ។ ម្យួណទៀត 'v  ព្តូវបាៃររណ ើញ 
ណ ើយ v   គឺមៃណដ្ឋយការណធ្វើអាងំណតព្កាល ។ ចុងណព្កាយ y  គឺរំ ត់ណដ្ឋយសម្ើការ  28  ។ វធិិ្ណៃះគឺ
ណៅថ្នវធិ្ើនៃការបព្ងួម្លំដ្ឋប់ ណព្ ះជំហាៃសំខាៃ់គឺ ចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលំដ្ឋប់ម្យួ
សព្មប់ 'v   ជាជាងសម្ើការណដើម្លំដ្ឋប់រើរសព្មប់ y   ។ ណទាះបើជាោ ងណា វាអាចណៅរចួរនុងការសរ
ណសរទព្ម្ង់សព្មប់  v t ណយើងៃឹងជំៃសួណដ្ឋយបរហ ញរើរណបៀបដដលវធិិ្ណដ្ឋះព្សាយណដ្ឋយឧទា រ ៍។ 
 
ឧទា រ ៍ទើ៣ ណដ្ឋយថ្ន   1

1y t t គឺជាចណម្លើយម្ួយនៃ 
   2 '' '2 3 0,      0t y ty y t       31  
ចូរររចណម្លើយមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រទើរើរ 
ណយើងរំ ត់   1y v t t  ណនាះ 
  ' ' 1 2 '' '' 1 ' 2 3,       2 2y v t vt y v t v t vt          
ជំៃសួ ' '', &y y y រនុងសម្ើការ  31  ណ ើយផាុ ំត ួណយើងបាៃ 

 
   

   

 

2 '' 1 ' 2 3 ' 1 2 1

'' ' 1 1 1

'' '

2 2 2 3

2 4 3 4 3

2 0                                                                 32

t v t v t vt t v t vt vt

tv v t t t v

tv v

     

  

    

      

  

 

ចំណាថំ្ន ណម្គុ នៃ v   គឺសូៃយ វាអាចណៅរចួ ណៃះផដល់ៃូវការរិៃិតយដ៏មៃព្បណោជៃ៍ណលើរើជគ ិត
របស់អនរ។ 
 ដញរណចញរើអណថ្ររនុងសម្ើការ  32  ៃិងររ  'v t  ណយើងណ ើញថ្ន 
   ' 1/2v t ct  
ណនាះ    3/22

3
v t ct k   



71 
 

ណយើងបាៃ 1/2 12

3
y ct kt     33  

ដដល ,c k  ជាចំៃៃួណថ្រណាម្ួយ ។ ណ ើយដផនរទើរើរ ណៅខាងសាដ នំៃសម្ើការ  33  គឺជារ ុគុ នៃ 
 1y t  ណ ើយអាចធាល រ់ចុះ ប ុដៃដតួដំបូងផដល់ចណម្លើយមិ្ៃអាព្ស័យថ្មើម្យួ ។ ការណធ្វសព្បដ សគុ ៃឹង

ចំៃៃួណថ្រ ណយើងមៃ   1/2

2y t t   
 
លហំាត ់
ណៅរនុងលំហាត់ 1  ដល់ 12   ចូរររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលដដលផដល់ឱ្យ ៃិងមៃសុរល
ភាររនុងចណនាល ះណរលណាម្ួយ មិ្ៃរាប់បញ្ចូ លចំ ុចឯរា 

'' '1.  2 0y y y       '' '2. 6 0y y y    
'' '3.  4 4 3 0y y y       '' '4.  4 12 9 0y y y    

'' '5.  2 10 0y y y       '' '6.  6 9 0y y y    
'' '7.  4 17 4 0y y y      '' '8.  16 24 9 0y y y    

'' '9.  25 20 4 0y y y      '' '10.  2 2 0y y y    
រនុងលំហាត់ 11 ដល់14   ចូរណដ្ឋះព្សាយលំហាត់ចំណ ះតនម្លដំបូងដដលផដល់ឱ្យ។ គូរព្កាបនៃចណម្លើយ ៃិង
រ ៌ា នាណរល t  ណរើៃ 

   

   

   

   

'' ' '

'' ' '

'' ' '

'' ' '

11.  9 12 4 0,      0 2,      0 1

12.  6 9 0,           0 0,      0 2

13.  9 6 82 0,       0 1,    0 2

14.  4 4 0,            1 2,    1 1

y y y y y

y y y y y

y y y y y

y y y y y

     

    

     

      

 

15.  គិតរើតនម្លដំបូងនៃលំហាត់ 
      '' ' '4 12 9 0,       0 1,       0 4y y y y y       
ចូរណដ្ឋះព្សាយតនម្លដំបូងលំហាត់ ៃិងណៅចំ ុចរបស់វាចំណ ះ0 5t   
B…រំ ត់ទើាងំនៃចណម្លើយមៃតនម្លសូៃយ 
រំ ត់រូអរណដ្ឋណៃ  0 , ot y នៃចំ ុចអបបបរម 
បដូរតនម្លលរខខ្ ា ទើរើរនៃ  0y b   ណ ើយររចណម្លើយនៃអៃុគម្ៃ៍ b ។ បនាទ ប់ម្រររតនម្លសំខាៃ់នៃb

ដដលដញរចណម្លើយដតងដតវជិាមៃដល់អវជិាមៃ។ 
16.  គិតរើការដព្បព្បួលខាងណព្កាម្ នៃតនម្លលំហាត់ រនុងឧទា រ ៍ 2  

    '' ' '0.25 0,        0 2,       0y y y y y b      
ររចណម្លើយនៃអៃុគម្ៃ៍ ៃិងរំ ត់តនម្លសំខាៃ់នៃ ដដលដញរចណម្លើយរើវជិាមៃដល់អវជិាមៃ ។ 
17.  គិតរើតនម្លដំបូងនៃលំហាត់ 

   '' ' '4 4 0,      0 1,       0y y y y y b      
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ណដ្ឋះព្សាយតនម្លដំបូងលំហាត់ ៃិងណៅចណម្លើយ 
រំ ត់រូអរណដ្ឋណៃ  0 , ot y  នៃចំ ុចអតិបរម 

a) បដូរលរខខ្ ា ដំបូងទើរើរ  0 0y b   ណ ើយររចណម្លើយនៃអៃុគម្ៃ៍ b  

b) រររូរអរណដ្ឋណៃ  ,M Mt y   នៃចំ ុចអតិបរមរនុងតនួៃ b  ។ រិរ ៌ា នាចំ ុចអាព្ស័យ Mt  ៃិង 
My  ណលើ b  កាលណា b ណរើៃ ។ 

18.   គិតរើតនម្លដំបូងនៃលំហាត់ 

     '' ' '9 12 4 0,       0 0,       0 1y y y y a y         
ណដ្ឋះព្សាយតនម្លដំបូងលំហាត់ 
ចូរររតនម្លសំខាៃ់នៃ a  ដដលដញរចណម្លើយរើអវជិាមៃ ណៅវជិាមៃ 
19.  ណបើឫសនៃសម្ើការសមា ល់ជាចំៃៃួរិត បរហ ញថ្នចណម្លើយនៃ '' ' 0ay by cy     អាចយរតនម្ល
សូៃយបាៃណព្ចើៃបំផុតដតម្ដង ។ 
លំហាត់20ដល់ 22បរហ ញរើវធិ្ើណផសងៗនៃការររចណម្លើយទើរើរ ណៅណរលសម្ើការសមា ល់មៃ   ឫសឌុ្ប 
20. គិតរើសម្ើការ '' ' 22 0y ay a y     ។ បរហ ញថ្នឫសនៃសម្ើការសមា ល់គឺ 1 2r r a     ដូចណៃះ
ចណម្លើយម្យួនៃសម្ើការគឺ ate  
ណព្បើរូបម្ៃតAbel ចូរបរហ ញថ្ន Wronskian នៃចណម្លើយរើរនៃសម្ើការផដល់ឱ្យគឺ 

         ' ' 2

1 2 1 2 1

atW t y t y t y t y t c e    ដដល 1c  ជាចំៃួៃណថ្រ។ 
ាង  1

aty t e  ៃិងចណម្លើយនៃដផនរ  b  បរហ ញថ្នចណម្លើយរើរគឺ  2

aty t te  
21.   ឧបមថ្ន 1r  ៃិង 2r   ជាឫសនៃ 2 0ar br c     ៃិង 1 2r r  ណ ើយ 1r t

e   ៃិង 2r t
e ជាចណម្លើយសម្ើ

ការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល '' ' 0ay by cy     ។ បរហ ញថ្ន        1 2 2 1 2 1; , exp /t r r r t ext rt r r       
ជាចណម្លើយនៃសម្ើការផងដដរ ចំណ ះ 1 2r r ។  បនាទ ប់ម្រគិតចំណ ះ 1r  គឺជាចំ ុចៃឹង ៃិងណព្បើចាប់ 
L’Hospital ណដើម្បើរំ ត់  1 2; ,t r r   កាលណា 2 1r r   ណដ្ឋយមៃចណម្លើយទើរើររនុងររ ើ ឫសណសមើ
ោន  ។ 

22. 
ណបើ 2 0ar br c    មៃឫសណសមើ 1r  បរហ ញថ្ន 

        
'' ' 2

1                rt rt rt rt rtL e a e b e ce a r r e i         
ណៅដផនរខាងសាដ នំៃសម្ើការ  i   គឺសូៃយ ណរល 1r r    គឺថ្ន  1exp rt   ជាចណម្លើយនៃ
  '' ' 0L y ay by cy     
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សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  i   ដដលតនម្ល r   ណ ើយផ្លល ស់បដូរឌ្ើណផរ  ង់ដសយលជាម្យួតនម្ល r  ៃឹងតនម្ល 1r  
ដូចណៃះបរហ ញថ្ន 

     
2

1 12        rt rt rt rt rtL e L e L e ate r r ae r r ii
r r

  
                

ដដលដផនរខាងសាដ នំៃសម្ើការ  ii   គឺសូៃយ ណរល 1r r   រមួ្បញ្ចូ លទាងំ  1exp r t   ជាចណម្លើយម្យួផងដដរ
នៃ   0L y   
 
រនុងលំហាត់ 23 ដល់ 30   ណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតការបព្ងួម្នៃលំដ្ឋប់ ណដើម្បើររចណម្លើយទើរើរដដលផដល់ណដ្ឋយសម្ើ
ការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 

 

 

 

     

2 '' ' 2

1

2 '' '

1

2 '' ' 1

1

2 '' '

1

'' ' 3

23.  4 6 0,       0;      

24.  2 2 0,       0;      

25.  3 0,         0;       

26.  2 2 0,      0;       

27.  4 0,       

t y ty y t y t t

t y ty y t y t t

t y ty y t y t t

t y t t y t y t y t t

xy y x y x



    

    

    

      

    

   

   

   

2

1

'' '

1

2 '' 1/4 2

1

2 '' ' 2 1/2

1

0;        sin

28.  1 0,      1;       

29.  0.1875 0,       0;        

30.  0.25 0,       0;       sin

x

x

y x x

x y xy y x y x e

x y x y x y x x e

x y xy x y x y x x x

 

     

    

     

 

31.   សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  '' ' 0xy x N y Ny     
ដដល N  ជាអាងំណតព្កាលមិ្ៃអវជិាមៃ ដដលបាៃរិភារាណដ្ឋយអនរៃិរៃធជាណព្ចើៃ។ ណ តុផលម្យួ
ណទៀត វាគឺគរួឱ្យចាប់អារម្ម ៍ដដលថ្ន ចណម្លើយអិចសបូ ង់ដសយល ៃិងចណម្លើយជារ ុធា ។ 

a) ណផទៀងផ្លទ ត់ចណម្លើយម្យួគឺ  1

xy x e  
b) បរហ ញថ្នចណម្លើយទើរើរមៃទព្ម្ង់  2

x N xy x ce x e dx   ។ គ នា  2y x  
 ចំណ ះ 1N   ៃិង 2N   ដដល 1/ !c N   

  
 

2

2 1 ...
! 2! !

Nx x x
y x

x N
    

 

ចំណាថំ្ន  2y x  ជាតដំួបូង 1N   រនុង 0x   ចំណ ះណស រ ើនតល័រ xe  គឺចំណ ះ  1y x  
32.   សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  

   '' ' 0y x y y    
ណផទៀងផ្លទ ត់    2

1 exp / 2y x x  ជាចណម្លើយម្យួ ៃិងររចណម្លើយទូណៅរនុងទព្ម្ង់នៃអាងំណតព្កាល 
33.   វធិ្ើសាង្គ្សតលំហាត់20 អាចបញ្ចូ លសម្ើការលំដ្ឋប់រើរ ជាម្យួណម្គុ អណថ្រ។ ណបើ 1y  
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 ជាចណម្លើយមិ្ៃដម្ៃជាចណម្លើយនៃ     0y p t y q t y     បរហ ញថ្នចណម្លើយទើរើរ 2y  ណផទៀងផ្លទ ត់  

    2

2 1 1 2 1/ , /y y W y y y   ដដល  1 2,W y y  ជា Wronskian នៃ 1y   ៃិង 2y   ។ បនាទ ប់ម្រណព្បើទព្ម្ង់ 
Abel សម្ើការ(8)ដផនរ3.3 រំ ត់ 2y  
រនុងលំហាត់ 34ដល់37 ណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតនៃលំហាត់ រំ ត់ចណម្លើយមិ្ៃអាព្ស័យដដលផដល់ណដ្ឋយសម្ើការ 

 

   

2 '' ' 1

1

'' ' 3 2

1

34.  3 0,       0;       

35.  4 0,      0;       sin

t y ty y t y t t

ty y t y t y t t

    

    
 

៣.៦. សមីការមិនអ្ូម៉ូស្សននិង វិធីាស្តសតច្នផមគុណមិនកំណត់ 
 ណបើណយើងព្ត ប់ណៅណម្ើលសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដ សៃ 

         '' ' 1L y y p t y q t y g t     
ដដល ,p q ៃិង g ព្តូវបាៃណអាយអៃុគម្ៃ៍ណៅណលើចណនាល ះណបើរ I ។ សម្ើការ 

        '' ' 0, 2L y y p t y q t y     
ដដល   0g t   ណ ើយ p  ៃិង q  គឺដូចណៅរនុងសម្ើការ  1  ណៅថ្ន សម្ើការអូម្ ូដសៃព្តូវោន ៃឹងសម្ើការ  
 1  ។ លទធផលរើរខាងណព្កាម្ បរព្សាយរើរចនាសម្ព័ៃធនៃដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ  1

ណ ើយផដល់ជាមូ្លដ្ឋា ៃព្គឹះសព្មប់បណងកើតដំណណាះព្សាយទូណៅ។ 

ណដើម្បើបញ្ា រ់លទធផលណៃះ សូម្រត់សមា ល់ថ្ន Y ៃិង 2Y បំណរញសម្ើការ 
           1 2, 4L Y t g t L Y t g t   

ដរសម្ើការទើរើរនៃសម្ើការណៃះណចញរើទើ១ ណយើងបាៃ 
           1 2 0 5L Y t L Y t g t g t     

ណទាះជាោ ងណារ៏ណដ្ឋយ 
     1 2 1 2 ,L Y L Y L Y Y    

ដូចណៃះ សម្ើការ (5) ណៅជា      1 2 0, 6L Y Y t   

ព្ទឹសដើបទ2.6.1៖ ណបើ 1Y  ៃិង 2Y គឺជាចណម្លើយរើរនៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដ សៃ (1) ណនាះភារខុ្សោន រវាង 
1 2Y Y គឺជាដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃព្តូវោន  (2) ។ ណលើសរើណៃះផលបូរ ណបើ 1Y  ៃិង 
2Y គឺជាសំ ំុចណម្លើយព្គឹះនៃសម្ើការ (2) ណនាះ 
         1 2 1 1 2 2 , 3Y t Y t c y t c y t    

ដដល 1c ៃិង 1c គឺជាចំៃួៃណថ្រ។ 
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សម្ើការ (6) បញ្ា រ់ថ្ន 1 2Y Y  គឺជាដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការ (2) ។ ជាចុងណព្កាយ ដំណណាះព្សាយ
ទាងំអស់នៃសម្ើការ (2) អាចបរហ ញជាបៃសលំើណៃដអ រនៃសំ ំុមូ្លដ្ឋា ៃនៃដំណណាះព្សាយាម្ព្ទឹសដើ 
2.2.4, ាម្ដំណណាះព្សាយ 1 2Y Y អាចមៃភសដុាងណរញណលញ។ ដូចណៃះ សម្ើការ (3) គឺព្តូវបាៃ
ណដ្ឋះព្សាយ។  

សព្មយបញ្ា រ់ព្ទឹសដើបទ 
រត់សមា ល់ថ្ន សម្ើការ (3) ររាទុរព្បសិៃណបើណយើងរំ ត់ Y  ជាម្យួៃឹងដំណណាះព្សាយនៃចំៃួៃណថ្រ 
 នៃសម្ើការ (1) ណ ើយ 2y  ជាម្យួៃឹងចណម្លើយរិណសស Y  ។ ាម្សម្ើការ (3) ណយើងបាៃ 

         1 1 2 2 8t Y t c y t c y t     
ដដលសម្មូ្លណៅៃឹងសម្ើការ (7) ។ ណដ្ឋយ គឺជាចណម្លើយណថ្រនៃសម្ើការ (1) រណៃាម្ដដលណៅខាង
សាដ នំៃសម្ើការ (7) រាប់បញ្ចូ លចណម្លើយទាងំអស់នៃសម្ើការ (1) ដូចណៃះណគណៅថ្ន ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើ
ការ (1) ។  
៣.៦.១វិធីាស្តសតផោោះស្រាយ  
ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ      '' 'y p t y q t y g t    ណយើងព្តូវណធ្វើាម្ជំហាៃ ៣ ខាង
ណព្កាម្៖ 
១. ររចណម្លើយទូណៅ    1 1 2 2cy c y t c y t  នៃសម្ើការលើណៃដអ រអូម្ ូដសៃ។ ចណម្លើយណៃះណៅថ្ន ចណម្លើយ
បំណរញ ដដលរំ ត់សរណសរណដ្ឋយ  cy t ។ 
២. ររចណម្លើយម្យួ  py t   នៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ។ ជាទូណៅ ចណម្លើយណៃះ គឺសំណៅណលើសម្ើការជារ់
ោរ់ម្យួមៃរាងដូច  g t ។ 
៣. បូរអៃុគម្ៃ៍      p cy t y t y t  បញ្ចូ លោន ។ 
ចំណា៖ំ ការាង  py t  
អៃុគម្ៃ៍  g t  ាង  py t ណដ្ឋយ 
  1 2

1 2 1 0...n n n

n n n nh t a t a t a t a t a 

           1 2

1 2 1 0...s n n n

p n n ny t t A t A t A t At A 

        
  t

nh t e     1 2

1 2 1 0...s n n n t

p n n ny t t A t A t A t At A e 

        
 

 

cos

sin

t

n

t

n

h t e t

h t e t








    

 

1

1 1 0

1

1 1 0

... cos

... sin

s n n t

p n n

s n n t

n n

y t t A t A t At A e t

t B t B t At A e t

















    

    
 

ចំណា៖ំ ដដល 0,1, 2,...s   ។ណបើោម ៃតនម្ល  cy t  ដូចោន ៃឹង  g t   ណនាះ 0s   ។ ប ុដៃតណបើមៃតនម្ល  cy t

ណាម្យួដូចោន ៃឹង  g t  ណនាះ 1s   

ព្ទឹសដើបទ2.6.2 ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ (1) អាចសរណសរជាទព្ម្ង់ 
         1 1 2 2 7y t c y t c y t Y t     

ដដល 1y   ៃិង 2y  គឺជាសំ ំុព្គឹះនៃសម្ើការអូម្ ូដសៃព្តួតសុើោន  (2) 1c   ៃិង 2c  គឺជាចំៃួៃណថ្រ
ណាម្យួ ណ ើយY  គឺជាចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ (1) ។ 
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ឧទា រ ៍១៖ ររចណម្លើយរិណសសនៃ  2" 3 ' 4 3 9ty y y e    
ចណម្លើយ 
សម្ើការសមា ល់ " 3 ' 4 0y y y   គឺ 2 3 4 0r r   មៃឬស 1 21, 4r r    
អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយ 4

1 2

t t

cy a e a e   
ណ ើយ   23 0t

cg t e y s    ណនាះចណម្លើយរិណសស 2 2 2' 2 '' 4t t t

p p py Ae y Ae y Ae      
យរជំៃសួសម្ើការ(9)ណយើងទទលួបាៃ 
  2 2 1
4 6 4 3

2

t tA A A e e A       

ចណម្លើយរិណសសនៃ  9 គឺ  21
10

2

t

py e   
ឧទា រ ៍២៖ ររចណម្លើយរិណសសនៃ  " 3 ' 4 2sin 11y y y t    

ចណម្លើយ 
ណយើងអាចសៃមតថ្ន  

  sin cospy t A t B t   
ដដល A ៃិង B គឺព្តូវបាៃរំ ត់ ណនាះ 

   ' cos sin , " sin cosp py t A t B t y t A t B t      
ណដ្ឋយជំៃសួរណៃាម្ទាងំណៃះណដ្ឋយ , 'y y ៃិង "y រនុងសម្ើការ (11) ណ ើយផដុ ំោន  ណយើងបាៃ៖ 

     3 4 sin 3 4 cos 2sin 13A B A t B A B t t         
A ៃិង B  ព្តូវដតបំណរញសម្ើការ 

5 3 2, 3 5 0A B A B       
ណគបាៃ   5

17
A   ៃិង 3

17
B  ។ 

ដូចណៃះ ចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការ (11) គឺ  
5 3

sin cos
17 17

py t t t    ។ 
 វធិ្ើសាង្គ្សតបាៃបរហ ញណៅរនុងឧទា រ ៍មុ្ៃអាចព្តូវបាៃណព្បើណៅណរលសម្ើការខាងសាដ គឺំជា 
រ ុធា។ ដូចណៃះ ណដើម្បើររចណម្លើយជារ់ោរ់នៃ  

 2" 3 ' 4 4 1 14y y y t     
ដំបូងសៃមតថ្ន  py t គឺជារ ុធានៃដឺណព្រដូចោន ដដលជាតួមិ្ៃអូម្ ូដសៃណនាះ   2

py t At Bt C   ។ 
 ណដើម្បើសណងខបការសៃិនដ្ឋា ៃរបស់ណយើងរ ូតដល់ចំ ុចណៃះ ព្បសិៃណបើតមិួ្ៃអូម្ ូដសៃ  g t  រនុង
សម្ើការ (1) គឺជាអៃុគម្ៃ៍អិុចសប  ូ ង់ដសយល te ណនាះណគអាចសៃមត់បាៃថ្ន  py t  គឺសមមព្តណៅ
ៃឹងអៃុគម្ៃ៍អិុចសប  ូ ង់ដសយលដូចោន ។ ណបើ  g t គឺជារ ុធា ណនាះណគសៃមត់ថ្ន  py t គឺជារ ុធានៃ
ដឺណព្រដូចោន ។ ណោលការ ៍ដូចោន ណៃះ បនាល យណៅររ ើ ដដល  g t គឺជាផលគុ នៃ២ចំៃៃួ ឬ៣ នៃ
ព្បណភទអៃុគម្ៃ៍ទាងំណៃះ ដូចណៅរនុងឧទា រ ៍បនាទ ប់ៃឹងបរហ ញ។ 
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ឧទា រ ៍ទើ៣៖ ររចណម្លើយជារ់ោរ់នៃ  " 3 ' 4 8 cos 2 15ty y y e t     
រនុងររ ើ ណៃះ ណយើងសៃមត់ថ្ន  py t  គឺជាផលគុ នៃ te  ណ ើយជាបៃសលំើណៃដអ រនៃ sin t  ៃិង cos t

ណគបាៃ 
 ' cos 2 sin 2t t

py t Ae t Be t    
រណៃាម្រើជគ ិតណៃះ មៃលរខ ៈសុាញំាជំាងរនុងឧទា រ ៍មុ្ៃៗ ប ុដៃតវាណធ្វើាម្  

     ' 2 cos 2 2 sin 2t t

py t A B e t A B e t      ៃិង 
     " 3 4 cos 2 4 3 sin 2t t

py t A B e t A B e t       
ណដ្ឋយជំៃសួរណៃាម្ទាងំណៃះរនុងសម្ើការ  15 ណយើងររណ ើញថ្ន A ៃិង B ព្តូវដតណផទៀងផ្លទ ត់  
10 2 8, 2 10 0A B A B     
ណនាះ 10

13
A   ៃិង 2

13
B   

ដូចណៃះ ចណម្លើយជារ់ោរ់នៃសម្ើការ  គឺ  
10 2

cos 2 sin 2
13 13

t tY t e t e t  ។ 
ឧបមថ្ន  g t គឺជាផលបូររើរតួ      1 2g t g t g t  ណ ើយាង 1Y ៃិង 2Y គឺជាចណម្លើយនៃសម្ើការ  

   1" ' 16ay by cy g t    
ៃិង     2" ' 17ay by cy g t    
ណនាះ 1 2Y Y គឺជាចណម្លើយនៃសម្ើការ    " ' 18ay by cy g t   ។ 
 ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការទាងំណៃះ ជំៃសួ z    1 2Y t Y t ណដ្ឋយ រនុងសម្ើការ (18) ណ ើយណព្បើ
ព្បាស់សម្ើការ  16  ៃិង  17 ។ ព្សណដៀងោន  ព្បសិៃណបើ  g t គឺជាផលបូរនៃចំៃួៃរំ ត់ណាម្យួនៃ
ត។ួ ការអៃុវតតដដលសំខាៃ់នៃលទធផលណៃះគឺសព្មប់សម្ើការដដលអៃុគម្ៃ៍មិ្ៃអូម្ ូដសៃរបស់  g t

អាចជាផលបូរ អាចជំៃសួសម្ើការសាម្ញ្ញម្យួចំៃៃួ ណ ើយបដៃេម្ចណម្លើយទាងំអស់។ ឧទា រ ៍ខាង
ណព្កាម្គឺជាការបរព្សាយនៃដំណ ើ រការ។ 
 
ឧទា រ ៍ទើ៤៖ ររចណម្លើយរិណសសនៃ  2" 3 ' 4 3 2sin 8 cos 2 19t ty y y e t e t      
ណដ្ឋយបំដបរខាងសាដ នំៃសម្ើការ (19) ណយើងមៃសម្ើការបាៃចំៃៃួ៣ខាងណព្កាម្៖ 

2" 3 ' 4 3

" 3 ' 4 2sin

" 3 ' 4 8 cos 2

t

t

y y y e

y y y t

y y y e t

  

  

   

 

ចណម្លើយនៃសម្ើការទាងំ៣ណៃះព្តូវបាៃររណ ើញណៅរនុងឧទា រ ៍ ១, ២ ៃិង ៣ ។ 
ដូចណៃះ ចណម្លើយជារ់ោរ់នៃសម្ើការ (19) គឺជាផលបូររបស់វា 
  21 3 5 10 2

cos sin cos 2 sin 2
2 17 17 13 13

t t tY t e t t e t e t      ។ 
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លហំាត ់
រនុងលំហាត់រើ 1 – 12 ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលឱ្យ។ 

2

2 3

2

2 2 2 2

0 0 0 0

1. " 2 ' 3 3 2. " 2 ' 5 3sin 2

3. " 2 ' 3 3 4. " 2 ' 3 4sin 2

5. " 9 6 6. " 2 ' 2

7. 2 " 3 ' 3sin 8. " 3sin 2 cos 2

9. " cos ; 10. " cos ;

11. " ' 4 2sinh ; si

t

t

t t

y y y e y y y t

y y y te y y t

y y t e y y y e

y y y t t y y t t t

u u t u u t

y y y t

     





     

      

     

      

    

   nh
2

12. " ' 2 cosh 2 ; cosh
2

t t

t t

e e
t

e e
y y y t t





 
 

 

 
    

 

 

រនុងលំហាត់រើ 13 – 18 ររចណម្លើយាម្តនម្លណដើម្ដដលបាៃផដល់ឲ្យ។ 
   

   2

13. " ' 2 2 , 0 0, ' 0 1

14. " 4 ' 3 , 0 0, ' 0 2t

y y y t y y

y y t e y y

    

    
 

   

   2

15. " 2 ' 4, 0 1, ' 0 1

16. " 2 ' 3 3 , 0 1, ' 0 0

t

t

y y y te y y

y y y te y y

     

    
 

   

   

17. " 4 3sin 2 , 0 2, ' 0 1

18. " 2 ' 5 4 cos 2 , 0 1, ' 0 0t

y y t y y

y y y e t y y

    

    
 

លំហាត់រើ 19 – 26 រំ ត់ទព្ម្ង់ចណម្លើយរិណសស  py t  នៃសម្ើការណព្បើវធិ្ើនៃណម្គុ មិ្ៃរំ ត់៖
 

 

4 2 3

2 2

19. " 3 ' 2 sin 3 , 20. " ' 1 sin

21. " 5 ' 6 cos 2 3 4 sin ; 22. " 2 ' 2 3 2 cos 4 sin ,

t

t t t t t

y y t t e t y y t t

y y y e t e t t y y y e e t e t t



  

      

         

 

 

2 2 2

2 2 2

23. " 4 ' 4 2 4 sin 2 , 24. " 4 sin 2 6 7 cos 2

25. " 3 ' 2 1 sin 2 3 cos 4 , 26. " 2 ' 5 3 cos 2 2 cos

t

t t t t t

y y y t te t t y y t t t t

y y y e t t e t e y y y t e t te t  

        

         

៣.៧ បដព្ម្បព្មួ្លបា រា ដម្ ព្ត (Variation of Parameters) 
ណៅរនុងដផនរណៃះ ណយើងៃឹងបរព្សាយអំរើវធិ្ើម្យួណទៀតរនុងការររចណម្លើយរិណសសម្យួនៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូ
ដសៃ ។ ចំ ុចសំខាៃ់នៃវធិ្ើបដព្ម្បព្មួ្លបា រា ដម្ ព្តគឺថ្នវាជាវធិ្ើទូណៅម្យួដដលអាចអៃុវតតចំណ ះសម្ើ
ការណាម្យួរ៏បាៃ ណ ើយវាមិ្ៃទាម្ទារការសៃមត់លម្អិតណលើទព្ម្ង់នៃចណម្លើយរបស់វាណនាះណទ។ ជាការ
រិតណាស់ ណយើងៃឹងណព្បើវាណដើម្បើទាញរររូបម្ៃតនៃចណម្លើយរិណសសម្យួនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ 
រលំដ្ឋប់ទើរើរមិ្ៃអ ូម្ ូដសៃ។ 
ឧទា រ ៍១៖ ររចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការ 4 3cscy y t    (1) 
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ណយើងសណងកតណ ើញថ្ន សម្ើការណៃះមៃទព្ម្ង់ខុ្សរើសម្ើការមុ្ៃៗដដលមិ្ៃអាចណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតណម្គុ 
មិ្ៃរំ ត់បាៃ ណដើម្បើររចណម្លើយរិណសសម្យួបាៃណទ រើណព្ ះដផនរមិ្ៃអូម្ ូដសៃ 3csct   ជាទព្ម្ង់ផល
ដចរ (មិ្ៃដម្ៃជាផលបូរ ឬផលគុ ) នៃ sin t  ឬ cos t  ។ ណដ្ឋយដ រ ណយើងណ ើញថ្ន  
សម្ើការអូម្ ូដសៃដដលព្តូវៃឹងសម្ើការ (1) គឺ៖    

4 0y y     (2) 
ណគបាៃចណម្លើយទូណៅនៃ (2) គឺ៖  

  1 2cos 2 sin 2cy t c t c t      (3) 
ណដ្ឋយណព្បើវធិ្ើបដម្លងបា រា ដម្ព្ត ណយើងជំៃសួចំៃៃួណថ្រ 1 2,c c   រនុងសម្ើការ (3) ណដ្ឋយអៃុគម្ៃ៍ 
   1 2,u t u t  ណរៀងោន  ណ ើយបនាទ ប់ម្រ រំ ត់អៃុគម្ៃ៍ទាងំរើរណៃះ ណគបាៃ  

   1 2cos 2 sin 2y u t t u t t    (4)    
ជាចណម្លើយម្យួនៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ (1) ។ 
ណដើម្បើរំ ត់ 1u  ៃិង 2u  , ណយើងព្តូវការជំៃសួ y  រើសម្ើការ (4) ណៅរនុងសម្ើការ (1) ។  
ណដ្ឋយណធ្វើឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណលើ (4) ណយើងបាៃ៖ 

       1 2 1 2' 2 sin 2 2 cos 2 cos 2 sin 2y u t t u t t u t t u t t        (5) 
ណដ្ឋយលទធភាររនុងការណព្ជើសណរ ើស 1u  ៃិង 2u   មៃណព្ចើៃ ដូណចនះណយើងៃឹងតព្មូ្វឲ្យ រើរតួខាងចុងនៃ (5) 
ណសមើសូៃយ ណគបាៃ៖  

   1 2cos 2 sin 2 0u t t u t t      (6) 
ណគបាៃសម្ើការ (5) កាល យណៅជា ៖ 

   1 2' 2 sin 2 2 cos 2y u t t u t t          (7) 
ណដ្ឋយណធ្វើឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណលើ (7) ណគបាៃ៖ 

       1 2 1 24 cos 2 4 sin 2 2 sin 2 2 cos 2y u t t u t t u t t u t t            (8) 
ជំៃសួ (4) ៃិង (8) ណៅរនុង (1)៖ 

   1 22 sin 2 2 cos 2 3cscu t t u t t t        (9) 
ណដ្ឋយណព្បើ (6) ៃិង (9) ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយររ  1u t  ៃិង  2u t  ៖ 
ាម្ (6) ណគបាៃ    2 1

cos 2

sin 2

t
u t u t

t
      (10) 

យរ (10) ជំៃសួរនុង (9) ណគបាៃ៖ 

 1

3csc sin 2
3cos

2

t t
u t t         (11) 

រចួជំៃសួររ  2u t  ណគបាៃ៖ 

 
 2

2

3 1 2sin3cos cos 2 3
csc 3sin

sin 2 2sin 2

tt t
u t t t

t t


         (12) 

ណដើម្បើទទលួបាៃ  1u t  ៃិង  2u t  ណយើងព្តូវណធ្វើអាងំណតព្កាលណលើ (11) ៃិង (12) ណគបាៃ៖ 
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 1 13sinu t t c     (13)  ៃិង  2 2

3
ln csc cot 3cos

2
u t t t t c      (14) 

ណដ្ឋយជំៃសួ (13) ៃិង (14) ណៅរនុង (4) ៃិងណធ្វើការសព្មួ្លរណៃាម្ ណគបាៃ៖ 

1 2

3
3sin ln csc cot sin 2 cos 2 sin 2

2
y t t t t c t c t        (15) 

ណគបាៃ  
3

3sin ln csc cot sin 2
2

Y t t t t t    ជាចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការ (1) ៃិង 

1 2cos 2 sin 2cy c t c t   ជាចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការអូម្ ូដសៃនៃ (1) ៃិង (15) ជាចណម្លើយទូណៅនៃស
ម្ើការ (1) ។ 
៣.៧.១ វិធីរស្ស្រមរស្រមលួប៉ារ៉ស្មស្រត 
ការររចណម្លើយរិណសសៃិងចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលមៃរាង 

     y p t y q t y g t     ណដ្ឋយណព្បើវធិ្ើបដព្ម្បព្មួ្លបា រា ដម្ព្ត៖ 
ណគមៃ       y p t y q t y g t          (16) 
ដដល p ៃិង q  ជាអៃុគម្ៃ៍ជាប់ ។ ណយើងសៃមតថ្ន  
      1 1 2 2cy t c y t c y t            (17) 
ជាសម្ើការទូណៅនៃសម្ើការអ ូម្ ូដសៃរបស់វា ៖ 
      0y p t y q t y               (18) 
ណយើងជំៃសួចំៃួៃណថ្រ 1 2,c c ណដ្ឋយអៃុគម្ៃ៍    1 2,t t   ណរៀងោន  ណគបាៃ៖ 
        1 1 2 2y t y t t y t         (19) 
ណដើម្បើររ    1 2,t t   ណយើងណធ្វើណដរ ើណវរ (19) ណគបាៃ៖ 
                1 1 1 1 2 2 2 2y t y t t y t t y t t y t               (20) 
ដូចណៅរនុងឧទា រ ៍ខាងណលើ យរ ៖ 
        1 1 2 2 0t y t t y t               (21) 
ណគបាៃ (20) កាល យជា        1 1 2 2y t y t t y t              (22) 
ណដ្ឋយណធ្វើឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណលើ (22) ណគបាៃ  

               1 1 1 1 2 2 2 2y t y t t y t t y t t y t                     (23) 
យរ (19),(22),(23) ណៅជំៃសួ (16) ណគបាៃ៖ 

           1 1 1 1t y t p t y t q t y t    
 

           2 2 2 2t y t p t y t q t y t     
 

 

            1 1 2 2t y t t y t g t              (24) 
ណដ្ឋយ          1 1 1 0y t p t y t q t y t     ៃិង          2 2 2 0y t p t y t q t y t      (សម្ើការ
ទូណៅអូម្ ូដសៃ) ណនាះ (24) កាល យជា          1 1 2 2t y t t y t g t          (25) 
ណដ្ឋយណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធនៃសម្ើការ  (21) ៃិង (25) ណយើងបាៃ៖ 
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  
   

  
 

   

  
2 1

1 2

1 2 1 2

   ,    
, ,

y t g t y t g t
u t u t

W y y t W y y t
           (26) 

ដដល   1 2,W y y t  ជាណដដទម្ើ ង់រ  ុងណគៀៃ នៃ 1y  ៃិង 2y  ណ ើយណដ្ឋយ 1y  ៃិង 2y  ជាសំ ំុនៃ
ចណម្លើយ ណនាះ W  ខុ្សរើសូៃយជាៃិចច ។ ណដ្ឋយណធ្វើអាងំណតព្កាលណលើសម្ើការ (26) 

 
   

  
 

   

  
2 1

1 1 2 2

1 2 1 2

   ,     
, ,

y t g t y t g t
u t dt c u t dt c

W y y t W y y t
                   (27) 

ណដ្ឋយយរ (27) ជសួ (19) ណយើងបាៃសម្ើការទូណៅនៃ (16) ។ 
ព្ទឹសដើបទ ២.៧.១៖  
ណបើមៃអៃុគម្ៃ៍ ,p q  ៃិង g  ជាប់ណលើចណនាល ះណបើរ I , ណ ើយណបើអៃុគម្ៃ៍ 1 2,y y ជាចណម្លើយមិ្ៃ
អាព្ស័យលើណៃដអ រនៃសម្ើការអូម្ ូដសៃ     0y p t y q t y     ដដលព្តូវោន ៃឹងសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូ
ដសៃ      y p t y q t y g t    ។ណគបាៃចណម្លើយរិណសសម្យួនៃសម្ើការ

     y p t y q t y g t     គឺ៖  

   
   

  
 

   

  
2 1

1 2

1 2 1 2

   
, ,

y t g t y t g t
Y t y t dt y t dt

W y y t W y y t
     

ណ ើយសម្ើការទូណៅគឺ៖        1 1 2 2cy t c y t c y t Y t     ។ 
 
 
លហំាត ់
រនុងលំហាត់រើ 1 – 4 ររចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលឲ្យណដ្ឋយណព្បើវធិ្ើបដព្ម្បព្មួ្លបា រា 
ដម្ ព្ត។ 

/2

1. " 5 ' 5 2 2. " ' 2 2

3. " 2 ' 3 4. 4 " 4 ' 16

t t

t t

y y y e y y y e

y y y e y y y e





     

     
 

រនុងលំហាត់រើ 5 – 12 ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលឱ្យណដ្ឋយណព្បើវធិ្ើបដព្ម្បព្មួ្លបា រា 
ដម្ ព្ត។លំហាត់11-12  g t ជាអៃុគម្ៃ៍ជាប់ 

   
   

2

2 2

2

5. " tan ; 0 / 2 6. " 9 9sec 3 ; 0 / 6

7. " 4 ' 4 , 0 8. " 4 3csc 2 , 0 / 2

9. 4 " 2sec / 2 , 10. " 2 ' / 1

11. " 5 ' 6 12. " 4

t

t

y y t t y y t t

y y y t e t y y t t

y y t t y y y e t

y y y g t y y g t

 



 

 

       

       

        

    

   

រនុងលហំាត់រើ 13 – 20 បញ្ា រ់ថ្ន 1 2,y y  ជាចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលអូម្ ូដ សៃ រចួររចណម្លើយ
រិណសសឱ្យណដ្ឋយសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដ សៃ។ 
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   

       

     

       

   

2 2 2 1

1 2

2 3

1 2

2 2

1 2

2

1 2

2 2 2 2

1 2

13. " 2 3 1, 0, ,

14. " 2 ' 2 2 , 0, ,

15. " 1 ' , 0, 1,

16. 1 " ' 2 1 , 0 1 ,

17. " 3 ' 4 ln , 0 , ln

18.

t

t t

t t

t y y t t y t t y t t

t y t t y t y t t y t t y t te

ty t y y t e t y t t y t e

t y ty y t e t y t e y t t

x y xy y x x x y t x y t x x





     

       

       

        

     

     2 2 3/2 1/2 1/2

1 2" ' 0.25 3 sin , 0, sin , cosx y xy x y x x x y t x x y t x x       

 

៣.៨. រែំរ័ផមកានិន និង អ្គាិសនី(Chanical And Electrical Vibrations) 
 ណ តុផលម្យួរនុងចំណណាម្ណ តុផលដដលសម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ទើរើរជាម្យួៃឹងណម្គុ ណថ្រ 
មៃតនម្លសិរាគឺថ្នរួរវាបណព្ម្ើជាគំរូគ ិតវទិានៃដំណ ើ រការសំខាៃ់ៗម្យួចំៃៃួ។ ដផនរសំខាៃ់រើរនៃ
ការអៃុវតតគឺណៅរនុងវស័ិយនៃលំណោលណម្កាៃិច ៃិងអគាិសៃើ។ ឧទា រ ៍ ចលនានៃម ស់ណៅណលើនផទ
រាងមូ្ល រញ័ំរ ការណោលបងវិលនៃអ័រស លំ ូរនៃចរៃតអគាិសៃើណៅរនុងណសៀគវើណស រ ើសាម្ញ្ញ ៃិងបញ្ហ រូបវៃត
ជាណព្ចើៃណទៀតព្តូវបាៃរិរ ៌ា នាណដ្ឋយដំណណាះព្សាយនៃបញ្ហ តនម្លណព្កាម្ទព្ម្ង់ 

       '

0 0'' ' , 0 , ' 0 1ay by cy g t y y y y      
 ណៃះបរហ ញរើទំនារ់ទំៃងជាមូ្លដ្ឋា ៃរវាងគ ិតវទិា ៃិងរូបវទិា។ បញ្ហ ជាណព្ចើៃអាចមៃគំរូគ
 ិតវទិាដូចោន ។ ដូណចនះណៅណរលដដលណយើងដឹងរើរណបៀបណដ្ឋះព្សាយបញ្ហ  (1) វាព្ោៃ់ដតជាការចាបំាច់
រនុងការណធ្វើការបរព្សាយព្តឹម្ព្តូវនៃចំៃៃួណថ្រ a b  ៃិង c  ៃិងអៃុគម្ៃ៍ y  ៃិង g  ណដើម្បើទទលួបាៃ
ដំណណាះព្សាយនៃបញ្ហ រូបវៃតណផសងៗ។ 
 ណយើងៃឹងសិរាអំរើចលនារបស់ម ស់ណៅណលើនផទរាងមូ្លម្យួោ ងលម្អិត រើណព្ ះការយល់ដឹង
អំរើលរខ ៈនៃព្បរ័ៃធសាម្ញ្ញណៃះគឺជាជំហាៃដំបូងរនុងការណសុើបអណងកតណលើព្បរ័ៃធរញ័ំរដដលសមុគសាម ញ
ជាងណៃះ។ ណលើសរើណៃះ ណោលការ ៍ដដល រ់រ័ៃធគឺជាណរឿងធ្ម្មាសព្មប់បញ្ហ ជាណព្ចើៃ។ រិចារណា
ម ស់ m រយួរណៅណលើចុងបញ្ឈរនៃព្បដវងណដើម្ L  ដូចបរហ ញរនុងរូបភារ 3.8.1 ។ ម ស់លូតបាៃ L នៃទំ
ររ់រនុងទិសណៅធាល រ់ចុះ (វជិាមៃ) ។ មៃរមល ងំរើរដដលណធ្វើសរម្មភារណៅចំ ុចដដលម ស់ព្តូវបាៃ
ភាា ប់ណៅៃឹងទំររ់សូម្ណម្ើលរូបភារ 3.8.2 ។ រមល ងំទំនាញ ឬទម្ាៃ់នៃម ស់ ណធ្វើសរម្មភារចុះណព្កាម្ ៃិង
មៃរុចិទ័រ mg  ដដល g   គឺជាការបណងកើៃណលបឿៃណដ្ឋយសារទំនាញ។ វារ៏មៃរមល ងំ F   ណដ្ឋយសារដត
ទំររ់ដដលណធ្វើសរម្មភារណ ើងណលើ។ ព្បសិៃណបើណយើងសៃមត់ថ្នការរៃលូត L  នៃទំររ់គឺតូចរមល ងំទំនាញ
គឺណសទើរដតសមមព្តណៅៃឹង L ណៃះព្តូវបាៃណគសាា ល់ 
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ដូចចាប់របស់ Hooke។ ដូណចនះណយើងសរណសរF kL   ដដលណថ្រនៃសមមព្ត k  ព្តូវបាៃណគណៅថ្នណថ្រ
នៃនផទរាងមូ្ល ណ ើយសញ្ញ ដរគឺណដ្ឋយសារដតការរិតដដលថ្នរមល ងំនៃនផទរាងមូ្លណធ្វើសរម្មភាររនុង
ទិសណៅខាងណលើ (អវជិាមៃ) ។ ណដ្ឋយសារម ស់សេិតណៅរនុងលំៃឹង រមល ងំទាងំរើរមៃតុលយភារោន ណៅ
វញិណៅម្រ ដដលមៃៃ័យថ្ន  0 2mg kL    
សព្មប់ទម្ាៃ់ដដលបាៃផតល់ឱ្យ w mg  ម្យួអាចវាស់ L  ណ ើយបនាទ ប់ម្រណព្បើ  2  ណដើម្បើរំ ត់ k  ។ 
ចំណាថំ្ន k   មៃឯរានៃព្បដវងរមល ងំ។ 
 ណៅរនុងបញ្ហ ឌ្ើណាមិ្រដដលព្តូវោន  ណយើងចាប់អារម្ម ៍រនុងការសិរាអំរើចលនានៃម ស់ ណៅ
ណរលដដលវាព្តូវបាៃណធ្វើសរម្មភារណដ្ឋយរមល ងំខាងណព្ព ឬព្តូវបាៃផ្លល ស់ទើដំបូង។ ាង  u t  ដដល
វាស់ដវងជាវជិាមៃចុះណព្កាម្ បរហ ញរើការផ្លល ស់ទើរបស់ម ស់រើទើាងំលំៃឹងរបស់វាណៅណរល t  សូម្ណម្ើល
រូបភារ 3.8.1 ។ បនាទ ប់ម្រ  u t  គឺទារ់ទងណៅៃឹងរមល ងំដដលណធ្វើសរម្មភារណលើម ស់ដដល ល្ងកាត់
ចាប់នៃចលនារបស់ញូតុៃ      '' , 3mu t f t  
ដដល ''u  គឺជាការបណងកើៃណលបឿៃនៃម ស់ ណ ើយ f  គឺជារមល ងំសុទធដដលណធ្វើសរម្មភារណលើម ស់។ 
សណងកតថ្នទាងំ u  ៃិង f  គឺជាមុ្ខ្ររនៃណរលណវោ។ រនុងការរំ ត់ f  មៃរមល ងំបៃួដ្ឋច់ណដ្ឋយ
ដ រដដលព្តូវដតរិចារណា៖ 
ទម្ាៃ់ w mg   នៃម សដតងដតណធ្វើសរម្មភារចុះណព្កាម្។ 
រមល ងំទំនាញ sF  ព្តូវបាៃណគសៃមត់ថ្នសមមព្តណៅៃឹងការរៃលូតសរុប L u  នៃការលូតណ ើយដតង
ដតណធ្វើសរម្មភារណដើម្បើសាដ រណៅទើាងំធ្ម្មារបស់វា។ ព្បសិៃណបើ 0L u    ណនាះទំនាញបាៃរព្ងើរ 
ណ ើយរមល ងំព្តូវបាៃដឹរនាណំ ើងណលើ។ រនុងររ ើ ណៃះ    4sF k L u          
ម្ា ងវញិណទៀត ណបើ 0L u   ណនាះរមល ងំព្តូវបាៃបរហ ប់រើចមា យ L u ណ ើយរមល ងំព្តូវចុះណព្កាម្ព្តូវ
បាៃផតល់ណដ្ឋយ sF k L u   ។ ណទាះោ ងណារ៏ណដ្ឋយណៅណរលដដល 0L u   ណនាះ

 L u L u      ដូណចនះ sF  ព្តូវបាៃផតល់ឱ្យម្តងណទៀតណដ្ឋយ (4) ។ ដូចណៃះ ណដ្ឋយមិ្ៃគិតរើទើាងំ
នៃម ស់ រមល ងំដដលបណញ្ចញព្តូវបាៃបរហ ញណដ្ឋយ (4) ។ 
រមល ងំណសើម្ ឬធ្ៃ់ dF   ដតងដតណធ្វើសរម្មភាររនុងទិសណៅផទុយណៅៃឹងទិសណៅនៃចលនារបស់ម ស។ 
រមល ងំណៃះអាចណរើតណ ើងរើព្បភរជាណព្ចើៃ៖ ការតស ូរើខ្យល់ ឬឧបររ ៍ផទុរណផសងណទៀតដដលម ស់ផ្លល ស់
ទើ ការរោយថ្នម្រលខាងរនុងណដ្ឋយសារការបដៃេម្ឬការបរហ ប់នៃរបស់ណាម្ួយ ការររិតរវាងម ស់ 
ៃិងម្គាុណទទសរ៍ (ព្បសិៃណបើមៃ) ដដលរារាងំចលនារបស់វាណៅ វមិព្តម្យួ ឬឧបររ ៍ណម្កាៃិច (ផ្លទ ងំ
ព្គប់ព្គង) ដដលផតល់រមល ងំទប់ទល់ណៅៃឹងម ស់។ រនុងររ ើណារ៏ណដ្ឋយ ណយើងសៃមត់ថ្នរមល ងំ
ទប់ទល់គឺសមមព្តណៅៃឹងណលបឿៃ du

dt
  នៃម ស់។ ណៃះជាធ្ម្មាព្តូវបាៃណគណៅថ្ន viscous 

damping ។ ព្បសិៃណបើ 0
du

dt
   ណនាះ u   ណរើៃ ដូណចនះម ស់ររិំលចុះណព្កាម្។បនាទ ប់ម្រ dF   ព្តូវបាៃ

ដឹរនាណំ ើងណលើ ណ ើយព្តូវបាៃផតល់ណដ្ឋយ      ' 5dF t u t   
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ដដល   ជាណថ្រវជិាមៃនៃសមមព្តដដលណគសាា ល់ថ្នជាណថ្រ damping ។ ម្ ាងវញិណទៀត ព្បសិៃណបើ 

0
du

dt
   ណនាះu  ថ្យចុះ ម ស់រំរុងណ ើងណលើ ណ ើយ dF   ចុះណព្កាម្ ។ រនុងររ ើ ណៃះ  'dF u t   

ណដ្ឋយ    ' 'u t u t    វាដូច  dF t   ព្តូវបាៃផតល់ឱ្យម្តងណទៀតណដ្ឋយ  (5) ។ ដូណចនះណដ្ឋយមិ្ៃគិតរើ
ទិសណៅនៃចលនានៃម ស់ រមល ងំដតងដតព្តូវបាៃបរហ ញណដ្ឋយ  (5) ។ 
 រមល ងំអាចមៃភារសមុគសាម ញបៃតិច ណ ើយការសៃមត់ ព្តូវបាៃយរគំរូាម្ណដ្ឋយ (5) អាច
ណបើរចំ ចំណ ះសំ ួរ។ dashpots ម្យួចំៃៃួមៃលរខ ៈជា (5) states ណបើណផសងរើណៃះណនាះមៃ
តិចតចួ វាអាចៃឹងមិ្ៃមៃទាងំព្សុង ឬដរតព្មូ្វណថ្រ   ណដើម្បើព្បហារ់ព្បដ លររួណគ។ អតេព្បណោជៃ៍
សំខាៃ់នៃការសៃមត់ (5) គឺថ្នវានាណំៅររសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រ (ជាជាងមិ្ៃដម្ៃលើណៃដអ រ) 
។ ណៅរនុងណៃះមៃៃ័យថ្នការវភិាគ មត់ចត់នៃព្បរ័ៃធគឺព្តង់ដូចដដលណយើងៃឹងបរហ ញណៅរនុងដផនរណៃះ
ៃិងបនាទ ប់។ 
រមល ងំខាងណព្ពដដលបាៃអៃុវតត  F t ព្តូវបាៃដឹរនាចុំះណព្កាម្ ឬណ ើងណលើ ណដ្ឋយសារ  F t វជិាមៃ ឬ
អវជិាមៃ។ ណៃះអាចជារមល ងំម្យួណដ្ឋយសារដតចលនារបស់រុស័ឺរព្តូវបាៃភាា ប់ ឬវាអាចជារមល ងំដដល
អៃុវតតណដ្ឋយផ្លទ ល់ណៅណលើម ស់។ ជាណរឿយៗរមល ងំខាងណព្ពគឺាម្កាលរំ ត់។ 
ណដ្ឋយគិតរើរមល ងំទាងំណៃះ ឥ ូវណៃះណយើងអាចសរណសរណ ើងវញិៃូវចាប់របស់ញូតុៃ (3) ជា

       

       

''

' 6

s dmu t mg F t F t F t

mg k L u t u t F t

   

      

 

ណដ្ឋយ 0mg kL    ាម្សម្ើការ  2   វាណោររាម្សម្ើការនៃម សគឺ
         '' ' 7mu t u t ku t F t    

ដដល ណថ្រ , ,m k  ជាចំៃួៃវជិាមៃ ។ ចំណា ំសម្ើការ  7  មៃទព្ម្ង់ដូចសម្ើការ  1  
 វាជាការសំខាៃ់ដដលព្តូវយល់ថ្នសម្ើការ (7) ព្ោៃ់ដតជាសម្ើការព្បហារ់ព្បដ លសព្មប់ការ
ផ្លល ស់ទើរបស់  u t   ប ុណណាណ ះ។ ជារិណសសសម្ើការ(4) ៃិង (5) គរួដតព្តូវបាៃណគណម្ើលថ្នជាការ
ព្បហារ់ព្បដ លសព្មប់រមល ងំទំនាញរុស័ឺរ ៃិងរមល ងំណរៀងោន ។ ណៅរនុងការទាញយររបស់ណយើង ណយើង
រ៏បាៃណធ្វសព្បដ សណៅណលើម ស់នៃរុស័ឺរ ណៅរនុងការណព្បៀបណធ្ៀបជាម្យួៃឹងម ស់នៃរូបរាងដដលភាា ប់ម្រ
ជាម្យួ។ 
 ការបណងកើតណរញណលញនៃបញ្ហ រញ័ំរតព្មូ្វឱ្យណយើងបញ្ា រ់លរខខ្ ា ដំបូងរើរគឺទើាងំដំបូង 0u  
ៃិងណលបឿៃដំបូង 0v   នៃម ស់       0 00 , ' 0 8u u u v   
វាណោររាម្ ព្ទឹសដើបទ 3.2.1  ដដលលរខខ្ ា ទាងំណៃះឱ្យណដ្ឋយបញ្ហ នៃគ ិតវទិាដដលមៃដំណណាះ
ព្សាយ ។ ណៃះគឺព្សបជាម្ួយៃឹងការរិចារណារូបរបស់ណយើងដដលថ្ន ព្បសិៃណបើម សព្តូវបាៃរំ ត់រនុង
ចលនាជាម្យួៃឹងការផ្លល ស់ទើ ៃិងណលបឿៃដំបូងដដលបាៃផតល់ឱ្យណនាះ ទើាងំរបស់វាៃឹងព្តូវបាៃរំ ត់
ដតម្យួគត់ណៅណរលខាងមុ្ខ្។ ទើាងំម ស់ព្តូវបាៃផតល់ឱ្យ (ព្បដ ល) ណដ្ឋយដំណណាះព្សាយនៃ (7) 
លរខខ្ ា ដំបូងដដលបាៃណចញណោររាម្ (8) ។ 
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ឧទា រ ៍១: ម ស់ដដលមៃទម្ាៃ់ 4 ណផ្លៃោតសៃធឹងណលើរុស័ឺរ 2 អិញ។ ឧបមថ្នម ស់ព្តូវបាៃផ្លល ស់
ទើបដៃេម្ 6 អិញ។ រនុងទិសណៅអវជិាមៃ ។ ម ស់គឺសេិតណៅរនុងឧបររ ៍ផទុរ 6 ណផ្លៃណៅណរលដដល 
ម ស់មៃណលបឿៃ 3 /fit s   ។ណៅណព្កាម្ការសៃមត់ដដលបាៃរិភារាណៅរនុងដផនរណៃះ បណងកើតបញ្ហ តនម្ល
ដំបូងដដលព្គប់ព្គងចលនានៃម ស់។ 
 បញ្ហ តនម្លដំបូងដដលព្តូវការមៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល (7) ៃិងលរខខ្ ា ដំបូង (8) ដូណចនះ
ភាររិចចរបស់ណយើងគឺណដើម្បើរំ ត់ចំៃួៃណថ្រណផសងៗដដលណលចណ ើងរនុងសម្ើការទាងំណៃះ។ ជំហាៃដំបូង
គឺណព្ជើសណរ ើសឯរាររវ ស់។ ណដ្ឋយដផអរណលើបញ្ហ រនុងការណព្បើព្បាស់ភាសាអង់ណគលសជាជាងព្បរ័ៃធដម្ ព្តនៃ
ឯរា។ ឯរាណរលណវោដតម្យួគត់ដដលបាៃណលើរណ ើងគឺទើរើរ ដូណចនះណយើងៃឹងវាស់ t  ជាវនិាទើ។ 
ម្ា ងវញិណទៀតទាងំ វើតៃិងអុើញ បរហ ញជាឯរានៃព្បដវង។ វាមិ្ៃសំខាៃណ់ទថ្នម្ួយណាដដលណយើងណព្បើ 
ប ុដៃតណដ្ឋយបាៃណធ្វើការណព្ជើសណរ ើស វាសំខាៃណ់ដើម្បើឲ្យព្សប។ ណដើម្បើឱ្យចាស់ោស់ អៃុញ្ញ តឱ្យណយើងវាស់
ការផ្លល ស់ទើរបស់អនរជា វើត។ 
 ណដ្ឋយសារមិ្ៃគិតអំរើរមល ងំទប់ខាងណព្ព ណយើងសៃមត់ថ្ន   0F t   ។ រំ ត់ m  ចំណាថំ្ន

2

2

4 1 sec

32 sec 8

w lb lb
m

g ft ft
    

ណម្គុ    គឺព្តូវបាៃគ នាាម្ទព្ម្ង់ 'u  គឺណសមើ 6 lb  ណរល 'u  ណសមើ secft  ។  
ដូណចនះ 6 sec

2
3 sec

lb lb

ft ft
    

ណថ្រ k  នៃរុស័ឺរ ររាម្ទព្ម្ង់ដដលម ស់នៃរុស័ឺរលូតបាៃ 2 inch ឬ ណដ្ឋយ 1

6 ft
 ។   

ដូណចនះ 4
24

1

6

lb lb
k

ft

ft

   

ជាលទធផល សម្ើការ  7  ណៅជា 1
'' 2 ' 24 0

8
u u u    

ឬ  '' 16 ' 192 0 9u u u    
លរខខ្ ា ដំបូងគឺ      

1
0 , ' 0 0 10

2
u u   

លរខខ្ ា ទើរើរគឺបងកប់ៃ័យណដ្ឋយ រយ  released  រនុងបញ្ហ  ដដលណយើងបរដព្បថ្ន ម សព្តូវបាៃ
រំ ត់រនុងចលនាណដ្ឋយោម ៃណលបឿៃចុងណព្កាយ ។ 
រញ័ំរមិ្ៃបាត់បងថ់្នម្រល (Undamped Free Vibrations ) 
ព្បសៃិណបើោម ៃរមល ងំណព្ព ណនាះ   0F t    រនុងសម្ើការ  7   ណយើងឧបមថ្នោម ៃរមល ងំលូត ដដល 0   
ណៃះគឺជាចំ ុចសំខាៃ់ម្ួយនៃព្បរ័ៃធ រព្ម្អាចសព្ម្ចបាៃរនុងការអៃុវតត។ ណទាះជាោ ងណារ៏ណដ្ឋយ 
ណបើរមល ងំលូតកាៃ់ដតតូច ការឧបមព្បដ លោម ៃតនម្ល ជាលទធផលម្ធ្យម្ខ្លើ។ ណនាះសម្ើការនៃ  7  ម្រ
ព្តឹម្ជា  '' 0 11mu ku   
ដំណណាះព្សាយទូណៅនៃសម្ើការនៃ  11  គឺ  0 0cos sin 12u A t B t    
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ដដលមៃ    2

0 13
k

m
   

ចំៃៃួណថ្រ ,A B  អាចគ នាាម្លរខខ្ ា  ាម្ទព្ម្ង់នៃសម្ើការ  8 ដដលបាៃផដល់ណដ្ឋយ ។ 
 រនុងការរិភារាររដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការ  11  វាមៃភាររយព្សួលរនុងការសរណសរ 
សម្ើការ  12  រនុងទព្ម្ង់    0cos 14u R t    

ឬ  0 0cos cos sin sin 15u R t R t      
ណដ្ឋយណព្បៀបណធ្ៀបសម្ើការ  15  ជាម្យួសម្ើការ  12  
 ណយើងររ , , ,A B R   គឺទារ់ទងៃឹងសម្ើការ  cos , sin 16A R B R    
ដូណចនះ   2 2 , tan 17

B
R A B

A
    

រនុងការគ នា   ណគគិតណលើកាព្ដង់ អាចរំ ត់ណដ្ឋយការរិៃិតយសញ្ញ នៃ cos  ៃិង sin  រនុងសម្ើ
ការ  16   
 ព្កាបនៃសម្ើការ  14   ឬសម្មូ្លសម្ើការ  12   ជាធ្ម្មាសំ ំុដំបូងនៃលរខខ្ ា គឺព្តូវបាៃ
បរហ ញរនុងរូបភារ 3.8.3   ។ ព្កាបនៃ cos   រាងជារលរដដលរ ៌ា រើខ្បួឬអារ់ម្ ូៃិរធ្ម្មាម្ ូតនៃម ស់។ 

ខ្បួនៃអៃុគម្ៃ៍គឺ  

1

2

0

2
2 18

m
T

k






 
   

 
 

ណព្បរង់នៃរងវង់ 0

k

m
    គិតជារា ដយង់រនុងម្ួយឯរា ណៅថ្ន ណព្បរង់ធ្ម្មជាតិ នៃរញ័ំរ។ ការផ្លល ស់ទើ

អតិបរម R  នៃម ស់រើលំៃឹងគឺ អំរលើទើត ។ វមិព្តបា រា ដម្ ព្ត   ណៅថ្ន ផ្លស ឬមំុ្ផ្លស ៃិងររវ ស់នៃ 
បំោស់ទើនៃរលររើទើាងំធ្ម្មារបស់វាគឺ 0   ។ 
 

 
 
ឧទា រ ៍២៖ ឧបមថ្នម សវតេុម្យួមៃទម្ាៃ់ 10 lb   លូតបាៃ 2 inch   ។ ណបើម សផ្លល ស់ទើបដៃេម្
2 inch ណទៀតណដ្ឋយចលនានៃណលបឿៃចុះណព្កាម្ 1 secft   គ នាទើាងំនៃម ស់ ខ្បួ អំរលើទុត ៃិងផ្លស
នៃចលនា ។ 
 ណថ្រនៃរុស័ឺរគឺ 10 2 60k lb inch lb ft   ណ ើយម ស់គឺ 2

10

32 .sec

w
m

g lb ft
   
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ដូណចនះ សម្ើការនៃចលនារំ ត់ណដ្ឋយ  '' 192 0 19u u   
ណ ើយដំណណាះព្សាយទូណៅគឺ    cos 8 3 sin 8 3u A t B t   

ចណម្លើយនៃម្ើការណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា   
1

0
6

u
ft

  ណ ើយ  ' 0 1 secu ft     

 គឺ      
1 1

cos 8 3 sin 8 3 20
6 8 3

u t t   

ណព្បរង់ធ្ម្មជាតិគឺ 0 192 13.856 secrad     ណនាះខ្ួប 
0

2
0.45345secT




     អំរលើទុត R   ៃិង

ផ្លស   ររាម្សម្ើការ  17  ណយើងមៃ 2 1 1 19

36 192 576
R       

ដូណចនះ   0.18162R ft  

ដំណារ់កាលទើរើរនៃសម្ើការ  17
3

tan
4

      ។ មៃដំណណាះព្សាយរើរ ម្ួយរនុងកាព្ដង់ទើរើរ 
ណ ើយម្យួណទៀតរនុងកាព្ដង់ទើបៃួ។ បញ្ហ ធ្ម្មា cos 0 , sin 0      ដូចណៃះ    រនុងកាព្ដង់ទើ

បៃួ ឱ្យណដ្ឋយ 3
tan 0.40864

4
arc rad

 
     

 
 

ព្កាបនៃចណម្លើយរបស់សម្ើការ  20  គឺ 

 
រញ័ំរមិ្ៃបាត់បងថ់្នម្រល (Undamped Free Vibrations ) 
 សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលនៃម ស់គឺ  '' ' 0 21mu u ku    
ណយើងចាប់អារម្ម ៍ជារិណសសណលើឥទធិរលនៃបដព្ម្បព្មួ្លរបស់ណថ្រ   សព្មប់តនម្លរបស់ម ស់ m  
ណ ើយៃិងណថ្ររុស័ឺរ k ។ឫសរបស់សម្ើការគឺ

 
2

1 2 2

4 4
, 1 1 22

2 2

km km
r r

m m

  



   
      

 

 

ណដ្ឋយអាព្ស័យ 2 4km   ដំណណាះព្សាយ u  ម្យួឱ្យណដ្ឋយទព្ម្ង់ 
 

   

1 22

2 2

4 0 , 23

4 0 , 24

r t r t

t

m

km u Ae Be

km u A Bt e







   

   

 

 
 

 

1
2 2

2 2
4

4 0 , cos sin , 0 25
2

t

m
km

km u e A t B t
m

 
   

 
       
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 ដូណចនះ  

1. , , 0m k 
2 24km    

2. ណបើ  2 4 0km    ណនាះតនម្លនៃ 1 2,r r  ឱ្យណដ្ឋយសម្ើការ  22  គឺអវជិាមៃ   
3. ណបើ 2 4 0km     ណនាះតនម្លនៃ 1 2,r r  ជារំុផលិចណ ើយដផនររិតជាចំៃៃួអវជិាមៃ 

ដូណចនះ ព្គប់ររ ើ  ដំណណាះព្សាយ u  ខិ្តជិត 0  , t   
 ររ ើ ដដលសំខាៃ់រនុងចំណណាម្បើ ណរលរមល ងំយតឺតូច ។ ណបើណគាង 

cos , sinA R B R   រនុងសម្ើការ  25  ណនាះណយើងទទួលបាៃ

   2 cos 26
t

mu Re t


 


   

u  ផ្លល ស់ទើចណនាល ះដខ្សណកាង 2

t

mu R e




    ។ អំរលើទុតរាត  R   អាព្ស័យណលើ , ,m k   ណ ើយៃិង
លរខខ្ ា ដំបូង ។ 
ណទាះបើជាចលនាមិ្ៃខ្បួ បា រា ដម្ ព្ត    គ នាណព្បរង់ជាម្យួៃឹងម ស់ណាម្យួលំណោលព្ត ប់ណៅ
ម្រ ។ សៃនិដ្ឋា ៃ   ណៅថ្ន quasi frequency ។ ណដ្ឋយការណព្បៀបណធ្ៀប   ជាម្យួព្បរង់ 0  ដដល

ោម ៃចលនា ណយើងររវាណដ្ឋយ  

2
1

2 22

0

4

2 1 1 27
4 8

km

m

km kmk

m


  




 

     
 

 

តនម្លបា ៃ់សាម ៃព្តឹម្ព្តូវណៅណរលដដល 
2

4km

  តូច ។ ាម្រយៈជាម្យួសម្ើការ (18) បរមិ  2
dT




  

ណៅថ្ន quasi period ។ វាជាណរលណៅចណនាល ះអតិបរមឬអបបបរមនៃទើាងំនៃម ស់ ។ ទំនារ់ទំៃង
រវាង dT ៃិង T ឱ្យណដ្ឋយ  
  

 

1
2 22

0 1 1 28
4 8

dT

T km km

  





   
       

      



89 
 

ការបា ៃ់សាម ៃព្តឹម្ព្តូវណៅណរលដដល 
2

4km

  តូច ។ ដូណចនះ តនម្លធាល រ់តូចណរើៃណ ើង quasi period  

 សម្ើការ  27   ៃិង  28   រព្ងឹងសារៈសំខាៃ់វមិព្តសមមព្ត 
2

4km

   ។ ណរល 
2

4km

  តូចណនាះ
ណយើងអាចណធ្វើឱ្យមៃឥទធិរលណលើការទមល រ់រនុងការគ នា quasi frequency ៃិង quasi period នៃ

ចលនា ។ 
2

4km

  ណរើៃណ ើង quasi frequency   ថ្យចុះណ ើយ quasi period dT  ណរើៃណ ើង ។ ាម្
រិតណៅ 0   ណ ើយ dT   គឺ 2 km   ។ 

 
ឧទា រ ៍៖ចលនានៃម ស់រុស័ឺរម្យួព្បរ័ៃធរំ ត់ណដ្ឋយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល

 '' 0.125 ' 0 29u u u    
ររវ ស់ u  គិតជា វើតណ ើយ t  គិតជាវនិាទើ ។ ររណព្បរង់ quasi ៃិង ខ្បួ quasi ព្សបណរលដដលម ស់
ប ះផ្លទ ល់ណៅណលើទើាងំលំៃឹងរបស់វា ។ ណ ើយររណថ្រណរល   ដដល   0.1u t   ព្គប់ t   ។ 
ដំណណាះព្សាយ 

16
255 255

cos sin
16 16

t

u e A t B t
  

  
 

 

ណដើម្បើណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា ដំបូង ណយើងយរ  ដំណណាះ 2
2 ,

255
A B  ព្សាយនៃបញ្ហ ដំបូងមៃតនម្ល 

 

16

16

255 2 255
2cos sin

16 16255

32 255
cos 30

16255

t

t

u e t t

e t 





 
   

 

 
   

 
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1
tan

255
  ណនាះ 0.06254   ។ បំោស់ទើនៃម ស់ជាអៃុគម្ៃ៍ណរល បរហ ញរនុងរូបភារ 3.8.7  ។ 

ណព្បរង់ quasi គឺ 255
0.998

16
    ណ ើយ ខ្ួប quasi គឺ 2

6.295secdT



   ។  

រូបភារ 3.8.8   បរហ ញរើព្កាបនៃដំណណាះព្សាយរបស់ 40 60t    ព្កាបទាងំអស់នៃ 0.1u     ។ 
ទព្ម្ង់ព្កាបរបស់វាណលចណ ើងដដល    អំរើ 47.5   ណ ើយដំណណាះព្សាយចាស់ោស់ ណយើងររ 

47.5149sec   ។ 
 ណដើម្បើររណរលណាម្យួដដលម ស់ប ះដំបូងណៅៃឹងទើាងំលំៃឹង ណយើងណោងណៅាម្សម្ើការ 

 30   ណ ើយ 255

16 2

t 





  វជិាមៃសូៃយតូចបំផុតនៃអៃុគម្ៃ៍រូសុើៃ ។ ណនាះដំណណាះព្សាយ t   ផដល់ឱ្យ

ណយើងណដ្ឋយ 
16

1.637sec
2255

t



 

   
 
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Electric Circuits ណសៀគវើអគាសិៃើ  ឧទា រ ៍ទើ២ណរើតណ ើងរើសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលំដ្ឋប់រើរជាម្យួ
ៃឹងចំៃួៃណថ្រ គឺជាគំរូនៃលំ ូរនៃអគាិសៃើណសៀគវើតជាណសរ ើបរហ ញរនុងរូបភារ 3.8.9   ។ I  គិតជាអំដរ
 A    ជាអៃុគម្ៃ៍នៃណរល t   ។ ណរសុើសតង់ R   គិតជាអូម្  ohms   កាបា សុើណត C   គិតជាផ្លរា ត
 farads   ៃិងអាងំឌុ្ចតង់ L   គិតជា  henry   គឺវជិាមៃ ណ ើយឧបមថ្នសាា ល់ចំៃួៃណថ្រ ។ 

 E volts  ឱ្យណដ្ឋយអៃុគម្ៃ៍នៃណរល ។ រនុងបរមិ រូបវទិាណផសងណទៀតដដលរិភារាគឺ 
 Q coulombs  ណលើកាបា សុើណតនៃណរល t  ។ ទំនារ់ទំៃងរវាង Q  ៃិង I  គឺ 

 31
dQ

I
dt

  

 លំ ូរនៃណសៀគវើណោររាម្ចាប់ទើរើរ Kirchhoff   រនុងណសៀគវើបិទ តង់សយុងអគាិសៃើណសមើៃឹងផល
បូរៃើម្ួយៗនៃតង់សយុងដដលរត់ណៅាម្ណសៀគវើ។ណោងណៅណលើចាប់បឋម្នៃអគាិសៃើ ណយើងសាា ល់ថ្ន 
តង់សយុងទមល រ់ណៅាម្ណរសុើសតង់គឺ I R  
តង់សយុងទមល រ់ណៅាម្កាបា សុើណតគឺ Q

C
 

តង់សយុងទមល រ់ណៅាម្អាងំឌុ្ចតង់គឺ dI
L

dt
 

ដូណចនះ ាម្ាម្ចាប់ Kirchhoff  

   
1

32
dI

L R I Q E t
dt C

    
ឯរា 1 1 1 1 1 1 1 1secvolt ohm ampere coulomb farard henry ampere      
 ជំៃសួ I  រើសម្ើការ  31  ណយើងផដល់សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 

   
1

'' ' 33LQ RQ Q E t
C

    
សព្មប់បៃទុរអគាិសៃើ Q  លរខខ្ ា ណដើម្គឺ 
       0 0 0 0 0, ' 34Q t Q Q t I t I    

ជាជណព្ម្ើសណយើងអាចផដល់សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលសព្មប់ចរៃត I   ណដ្ឋយការណធ្វើឌ្ើណផរ  ងដសយលសម្ើការ

 33  ណធ្ៀបៃឹង t  ណ ើយជំៃសួ dQ

dt
 រើសម្ើការ  31  ។ ជាលទធផលគឺ 

   
1

'' ' ' 35L I R I I E t
C

    
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លរខខ្ ា ណដើម្ 
     '

0 0 0 0, ' 36I t I I t I   
រើសម្ើការ  32  វាណដើរាម្ 

 
 

0 0 0
'

0 37

I
E t RI Q

C
I

L

 
   

   
ដូណចនះ '

0I  គឺគ នាណដ្ឋយបៃទុរអគាិសៃើណដើម្ៃិងចរៃតណដើម្ណាម្យួគឺជាបរមិ ររវ ស់នៃរូបវទិា 
 
៣.៩. កមាែ ងំលែំរ័ (Forced Vibrations) 
 រិចារណារនុងររ ើ ដដលរមល ងំខ្បួណព្ព 0 cosF t   ដដល 0w  គឺអៃុវតតចំណ ះព្បរ័ៃធម សរ  ូស័
រ (spring-mass)។ ណគបាៃសម្ើការចលនាគឺ  

0 cosmu yu ku F t          1  
ដំបូងឧបមថ្នោម ៃដ្ឋម្(damping) ណនាះសម្ើការ  1 ដព្បណៅជា  

0 cosmu ku F t                2  
ណបើ 0 /k m   ណនាះដំណណាះព្សាយជាទូណៅនៃសម្ើការ  2 គឺ 

 
0

1 0 2 0 2 2
cos sin cos

o

F
u c t c t t

m
  

 
  


   3  

អណថ្រ 1c  ៃិង 2c  ព្តូវបាៃរំ ត់ណដ្ឋយលរខខ្ ា ណដើម្។ ជាទូណៅ ចលនាដដលណរើតរើផលបូរនៃចលនា
ខ្បួរើរនៃណព្បរង់ខុ្សោន  ( 0 ៃិង )ៃិងអំរលើទុត មៃការចាប់អារម្ម ៍ជារិណសសចំៃៃួរើរររ ើ ៈ 
Beats ឧបមថ្នដំបូងម សគឺសល់ ដូចណៃះ  0 0u   ៃិង  0 0u  ។ ណនាះអណថ្រ 1c ៃិង 2c រនុងសម្ើការ
 3 ណគបាៃ  

 
0

1 22

0 0

, 0
F

c c
m  

  


        4  

ដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការ  2 គឺ  

 
 0

02

0 0

cos cos
F

u t t
m

 
 

 


       5  

ណៃះគឺជាផលបូរនៃអៃុគម្ៃ៍ខ្បួរើរនៃខ្បួខុ្សោន  ប ុដៃតមៃអំរលើទុតដូចោន ។  ណព្បើព្បាស់លរខ ៈព្តើ
ណកា មព្តសព្មប់  cos A B ដដល  0 / 2A t   ៃិង  0 / 2B w w t  ។  
ណយើងអាចសរណសរសម្ើការ  5 រនុងទព្ម្ង់ 

 
   0 0

2 2

0

2
sin sin

2 2

t tF
u

m

   

 

  
 

  

      6  

ណបើ 0   តូច ណនាះ 0   គឺធំ្ជាង 0   ។  0sin / 2t   គឺជាអៃុគម្ៃ៍លំណោលណលឿៃ 
ណព្បៀបណធ្ៀបជាម្យួ  0sin / 2t   ។ ដូចណៃះ ចលនាគឺជាលំណោលណលឿៃជាម្យួណព្បរង់ ដតអំរលើទុត
សុើៃុសសូអុើតផ្លល ស់បដូរយតឺ  
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 
 00

2 2

0

2
sin

2

tF

m

 

 




 

ដផនរនៃចលនាណៃះ មៃបដព្ម្បព្មួ្លខ្បួនៃអំរលើទុត ណៅថ្ន Beat។ បាតុភូតណៃះណរើតណ ើងណៅ
រនុងសូរស័រទ ណរលដដលចំ ុចរបត់រើរមៃណព្បរង់ជិតណសមើោន ព្តូវបាៃបៃលឺណ ើងរនុងណរលដំណាលោន ។ 
រនុងររ ើ ណៃះ បដព្ម្បព្មួ្លខ្បួនៃអំរលើទុតគឺវាចាស់ោស់ចំណ ះព្តណចៀរដដលោម ៃជំៃយួ។ ណៅរនុងណអ
 ចិព្តូៃិចបដព្ម្បព្មួ្លនៃអំរលើទុតជាម្យួណរលណវោព្តូវបាៃណៅថ្នម្ ូឌុ្លអំរលើទុត ( amplitude 
modulation)។ ព្កាបនៃ u  ដូចដដលបាៃឱ្យរនុងសម្ើការ  6  រនុងររ ើ ធ្ម្មាព្តូវបាៃបរហ ញរនុងរូប
ភារ3.9.1។ 
រូបភារ3.9.1 Beat    0.5cos0.8 , 0 0, 0 0; 2.77778sin 0.1 sin 0.9u u t u u u t t       

អៃុភារ   ដូចរនុងឧទា រ ៍ទើ២ រិចារណារនុងររ ើ 0  ណនាះណព្បរង់នៃអៃុគម្ៃ៍រមល ងំគឺដូចោន
ណៅៃឹងព្បរង់ណដើម្នៃព្បរ័ៃធ។ ណនាះព្រុម្មិ្ៃអូម្ ូដសៃ 0 cosF t  គឺជាដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការអូម្ ូដស
ៃ។ រនុងររ ើ ណៃះ ដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការ  2 គឺ 

0
1 0 2 0 0

0

cos sin sin
2

F
u c t c t t t

m
  


          7  

រើណព្ ះដតព្រុម្ 0sint t   ដំណណាះព្សាយ  7  សៃមតថ្នខ្បួៃឹងកាល យជាមិ្ៃទ័ល t   ណដ្ឋយ
មិ្ៃគិតតនម្ល 1c ៃិង 2c  រនុងរូប3.9.2សព្មប់ឧទា រ ៍សាម្ញ្ញ។  ជារ់ដសតងមិ្ៃទ័ល លំណោលមិ្ៃណរើត
ណ ើង។ ណរលណនាះ u  ដព្បជាធំ្ ម្ ូដដលគ ិតវទិារនុងសម្ើការ  1  មៃមូ្លដ្ឋា ៃគឺោម ៃសុរលភារខ្ពស់ 
ណដ្ឋយការសៃមតថ្នរមល ងំរ  ូស័រ អាព្ស័យលើណៃដអ រណលើការផ្លល ស់ទើដដលទាម្ទាu តូច។ ព្បសិៃការដ្ឋម្រមួ្
បញ្ចូ លរនុងម្ ូដដលសៃមតថ្នខ្បួទ័ល។ ោ ងណាមិ្ញណ ល្ើយតបណៅៃឹងអៃុគម្ៃ៍ Input ព្បដ លជាធំ្
បៃតិចព្បសិៃណបើដ្ឋម្តូចគឺណៅជិត។ បាតុភូតណៃះ ព្តូវបាៃសាា ល់ថ្នជាអៃុភារ។ 
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 អៃុភារអាចលអឬអាព្ររ់អាព្ស័យណលើកាលៈណទសៈ។ វាព្តូវបាៃយរចិតតទុរដ្ឋរ់ោ ងខាល ងំណៅ
រនុងការរចនានៃរចនាសម្ព័ៃធអោរ ឬសាព ៃដដលជារដៃលងអាចបណងកើតអសេិរភារដដលអាចឱ្យបរាជ័យនៃ
រចនាសម្ព័ៃធ។  

រូបភារ 3.9.2 អៃុភារ    0.5cos , 0 0, 0 0; 0,25 sinu u t u u u t t       
 

រមល ងំលញ័ំរដដលដ្ឋម្ (Forced Vibrations with Damping) ខ្ួបនៃព្បរ័ៃធម សរ  ូស័រដដលដ្ឋម្ៃិង
អៃុគម្ៃ៍ខ្បួ cosoF t  អាចរំ ត់ាម្រណបៀបណធ្វើដបបព្តង់ៗរយៗ ណទាះបើជាការគ នាដវងបៃតិច។ 
ដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការ  1 គឺ 

 1 2

1 2 1 2cos ,
r t r t

u c e c e R t r r                   8  

ដដល   2 2

00 , cos , sin
mF

R
  

 


  
  

         9  

ៃិង   
2

2 2 2 2 2

0m                                      10  
ណៅរនុងសម្ើការ  8   1r  ៃិង 2r  គឺជាកាណរនៃការផដុ ំអៃុគម្ៃ៍សមា ល់រនុងសម្ើការ  1   ររួវាព្បដ លជាចំៃៃួ
រិតអវជិាមៃ ៃិងរំុផលិចឆ្ល ស់ដដលដផនររិតអវជិាមៃ។ រនុងររ ើ ណៃះ ទាងំ  1exp r t  ៃិង  2exp r t  ខិ្ត
ជិត០ , t ។ ដូចណៃះ t   

 
 

 0

2
2 2 2 2

0

cos
F

u U t t

m

 

  

  

 

        11  

សព្មប់ណ តុផលណៃះ   1 2

1 2

r t r t

cu t c e c e   ព្តូវបាៃណៅថ្នដំណណាះព្សាយបណណាដ ះអាសៃន 
(transient solution) ,  U t ដដលាងឱ្យលំណោលៃឹងមៃណព្បរង់ដូចោន ៃឹងរមល ងំណព្ពព្តូវបាៃណៅ
ថ្នដំណណាះព្សាយណសតតៃឹង( steady-state solution) ឬរមល ងំណ ល្ើយតប ( forced response)។ 
ដំណណាះព្សាយបណណាដ ះអាសៃនជយួណយើងឱ្យណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា ណដើម្ព្តូវបាៃោពំ្ទ។ ការបណងកើៃណរល
ណវោរនុងព្បរ័ៃធណដ្ឋយបំោស់ទើណដើម្ៃិងណលបឿៃព្តូវបាត់បង់ណដ្ឋយរមល ងំដ្ឋម្ ៃិងចលនា ណនាះកាល យជា
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ការណ ល្ើយតបរនុងព្បរ័ៃធណៅរមល ងំណព្ព។ ណដ្ឋយោម ៃការដ្ឋម្ឥទធិរលនៃលរខខ្ ា ណដើម្សេិតណៅព្គប់ណរ
ល។ 
 វារិតជាគរួឱ្យចាប់អារម្ម ៍ណដើម្បើដសវងរររណបៀបដដលអំរលើទុត R  នៃលំណោលណសតតៃឹង 
(steady-state oscillation) ណផ្លត តណលើណព្បរង់   នៃរមល ងំណព្ព។ សព្មប់រណំញាចណព្បរង់ទាបណនាះ

0  ាម្សម្ើការ  9  ៃិង  10  ដដល 0 /R F k  ។ សព្មប់រណំញាចណព្បរង់ខ្ពស់ សម្ើការ  9  ៃិង
 10 រំ ត់ថ្ន 0,R   ។ តនម្លម្ធ្យម្នៃ  អំរលើទុតមៃតនម្លអតិបរម។ ណដើម្បើររចំ ុចអតិ- 
បរម ណយើងអាចដញរឱ្យណ ើញ R  ចំណ ះ   ៃិងរំ ត់លទធផលឱ្យណសមើសូៃយ។ វធិ្ើណៃះ ណយើងអាចររ
ណ ើញអំរលើទុតអតិបរមណរើតណ ើងណរល max   ដដល 

2 2 2

max 0 02
1

2 2m km

 
  

 
    

 
             12  

ចំណាំ max 0  ៃិង max ខិ្តជិត 0 ណរល តូច។ តនម្លអតិបរមនៃ R គឺ 

 

2

0 0
max

2
0

0

1
81 / 4

F F
R

mkmk



 

 
   

 
                13  

ការបរហ ញចុងណព្កាយគឺជាការណព្បៀបណធ្ៀបសព្មប់  ។ ណបើ 2 / 2 1km   ណនាះ max  ដូចរនុងសម្ើការ  12

គឺៃិមិ្តត។ រនុងររ ើ ណៃះ តនម្លអតិបរមនៃ R ណរើតណ ើងសព្មប់ 0  ៃិង R គឺអៃុគម្ៃ៍ម្ ូ ូតូៃណរើៃនៃ
 ។ សព្មប់ តូច ាម្សម្ើការ  13 ដដល max 0 0/R F  ។ ដូចណៃះ អតិបរមណ ល្ើយតបគឺធំ្ជាងអំរលើ
ទុត 0F  នៃរមល ងំណព្ពៃិងតូចជាងតនម្លនៃ    ធំ្ជាងផលណធ្ៀប max 0/R F  ។ រូបភារ3.9.3 មៃព្កា វ
តំណាងនៃ 0/Rk F ជាប់ៃឹង 0/  សព្មប់តនម្លបើបួៃនៃ ។ 
 មំុ្ផ្លសអាព្ស័យណលើការចាប់អារម្ម ៍ណលើ ។ សព្មប់ ជិតសូៃយ ាម្សម្ើការ  9 ៃិង  10

ដដល cos 1  ៃិងsin 0  ។ ដូចណៃះ 0  ចណម្លើយណៅជិតផ្លសដដលរណំញាច មៃៃ័យថ្នវាណរើៃៃិង
ចុះទាងំអស់ ណ ើយឧបមថ្នជិតអតិបរមៃិងអបបបរមទាងំអស់។ សព្មប់ 0   ណយើងររថ្ន
cos 0  ៃិង sin 1   ដូចណៃះ 

2


  ។ រនុងររ ើ ណៃះ ការណ ល្ើយតបយតឺោ វណព្កាយរណំញាចណដ្ឋយ

2



ណនាះរំរូលនៃចណម្លើយបាៃ
2

  យតឺជាងរំរូលនៃរណំញាចណ ើយព្សណដៀងសព្មប់ព្ជលង។ ចុងណព្កាយ 
សព្មប់  ធំ្ ណយើងមៃ cos 1    ៃិង sin 0   ។ ដូចណៃះ    ណនាះចណម្លើយគឺជិតផ្លស មៃៃ័យ
ថ្នចណម្លើយអបបបរមណរលរណំញាចគឺអតិបរមៃិងផទុយម្រវញិ។ 
 រនុងរូប3.9.4 ណយើងបរហ ញព្កា វនៃដំណណាះព្សាយនៃតនម្លបញ្ហ ណដើម្ 
     0.125 3cos 2 , 0 2, 0 0u u u t u u        
ព្កា វនៃអៃុគម្ៃ៍រមល ងំព្តូវបាៃបរហ ញសព្មប់ណព្បៀបណធ្ៀប។ សណងកតណ ើញថ្នចលនាបណណាដ ះអាសៃន
ដំបូងព្តូវបំផ្លល ញណដ្ឋយណរើតណ ើង ណនាះអំរលើទុតនៃរមល ងំៃឹងណ ល្ើយតបគឺខិ្តជិត1 ៃិងផ្លសរនុងោន ចណមល ះរ ំ
ណញាច(excitation)ៃិងចណម្លើយ(response)ខិ្តជិត ។ 
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រូបភារ3.9.3 រមល ងំលំញ័រដដលដ្ឋម្ អំរលើទុតនៃណសតតៃឹងណ ល្ើយតបណធ្ៀបៃឹងណព្បរង់នៃរមល ងំជព្មុ្ញ 

2 2 2

0/ m    
 

រូបភារខាងណលើ រមល ងំលំញ័រដដលដ្ឋម្    0.125 3cos 2 , 0 2, 0 0u u u t u u        
បដៃេម្រើណនាះ ណយើងររថ្ន 145 / 4 3.0104   ណនាះ 0 / 0.9965R F    ។ បដៃេម្ណទៀត 
cos 3/ 0.9965      ៃិងsin 1/ 4 0.08305     ណនាះ 3.0585  ។ ដូចណៃះ ការគ នាតនម្ល
នៃ R ៃិង គឺជិតតនម្លបា ៃ់សាម ៃាម្រយៈព្កា វ។ 
លហំាត ់
លំហាត់ទើ1ដល់4 បរហ ញផលគុ នៃអៃុគម្ៃ៍ព្តើណកា មព្តរើរនៃណព្បរង់ខុ្សោន ។ 
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1. cos9 cos7t t  
2. sin7 sin6t t  
3. cos cos2t t   
4. sin3 sin4t t  
5. ម សទម្ាៃ់ 4lb  រនាល តរ  ូស័រ1.5in  ។ ម សព្តូវបាៃបដូរជា 2in   រនុងទិសណៅវជិាមៃរើទើាងំលំៃឹងរបស់
វា ណ ើយបណញ្ចញណដ្ឋយោម ៃណលបឿៃណដើម្។ សៃមតថ្នោម ៃដ្ឋម្ណ ើយម សព្តូវបាៃណធ្វើសរម្មភារ
ណដ្ឋយរមល ងំណព្ពនៃ 2cos3t lb ។ បណងកើតបញ្ហ តនម្លណដើម្ដដលបរព្សាយរើខ្ួបនៃម ស។ 

6. ម ស 5kg  រនាល តរ  ូស័រ 10cm ។ ម សព្តូវបាៃណធ្វើសរម្មភារណដ្ឋយរមល ងំណព្ព  10sin / 2t N  ៃិង
ផ្លល ស់ទើលមម្រនុងរមល ងំររិត2N  ណៅណរលណលបឿនៃម សគឺ 3 / seccm  ។ បណងកើតបញ្ហ តនម្លណដើម្ដដល
បរព្សាយរើខ្បួនៃម ស។ 

7. a. ររដំណណាះព្សាយនៃលំហាត់ទើ5។ 
b. ណៅព្កាបនៃដំណណាះព្សាយ។ 
c. ណបើណគឱ្យរមល ងំណព្ពព្តូវបាៃជំៃសួណដ្ឋយរមល ងំ 4sin t  នៃណព្បរង់   ររតនម្លនៃ  ណរលអៃុភារ
ណរើតណ ើង។ 

8. a. ររដំណណាះព្សាយនៃបញ្ហ តនម្លណដើម្រនុងលំហាត់ទើ6។ 
b. រំ ត់ចណម្លើយទូណៅបណណាត ះអាសៃន ៃិងចណម្លើយជារ់ោរ់។ 
c. សង់ព្កាបនៃចណម្លើយជារ់ោរ់។ 
d. ណបើណគឱ្យរមល ងំណព្ពព្តូវបាៃជំៃសួណដ្ឋយរមល ងំ 2cos t  នៃណព្បរង់   ររតនម្លនៃ  ដដលរមល ងំ
ណ ល្ើយតបគឺអតិបរម។ 

9. ណបើព្បរ័ៃធម សរ  ូស័រោម ៃដ្ឋម្ជាម្យួម ស 6lb  ៃិងរ  ូស័រ 1 /lb in  ណរលណនាះរំ ត់ខ្បួ 0t   ណដ្ឋយ
រមល ងំណព្ព 4cos 7t lb ។ រំ ត់ទិសណៅម សណរលណផសងណទៀតៃិងគូសព្កាបនៃបំោណសើទើណធ្ៀបៃឹង
t។ 

10. ម ស8lb  រនាល តរ  ូស័រ 6in  ។ ព្បរ័ៃធព្តូវបាៃណធ្វើសរម្មភារណដ្ឋយរមល ងំណព្ព8sin 8t lb  ។ ណបើម សព្តូវ
បាៃទាញទមល រ់ 3in  ៃិងដលងណចញ រំ ត់ទិសណៅម សណរលណផសងណទៀត។ រំ ត់ណរលដំបូងបួៃ
ដងខ្ ៈណរលណលបឿៃម សណសមើសូៃយ។ 

11. រ  ូស័រព្តូវបាៃរនាល ត6in ណដ្ឋយទម្ាៃ់ម ស8lb។ ម សព្តូវបាៃភាា ប់ៃឹងទព្ម្ ដដលមៃការរមល ងំទប់
0.25 sec/lb ft ៃិងព្តូវបាៃណធ្វើសរម្មភារណដ្ឋយរមល ងំណព្ព 4cos 2t lb ។ 
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a. រំ ត់ ចណម្លើយជារ់ោរ់ព្តូវៃឹងព្បរ័ៃធ។ 
b. ណបើណគជំៃសួម សណដ្ឋយម សm រំ ត់តនម្លនៃmសព្មប់អំរលើទុតនៃចណម្លើយជារ់ោរ់  
អបបបរម។ 

12. ព្បរ័ៃធម សរ  ូស័រមៃផទុររ  ូស័រ។ ម សព្តូវបាៃភាា ប់ណៅៃឹងរ  ូស័រៃិងចលនាណរើតណ ើងរនុងសារធាតុរាវ
viscousដដលផតល់ៃូវភារធ្ៃ់ជាណលខ្ណសមើៃឹងទំ នំៃណលបឿៃភាល ម្ៗ។ ណបើព្បរ័ៃធព្តូវបាៃដឹរនាណំដ្ឋយ
រមល ងំណព្ព 3cos3 2sin 3t t N  រំ ត់ ចណម្លើយជារ់ោរ់។ បរហ ញចណម្លើយរបស់អនររនុងទព្ម្ង់

 cosR t  ។ 
13. ព្បាប់រ័ត៌ាមៃលម្អិតរនុងការរំ ត់ ចណម្លើយជារ់ោរ់ ាម្សម្ើការ  11  គឺអតិបរម។ បរហ ញថ្ន

2

max ៃិង maxR ដដលឱ្យរនុងសម្ើការ  12 ៃិង  13 ។ 
14. a. បរហ ញថ្នផ្លសនៃរមល ងំណ ល្ើយតបនៃសម្ើការណផទៀងផ្លទ ត់។ 

b. ណៅផ្លស   ដូចអៃុគម្ៃ៍នៃរមល ងំណព្បរង់   សព្មប់រមល ងំណ ល្ើយតបនៃ
0.125 3cosu u u t    ។ 

15. ររដំណណាះព្សាយនៃបញ្ហ តនម្លណដើម្      , 0 0, 0 0u u F t u u      

ដដល    
0

0

, 0

2 , 2

0, 2

F t t

F t F t t

t



  



 


   
 

 

ចាត់ទុររាល់ចណនាល ះណរលដ្ឋច់ណដ្ឋយដ ររើោន  ៃិងផាួផាងដំណណាះព្សាយរនុងចណនាល ះណរលណផសងៗោន
ណដ្ឋយឱ្យu ៃិងuជាអៃុគម្ៃ៍នៃ t។ 

16. ណសៀគវើនៃណស រ ើមៃកាបា សុើណត 60.25 10 F  ណរសុើសតង់ 35 10   អាងំឌុ្ចទ័រ1H ។ កាបា សុើណតដំបូងគឺ
សូៃយ។ ណបើថ្ម12V  ព្តូវបាៃភាា ប់ណៅៃឹងណសៀគវើៃិងណសៀគវើបិទខ្ ៈ 0t   ។ រំ ត់កាបា សុើណតខ្ ៈ

0.001sect  , 0.01sect  ,ណរល t  ៃិងលើម្ើត t ។ 
17. រិចារណាព្បរ័ៃធលំញ័រ  បរព្សាយណដ្ឋយបញ្ហ តនម្លណដើម្ (initial value problem) 

   
1

2 2cos , 0 0, 0 2
4

u u u t u u        

a. រំ ត់ដផនរដំណណាះព្សាយចណម្លើយជារ់ោរ់។ ។ 
b. ររអំរលើទុត A នៃដំណណាះព្សាយចណម្លើយជារ់ោរ់ រនុងព្រុម្ ។ 
c. ណៅ A ណធ្ៀប ។ 
d. ររតនម្លអតិបរមនៃ A ៃិងណព្បរង់ ដដលណរើតណ ើង។ 

18. រិចារណារមល ងំដតព្បរ័ៃធោម ៃដ្ឋម្  បរព្សាយណដ្ឋយបញ្ហ តនម្លណដើម្ (initial value problem) 
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   3cos , 0 0, 0 0u u t u u      
a. ររដំណណាះព្សាយនៃ 
b. ណៅដំណណាះព្សាយ  u t  ណធ្ៀបៃឹង t  សព្មប់ 0.7, 0.8    ៃិង 0.9   ។ ព្សាយរើរណបៀប
ចណម្លើយ  u t  បតូរជា   ដព្បព្បួលរនុងចណនាល ះណរលណៃះ។ ណតើមៃអវើណរើតណ ើងណរល   តនម្លកាៃ់ដត
ខិ្តជិត1? ចំណាថំ្នណព្បរង់ណដើម្នៃព្បរ័ៃធោម ៃរមល ងំគឺ 0 1  ។ 

19. រិចារណាព្បរ័ៃធរមល ងំ បរព្សាយណដ្ឋយបញ្ហ តនម្លណដើម្ (initial value problem) 
   3cos , 0 1, 0 1u u t u u      

a. ររដំណណាះព្សាយសព្មប់ 1   
b. ណៅដំណណាះព្សាយ  u t  ណធ្ៀបៃឹង t  សព្មប់ 0.7, 0.8    ៃិង 0.9   ។ ណធ្ៀបលទធផល
ជាម្យួលំហាត់ទើ១៨ បរព្សាយរើឥទធិរលនៃលរខខ្ ា ណដើម្មិ្ៃសូៃយ។ 

20. សព្មប់បញ្ហ តនម្លណដើម្ (initial value problem)រនុងលំហាត់ទើ១៨ ណៅណធ្ៀបសព្មប់
0.7, 0.8   ៃិង 0.9  ។ គូសណៅផ្លសនៃដំណណាះព្សាយសព្មប់តនម្ល ។ ណព្បើចណនាល ះណរល 

គឺព្គប់ព្ោៃ់ ណនាះផ្លសលិចណ ើងជិតដខ្សណកាង។ ព្តូវព្បារដថ្នដខ្សណកាងជាម្យួៃឹងព្រួញណដើម្បើ
បរហ ញទិសណៅព្តូវបាៃ ល្ងកាត់ណៅណរល t ណរើៃណ ើង។ 

លំហាត់២១ដល់២៣ណដ្ឋះព្សាយបញ្ហ តនម្លណដើម្ (initial value problem)រនុងលំហាត់ៃើម្យួៗខាង
ណព្កាម្ 

a. ណៅអៃុគម្ៃ៍រមល ងំ  F t  ណធ្ៀបៃឹង t  ៃិងណៅដំណណាះព្សាយ  u t  ណធ្ៀបៃឹង t  ណៅណលើអ័រសដតម្យួ។ 
ណព្បើចណនាល ះណរល t  ដូចណៃះ initial transient ព្តូវបាៃលុបណចាល។ សណងកតទំនារ់ទំៃងចណនាល ះអំរលើទុត
ៃិងផ្លសនៃព្រុម្រមល ងំៃិង អំរលើទុតៃិងផ្លសនៃអៃុភារ។ ចំណា 0 / 1k m    

b. គូសណៅផ្លស (phase plot) ដដល plot u  ណធ្ៀបៃឹងu ។ 
21.   3cosF t t  
22.   3cos3F t t  

   23. 3cos 0.3F t t   
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ជំពូកទ៤ី  សមីការឌីផេរង៉់ស្សែលលោំរ់ខពស ់
 
ព្ទឹសតើបទ ៃិងវធិ្ើសាង្គ្សត នៃដំណណាះព្សាយដដលបាៃមៃណៅរនុងជំរូរមុ្ៃ សព្មប់សម្ើការលើណៃដអ រលំ
ដ្ឋប់ទើរើរ ឈាៃណៅសម្ើការលើណៃដអ រនៃលំដ្ឋប់ទើបើ ៃិងខ្ពស់ជាងណៃះ។ ណៅរនុងជំរូរណៃះ ណយើងសណងខប
អំរើលរខ ៈទូណៅ ណដ្ឋយយរចំ ុចរិណសសនៃររ ើ ទាងំណនាះ ដដលមៃររ ើ ថ្មើណរើតណ ើង 
ណដ្ឋយសារសាេ ៃភារណផសងៗោន កាៃ់ដតណព្ចើៃដដលអាចណរើតណ ើងសព្មប់សម្ើការនៃលំដ្ឋប់ខ្ពស់ ។ 
៤.១  ស្រទរសតរីទទូផៅច្នសមីការលផីនស្អ្៊ារលោំរ់ n  

ព្ទឹសតើទូណៅនៃសម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ទើ n  មៃទព្ម្ង់ដូច៖ 

   
1

1

0 11
( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) 1

n n

n nn n

d y d y dy
P t P t P t P t G t

dx dx dx




      

ណយើងសៃមតថ្នអៃុគម្ៃ៍ 0 ,..., nP P   ៃិង G  ជាអៃុគម្ៃ៍តនម្លរិតចណនាល ះ :I t    ៃិង 0P  គឺោម ៃ
សូៃយរនុងចណនាល ះណៃះណទ ។ រចួដចរសម្ើការ (1) ណដ្ឋយ 0 ( )P t  ណយើងទទលួបាៃ  

   
1

1

11
( ) ... ( ) ( ) ( ) 2

n n

n nn n

d y d y dy
L y P t P t P t y g t

dt dt dt




       

សម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសសលលើណៃដអ រ L  នៃលំដ្ឋប់ n  ដដលរំ ត់ណដ្ឋយសម្ើការ(2)គឺព្សណដៀងោន ណៅៃឹង
សម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសសលលើណៃដអ រលំដ្ឋប់រើរដដលបាៃដ នារំនុងជំរូរទើ៣ ។ ព្ទឹសតើគ ិតវទិាដដល
ទារ់ទងៃឹងសម្ើការ(2)គឺព្សណដៀងោន ទាងំព្សុងោន ណៅៃិងសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលលើណៃដអ រលំដ្ឋប់រើរ។
សព្មប់ការអះអាងណៃះណយើងព្ោៃ់ដតបញ្ា រ់ចណម្លើយសព្មប់លំហាត់លំដ្ឋប់ n  ។ 
 ភសតុាងនៃលទធផលភាគណព្ចើៃគឺព្សណដៀងោន ណៅៃឹងសម្ើការលំដ្ឋប់ 2 ណ ើយជាធ្ម្មាព្តូវបាៃទុរជា
លំហាត់ ។ សម្ើការ (2) ទារ់ទងៃឹងណដរ ើណវទើ n  នៃ y  ជាម្យួ t  ដូចណៃះ ណគបាៃជាទូណៅ n  ព្តូវបាៃ
ណដ្ឋះព្សាយរនុងសម្ើការរមួ្(2)  

( 1) ( 1)

0 0 0 0 0 0( ) '( ) ' ..., ( ) (3)n ny t y y t y y t y     
ព្ទើសតើបទ ៣.១.១៖  ព្បសិៃណបើអៃុគម្ៃ៍ 1 2, ,..., nP P P  ៃិង g  ជាប់ណៅណលើចណនាល ះណបើរ I  ណនាះមៃ
ចណម្លើយរិតព្បារដ ( )y t  នៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយល (2) ណនាះណផទៀងផ្លទ ត់ាម្លរខខ្ ា  (3) ។ 
ដំណណាះព្សាយណៃះមៃសំ ំុចណនាល ះ I  ។ 
សម្ើការអូម្ ូដសៃ៖ដូចោន ណៅរនុងសម្ើការលំដ្ឋបទ់ើ២ ដដល ដំបូងណយើងព្តូវរិភារាអំរើសម្ើកាអូម្ ូដសៃ
ណៃះ ។ 
   

1

( ) ( 1)

1( ) ... ( ) ' ( ) 0.n n

n nL y y P t y P t y P t y

         4  
ព្បសិៃណបើអៃុគម្ៃ៍ 1 2,, ..., ny y y   វាជាចណម្លើយរបស់សម្ើការ (4) បនាទ ប់ម្រណធ្វើការសរណសរជាបៃសលំើណៃ
ដអ រ 

    1 1 2 2( ) ( ) ... ( ),n nL y c y t c y t c y t        5  



101 
 

ដដល 1,..., nc c   ជាចំៃៃួណថ្រ គឹជាចណម្លើយសម្ើការ(4)ផងដដរ វាជាចំៃួៃធ្ម្មជាតិដដលជាធ្ម្មាមៃ
ណចាទការសួរថ្ន ណតើដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការ(4)អាចព្តូវបាៃបរហ ញថ្នជាបៃសលំើណៃណអ រនៃ 1,..., ny y  
ណៃះៃឹងកាល យជាការរិត ព្បសិៃណបើមិ្ៃគិតរើលរខខ្ ា ដំបូង (3) ដដលព្តូវបាៃបណងកើត គឺមៃទព្ម្ង់
ណព្ជើសណរ ើសជាចំៃៃួណថ្រ 1,..., nc c   ដូណចនះ វាជាបៃសលំើណៃដអ រ (5) បំណរញលរខខ្ ា ណដើម្។ ជារិណសស
សព្មប់ការណព្ជើសណរ ើសណាម្យួនៃ 0t   រនុង I  ៃិងសព្មប់ការណព្ជើសណរ ើសណាម្យួនៃ 

 1

0 0 0, ' ,..., ,
n

y y y
  ណយើងរំ ត់បាៃ 1,..., nc c  ដូចណៃះ 

   

   

   

         

1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

1 1 1

1 1 0 0 0

n n

n n

n n n

n n

c y t c y t y

c y t c y t y

c y t c y t y
  

  

    

  

   6  

ណផទៀងផ្លទ ត់សម្ើការ (6) អាចជាដំណណាះព្សាយដតម្ួយសព្មប់ចំៃៃួណថ្រ 1,..., nc c  ដដលជាណដណទម្ើ 
ង់នៃណម្គុ មិ្ៃដម្ៃសូៃយ។ ម្ា ងណទៀត ព្បសិៃណបើណដណទម្ើ ង់នៃណម្គុ មិ្ៃដម្ៃសូៃយ បនាទ ប់ម្រណគ
អាចណព្ជើសណរ ើសតនម្លដ្ឋច់ខាតនៃ ( 1)

0 0 0, ' ,..., ny y y    ។ដូចសម្ើការ (6) មិ្ៃមៃដំណណាះព្សាយណទ។ 
ដូណចនះលរខខ្ ា ចាបំាច់ៃឹងព្គប់ព្ោៃ់សព្មប់ភារមៃចណម្លើយនៃសម្ើការណាម្យួ។ សម្ើការ (6) 
សព្មប់តនម្លនៃ ( 1)

0 0 0, ' ,..., ny y y  ណព្បើរ  ុងណគៀៃ 

 

     

1 2

1 2

1

1 1 1

1 2

, ,

n

n

n

n n n

n

y y y

y y y
W y y

y y y
  

  
     7  

គឺមិ្ៃមៃសូៃយ ណៅណរល 0t t  ។ ចាប់ាងំរើ 0t   ណៅព្តង់ចំ ុចណាម្យួនៃចណនាល ះ 𝐼  វាគឺចាបំាច់
ណ ើយមៃលរខខ្ ា ព្គប់ព្ោៃ់ណៅណរល 1 2( , ,..., )nW y y y  អាចមិ្ៃសូៃយណៅព្តង់ចំ ុចណាម្ួយនៃ
ចណនាល ះណនាះ។ សព្មប់សម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ទើរើរ វាអាចព្តូវបាៃបរហ ញព្បសិៃណបើ 1 2, ,..., ny y y   គឺ
តនម្លសូៃយសព្មប់ព្គប់ t  រនុងចណនាល ះ I  ឬណផសងណទៀត គឺមិ្ៃមៃតនម្លសូៃយណៅទើណនាះ។ ណម្ើលលំហាត់
ទើ20 ។ ដូណចនះណយើងបាៃព្ទឹសតើបទដូចខាងណព្កាម្ ។ 
ព្ទឹសតើបទ ៣.១.២៖ ព្បសៃិណបើអៃុគម្ៃ៍ 1 2, ,..., np p p  ជាប់ណៅណលើចណនាល ះណបើរ  I  ។ ព្បសិៃណបើអៃុគម្
ៃ៍ 1 2, ,..., ny y y   ជាចណម្លើយនៃសម្ើការ 

1

( ) ( 1)

1( ) ... ( ) ' ( ) 0n n

n ny P t y P t y P t y

       ណ ើយណបើ 
1 2( , ,..., )( ) 0nW y y y t    សព្មប់ចំ ុចម្យួរនុង  I  ណនាះព្គប់ចណម្លើយនៃសម្ើការ ព្តូវបាៃបរហ ញជា

ទព្ម្ង់បៃសលំើណៃដអ រនៃដំណណាះព្សាយ 1 2, ,..., ny y y  ។ 
សំ ំុនៃដំណណាះព្សាយ សម្ើការ (4) ដដលមិ្ៃសូៃយ ជាសំ ំុមូ្លដ្ឋន ៃនៃដំណណាះព្សាយ 
(fundamental set of solutions) ។ អតេិភារនៃសំ ំុមូ្លដ្ឋា ៃនៃដំណណាះព្សាយ ជាមូ្លដ្ឋា ៃ ព្តូវ
បាៃបរហ ញោ ងជារ់ោរ់ដូចោន ណៅៃឹងសម្ើការលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ទើ 2 (ព្ទឹសតើបទ 3.2.5)។ ចាប់ាងំរើ
ដំណណាះព្សាយទាងំអស់របស់សម្ើការ (4)  មៃទព្ម្ង់ដូចសម្ើការ (5) ណយើងណព្បើដំណណាះព្សាយ
ទូណៅ ណដើម្បើឈាៃណៅររបៃសលំើណៃដអ រនៃដំណណាះព្សាយសំ ំុណាម្យួនៃសម្ើការ  (4) ។ ការិភារា
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អំរើអាព្ស័យលើណៃដអ រៃិងមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រដដលបាៃផតល់ឱ្យរនុងដផនរ 3.3 រ៏មៃលរខ ៈទូណៅផង
ដដរ។ អៃុគម្ៃ៍ 

1 2, ,..., nf f f   ជាដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការ (4) បនាទ ប់ម្រវាបាៃព្តូវបាៃបរហ ញ
លរខខ្ ា ចាបំាច់ៃិងព្គប់ព្ោៃ់សព្មប់អាព្ស័យលើណៃដអ ររនុង I  ។ ព្បសិៃសិៃណបើណគមៃសំ ំុណថ្រនៃ 

1 2, ,..., nk k k  មិ្ៃសូៃយទាងំអស់ ដូចណៃះ 1 1 2 2 ... 0n nk f k f k f     (8) ។  
សព្មប់ t  ទាងំអស់ណៅ I  រនុងអៃុគម្ៃ៍ 1,..., nf f   ព្តូវបាៃណគៃិោយថ្នមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រណលើ I  
ព្បសិៃណបើមិ្ៃមៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ។ ព្បសិៃ 1,..., ny y  ជាដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការ (4) បនាទ ប់ម្រ 
វាបាៃព្តូវបាៃបរហ ញលរខខ្ ា ចាបំាច់ៃិងព្គប់ព្ោៃ់សព្មប់អាព្ស័យលើណៃដអ រ 1 0( ,..., )( ) 0nW y y t   
សព្មប់ 0t  រនុង I  (សូម្ណម្ើលលំហាត់ 25) ។  
ដូណចនះ ដំណណាះព្សាយជាមូ្លដ្ឋា ៃនៃសម្ើការ (4) គឺអាព្ស័យលើណៃដអ រ ណ ើយអាព្ស័យសំ ំុលើណៃដអ 
រនៃ n  ដំណណាះព្សាយនៃ សម្ើការ (4) បណងកើតបាៃជាសំ ំុមូ្លដ្ឋា ៃនៃដំណណាះព្សាយ។ 
សម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ៖ ឥ ូវណៃះរិចារណាសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដ សៃ (2) 
           1

1

n n

nL y y p t y p t y g t


      
ព្បសិៃ 1Y ៃិង 2Y  ជាដំណណាះព្សាយរើរនៃសម្ើការ (2) បនាទ ប់ម្រវាណធ្វើាម្លើណៃដអ រការ ើលើ L  
           1

1

n n

nL y y p t y p t y g t


       
ដូណចនះភារខុ្សោន នៃដំណណាះព្សាយទាងំរើរនៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ (2) គឺជាដំណណាះព្សាយនៃសម្ើ-
ការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ(4) ចាប់ាងំរើដំណណាះព្សាយនៃភារដូចោន ណាម្យួនៃសម្ើការ មិ្ៃអូម្ ូដសៃអាច
បញ្ច រ់ជាបៃសលំើណៃដអ រនៃសំ ំុមូ្លដ្ឋា ៃនៃដំណណាះព្សាយ 

1,..., ny y   ណដ្ឋះព្សាយាម្ដំណណាះព្សាយ
ណាម្យួនៃសម្ើការ (2)  ណគអាចសរណសរជា  

       1 1 2 2 n ny c y t c y t c y t Y t         9  
ដដល Y  ជាដំណណាះព្សាយជារ់ោរ់ម្ួយចំៃួៃនៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសយៃ (2) បៃសលំើណៃដអ រ (9) ព្តូវ
បាៃណគណៅថ្នដំណណាះព្សាយទូណៅនៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ(2) ។ ដូណចនះបញ្ហ ចម្បង គឺណដើម្បើរំ ត់
សំ ំុមូ្លដ្ឋា ៃនៃដំណណាះព្សាយ 1,..., ny y  នៃសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដ សៃ (4) ។  
ព្បសិៃណបើំណម្គុ ណថ្រ ណៃះគឺជាលំហាត់សាម្ញ្ញ។ វាព្តូវបាៃណលើរយរម្រៃិោយណៅរនុងដផនរបនាទ ប់។ 
ព្បសិៃណបើំណម្គុ ណថ្រ ជាធ្ម្មាចាបំាច់ព្តូវណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតជាណលខ្ដូចជាវធិ្ើរនុងជំរូរទើ 8 ឬវធិ្ើណស រ ើ 
ព្សណដៀងៃឹងវធិ្ើរនុងជំរូរទើ 5 ។ ទាងំអស់ណៃះមៃទំណនារណៅកាៃ់ដតសមុរសាម ញណៅណរលដដលលំដ្ឋប់នៃ
សម្ើការណរើៃណ ើង ។ វធិ្ើសាង្គ្សតនៃការកាត់បៃេយលំដ្ឋប់ (ដផនរទើ 3.5) រ៏អៃុវតតៃ៍ចំណ ះសម្ើការលើណៃ
ដអ រលំដ្ឋប់ទើ 1 ផងដដរ។  
ព្បសិៃណបើ 1y  ជាដំណណាះព្សាយម្យួនៃសម្ើការ (4) បនាទ ប់ម្រជំៃសួ 1( )y v t y  នាណំៅររសម្ើការឌ្ើ
ណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រលំដ្ឋប់ 1n  សព្មប់ v  (សូម្ណម្ើលលំហាត់ 26 សព្មប់ររ ើ ណៅណរលដដល 

3n  ) ។ ណទាះោ ងណារ៏ណដ្ឋយព្បសិៃណបើ 3n   សម្ើការដដលកាតបៃេយគឺខ្លួៃវាោ ងណហាចណាស់
នៃលំដ្ឋប់ទើ 2 ណ ើយមៃដតរព្ម្ណាស់ដដលវាៃឹងមៃលរខ ៈសាម្ញ្ញជាងសម្ើការណដើម្។  
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ដូណចនះរនុងការអៃុវតតៃ៍ជារ់ដសតងការកាត់បៃេយលំដ្ឋប់គឺរព្ម្មៃព្បណោជៃ៍សព្មប់សម្ើការខ្ពស់ ជាង
លំដ្ឋប់ទើ 2 ។ 
៤.១.១ ការរផងកើតនផមែើយទីពីរផនែពីនផមែើយទីមួយ 
សម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលមៃទព្ម្ង់៖ 

     '' ' 0 1y P x y Q x y     
ដដល  P x ៃិង  Q x ជាអៃុគម្ៃ៍ជាប់ណលើ I មៃអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយ   1 0y x  បាៃសាា ល់ៃិតិវធិ្ើរនុង
ការររសម្ើការទើ២ គឺណយើងព្តូវរំ ត់

   1 1 1 1 1 1' ' ' '' '' '' 2 ' 'y u x y x y uy u y y uy u y u y        ជំៃសួសម្ើការ(1) 
       

 

 

1 1 1 1 1 1

'' '

1 1 1 1

0

'

1 1 1

'' '' 2 ' ' ' ' 0

' " 2 ' 0

" 2 ' 0

uy u y u y P x uy u y Q x uy

u y Py Qy y u y Py u

y u y Py u

     

       

  

 

ាង ' ' ''w u w u   ណគបាៃ 
    '

1 1 1' 2 0 2y w y Py w    

 

 
'

' 1
1 1 1

1

'

1

1

2

1

2

1 1

2 0 2 0

2 0

ln

Pdx

ydw dw
y y Py w dx Pdx

dx w y

ydw
dx Pdx

w y

wy Pdx c

wy c e


      

  

  



   



 

ដត 'w u  ណនាះ
1 22

1

pdx

e
u c dx c

y


   ណយើងណព្ជើសណរ ើសយរ 1 21, 0c c   ណយើងបាៃចណម្លើយទើ២គឺ 

  2 1 2

1

3

Pdx

e
y y dx

y


   

ឧទា រ ៍ទើ១៖ចូរររចណម្លើយទើ២នៃសម្ើការ 2 '' 3 ' 4 0x y xy y   មៃចណម្លើយទើម្យួ 2

1y x ។ 
ចណម្លើយ   2

2 lny x x  
លហំាត ់
រនុងលំហាត់ទើ1-6ចូរររដដៃរំ ត់នៃសម្ើការណដើម្បើររចណម្លើយ 

   

   

           

4

4 2 2 3

4 62 2

1. 4 '" 3 2. '" sin " 3 cos

3. 1 '' 4 0 4. "' " ' ln

5. 1 1 " 0 6. 4 "' 9 0

t

y y y t ty t y y t

t t y e y t y y ty t y t y t

x y x y tanx y x y x y y

     

       

        
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រនុងលំហាត់ទើ7-10ណតើសំ ំុអៃុគម្ៃ៍ខាងណព្កាម្វាអាព្ស័យឬមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ។ណបើអាព្ស័យលើណៃ
ដអ រ ចូរររទំនារ់ទំៃងរបស់អៃុគម្ៃ៍ទាងំណៃះ។ 

     

     

     

     

2 2

1 2 3

2 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3 4

3 2 2

1 2 3 4

7. 2 3, 1, 2

8. 2 3, 2 1, 3

9. 2 3, 1, 2 , 1

9. 2 3, 1, 2 , 1

f t t f t t f t t t

f t t f t t f t t t

f t t f t t f t t t f t t

f t t f t t f t t t f t t

     

     

        

        

 

រនុងលំហាត់ៃើម្យួៗរើទើ11-16។បរហ ញថ្នសំ ំុអៃុគម្ៃ៍ជាចណម្លើយសម្ើការលើណៃដអ រ រចួគ នាាម្រ  ុ
ងណគៀៃ 

 

 

1 2 3

4

1 2 3 4

2

1 2 3

4

1 2 3 4

3

1 2 3

3 2

11. '" ' 0; 1, sin , cos

12. '' 0; 1, sin , cos ,

13. '" " ' 2 0; , ,

14. 2 '" '' 0; 1, , ,

15. '" '' 0; 1, ,

16. '" " 2 ' 2 0

t t t

t t

y y y y t y t

y y y y t y t y t

y y y y y e y e y e

y y y y y t y e y te

xy y y y x y x

x y x y xy y

 

 

    

     

      

      

    

    2

1 2 3

1
; , ,y x y x y

x
  

 

រនុងលំហាត់ៃើម្យួៗរើទើ16-24ចូរររចណម្លើយទើ២នៃសម្ើការ 
2

1

1

1

1

1

5

1

2 /3

1

/3

1

17. '' 4 ' 4 0,

18. '' 2 ' 4 0,

19. '' 16 0, cos 4

20. '' 9 0, sin 3

21. '' 0, cosh

22. '' 25 0,

23. 9 '' 12 ' 4 0,

24. 6 '' ' 0,

x

x

x

x

x

y y y y e

y y y y xe

y y y x

y y y x

y y y x

y y y e

y y y y e

y y y y e



   

   

  

  

  

  

   

   

 

៤.២.  សមីការអ្ូម៉ូស្សនផមគុណផលរ 
រិចារណា សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលអូម្ ូដសៃលើណៃដអ រលដំ្ឋប់ទើ n  

( ) ( 1)

0 1 1[ ] ' 0,                    (1)n n

n nL y a y a y a y a y

        
ដដល 0 1, ,..., na a a   គឺជាចំៃួៃណថ្ររិត។ ាម្រយៈចំណ ះដឹងដដលបាៃសិរាណៅណលើសម្ើការលើណៃដអ 
រលំដ្ឋប់រើរ ដដលមៃណម្គុ ជាចំៃៃួណថ្រ ជាធ្ម្មាព្តូវបាៃណគររឹំងទុរថ្ន rty e  គឺជាចណម្លើយនៃសម្ើ
ការ (1)ជាម្យួតនម្ល r  ដដលសម្ព្សប។ ណគបាៃ 

1

0 1 1[ ] ( ) ( ),          (2)rt rt n n rt

n nL e e a r a r a r a e Z r

       
សព្មប់ព្គប់តនម្ល r  ដដល 

1

0 1 1( )                                (3)n n

n nZ r a r a r a r a

       
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សព្មប់តនម្ល r  ទាងំណនាះ ដដល ( ) 0Z r   ណនាះ [ ] 0rtL e   ៃិង rty e  គឺជាចណម្លើនៃសម្ើការ (1)  ។ រ
 ុធា ( )Z r  ព្តូវបាៃណៅថ្ន រ ុធាសមា ល់ ៃិង សម្ើការ ( ) 0Z r  ណៅថ្ន សម្ើការសមា ល់ នៃសម្ើការ
ឌ្ើណផរ  ង់ដសយល (1) ។ 
រ ុធាដឺណព្រទើ nមៃសូៃយ n   ណគថ្ន 1 2, ,..., nr r r  ខ្លះព្បដ លមៃតនម្លណសមើោន  ដូចណៃះណយើងអាចសរណសរ
រ ុធាសមា ល់ណព្កាម្ទព្ម្ង់ 

0 1 2( ) ( )( ) ( )                                    (4)nZ r a r r r r r r      
៤.២.១ ករណីឫសានំនួនពិតនិងមិនផសមើ 
ណបើឬសនៃសម្ើការសមា ល់គឺ ជាចំៃៃួរិត ៃិងមិ្ៃណសមើឫសណផសងៗណទៀត ណនាះមៃចណម្លើយ n   ណផសងោន គឺ 

1 2, ,..., nr tr t r t
e e e  នៃសម្ើការ (1)។ ណបើអៃុគម្ៃ៍ទាងំណនាះមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ  ណនាះចណម្លើយទូណៅនៃស
ម្ើការ (1) គឺមៃទព្ម្ង់ 
  1 2

1 2                                             (5)nr tr t r t

ny c e c e c e      
ឧទា រ ៍ទើ១៖ ររចណម្លើយទូណៅនៃ '''' ''' 7 '' ' 6 0                                          (6)y y y y y       
ររចណម្លើយនៃសម្ើការដដលណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា  (0) 1 , '(0) 0 , "(0) 2 , '''(0) 1y y y y        (7)    
ៃិងគូសព្កាប 
ចណម្លើយ 
យរ ,rty e  ណយើងព្តូវររ ណដ្ឋយណដ្ឋះព្សាយ សម្ើការរ ុធា 
  4 3 27 6 0               (8)r r r r      
ឬសនៃសម្ើការគឺ 1 2 31, 1, 2r r r     ៃិង 4 3r     
ដូចណៃះចណម្លើយនៃសម្ើការ (6) គឺ  
  2 3

1 2 3 4           (9)t t t ty c e c e c e c e       
ាម្លរខខ្ ា ណដើម្ (7) 1 4,...,c c  ព្តូវណផទៀងផ្លទ ត់ សម្ើការខាងណព្កាម្៖ 

  
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1,

2 3 0,

4 9 2,

8 27 1.

c c c c

c c c c

c c c c

c c c c

   

   

    

    

   10   

ណដ្ឋយណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការលើណៃដអ រ ណយើងបាៃ 
  1 2 3 411/ 8,    5 /12,     2 / 3,     1/ 8c c c c        
ដូចណៃះ សម្ើការដដលណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា គឺ  2 311 5 2 1

8 12 3 8

t t t ty e e e e      ។  11  
ព្កាបនៃចណម្លើយព្តូវបាៃបរហ ញរនុងរូប 3.2.1 
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របូ3.2.1    ដំណណាះព្សាយលំហាត់តនម្លដំបូងនៃលំហាត់ទើ(1) 

 ាម្រយៈឧទា រ ៍ទើ១ ៃើតិវធិ្ើរនុងការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការលើណៃដអ រឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលំដ្ឋប់ n  
ដដលមៃណម្គុ ណថ្រអាព្ស័យណលើការដសវងររឬសនៃសម្ើការរ ុធាដឺណព្រទើ n   ។ ព្បសិៃណបើលរខខ្ ា
ណដើម្ព្តូវបាៃផដល់ណអាយ ណនាះព្បរ័ៃធសម្ើការៃឹងព្តូវបាៃណដ្ឋះព្សាយណដើម្បើររតនម្លព្បារដនៃចំៃៃួណថ្រ 

1,..., nc c   ។ ខ្ ៈណរលដដលវារតឹដតសមុគសាម ញ ណៅណរលដដល n  ណរើៃណ ើង។ ណយើងអាចណដ្ឋះព្សាយ
ណដ្ឋយោម ៃបញ្ហ ណដ្ឋយការណព្បើព្បាស់ម សុើៃគ នាឬរំុរយូទ័រ។ 
 សព្មប់រ ុធាដឺណព្រទើ៣ ៃិងទើ៤ វាមៃរូបម្ៃដព្សណដៀងោន ណៅៃឹងការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការដឺ
ណព្រទើ២ ប ុដៃតសមុគសាម ញជាង ដដលបរហ ញរើលរខ ៈដូចោន ៃឹងរបួៃណដ្ឋះព្សាយររឬសដដលអាចណព្បើ
ព្បាស់ម សុើៃគ នាឬរំុរយូទ័រ។ ណរលខ្លះវារមួ្បញ្ចូ លការណដ្ឋះព្សាយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល ដូចណៃះ
ដំណ ើ រការនៃការដ្ឋរ់ជារាត របស់រ ុធាសមា ល់ ៃិងចណម្លើយនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលព្តូវបាៃបណងកើត
ណ ើងណដ្ឋយសវ័យព្បវតតិ។ 
 ព្បសិៃណបើណយើងជបួបញ្ហ រនុងការដ្ឋរ់រ ុធាសមា ល់ជាផលគុ រាត ណដ្ឋយការគ នាណដ្ឋយ
ផ្លទ ល់ ខាងណព្កាម្ណៃះគឺជាលទធផលដដលណរលខ្លះវាមៃអតេព្បណោជៃ៍។ សៃមតថ្នរ ុធា  

1

0 1 1 0n n

n na r a r a r a

          12  
ដដលមៃណម្គុ ជាចំៃៃួគត់។ ណបើ /r p q  គឺជាចំៃៃួសៃិទាៃដដល p  ៃិង q  ោម ៃតដួចររមួ្ ណនាះ 
p  ព្តូវដតជាតដួចរនៃ na   ៃិង q  ព្តូវដតជាតដួចរនៃ 0a  ។ សព្មប់ឧទា រ ៍ រនុងសម្ើការ (8)  
តដួចរនៃ 0a   គឺ 1   ៃិងតដួចរនៃ na   គឺ 1, 2, 3,    ៃិង 6   ។ ដូចណៃះឬសជាចំៃៃួសៃិទាៃដដល
អាចណរើតមៃគឺ 1, 2, 3,    ៃិង 6   ។ ណដ្ឋយណធ្វើណតសតសារលបងឬសទាងំណៃះ ណយើងររណ ើញថ្ន 
1, 1, 2    ៃិង 3   គឺជាឬសរិតព្បារដ។ រនុងររ ើ ណៃះោម ៃឬសណផសង រើណព្ ះរ ុធាមៃដឺណព្រ៤។ 
ព្បសិៃណបើឬសខ្លះជាចំៃៃួអសៃិទាៃឬចំៃៃួរំុផលិច ដូចណៃះវធិ្ើសាង្គ្សតណៃះមិ្ៃអាចររបាៃណទ ប ុដៃតោ ង
ណហាចណាស់ដឺណព្រនៃរ ុធា គឺព្តូវបាៃកាត់បៃេយណដ្ឋយរាត ដដលព្តូវៃឹងឫសជាចំៃៃួសៃិទាៃ។ 
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 ណបើឬសនៃសម្ើការសមា ល់ គឺជាចំៃួៃរិត ៃិងខុ្សោន  ណយើងបាៃណ ើញថ្នចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើ
ការ (5) គឺជាផលបូរនៃអៃុគម្ៃ៍អិុចសបូ ង់ដសយល។ ចំណ ះ t   មៃតនម្លធំ្ ចណម្លើយៃឹងព្តូវបាៃ
បរហ ញណដ្ឋយតដួដលណផទៀងផ្លទ ត់ណៅៃឹងឬសរិជគ ិតធំ្។ ណបើឫសណៃះវជិាមៃ ណនាះចណម្លើយៃឹងកាល យជា
អិុចសបូ ង់ដសយលមិ្ៃទល់ ណបើឬសជាចំៃួៃអវជិាមៃ ណនាះចណម្លើយៃឹងនាអិុំចសបូ ង់ដសយលខិ្តជិតសូ
ៃយ។ ចុងណព្កាយ ណបើឬសធំ្បំផុតណសមើ 0  ណនាះចណម្លើយសព្មប់ t  ៃឹងមៃតនម្លធំ្ ព្តូវបាៃគ នាណដ្ឋយឬ
សបនាទ ប់ធំ្បំផុត។ 
៤.២.២ ករណីឫសានំនួនកុំេែិន(Complex Roots) 
 ណបើសម្ើការសមា ល់មៃឬសជាចំៃៃួរំុផលិចព្តូវបាៃណលចណ ើងាម្ទព្ម្ង់គូ i   ណដ្ឋយណម្គុ  

0 , , na a  ជាចំៃៃួរិត។ ណយើងដឹងថ្នោម ៃឫសដូចោន  ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ (1) គឺណៅដតជាទព្ម្ង់នៃ
សម្ើការ (4) ម្ា ងណទៀតវាដូចជាសម្ើការដដលមៃលំដ្ឋប់២(រនុងដផនរ3.4) ណយើងអាចជំៃសួចណម្លើយនៃ
តនម្លចំៃួៃរំុផលិច ( )i te    ៃិង ( )i te    ណដ្ឋយចណម្លើយតនម្លរិត(real-valued solutions) 
   cos ,         sint te t e t       13  
ដដលមៃដផនររិត ៃិងដផនរៃិមិ្តតនៃ ( )i te    ។ ដូចណៃះ ណទាះបើឫសខ្លះនៃសម្ើការសមា ល់ គឺជាចំៃៃួរំុ
ផលិច វាណៅដតអាចណៅរចួណដើម្បើររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ (1) ដូចជាបៃសលំើណៃដអ រនៃចណម្លើយតនម្លរិត
(real-valued solutions)។ 
ឧទា រ ៍ទើ២៖   ររចណម្លើយទូណៅនៃ  4

0     (14)y y   ៃិងចណម្លើយនៃសម្ើការដដលណផទៀងផ្លទ ត់
លរខខ្ ា ណដើម្ (0) 7 / 2, '(0) 4, ''(0) 5 / 2, '''(0) 2            (15)y y y y        
ៃិងគូសព្កាបរបស់វា។  

ចណម្លើយ 
 ជំៃសួ y  ណដ្ឋយ rte  ណយើងបាៃសម្ើការសមា ល់រំ ត់ណដ្ឋយ  

4 2 21 ( 1)( 1) 0r r r          
ដូចណៃះឬសសម្ើការគឺ 1 2 3 41, 1, ,r r r i r i         ៃិងអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ (14) គឺ 
   

1 2 3 4cos sint ty c e c e c t c t         
ព្កាបនៃចណម្លើយណៃះៃឹងព្តូវបាៃបរហ ញណៅរនុងរូបភារ 3.2.2 
 
ណបើណយើងដ្ឋរ់លរខខ្ ា ណដើម្ (15) ណយើងបាៃ 1 2 3 40,   3,     1/ 2,    1c c c c       
ដូចណៃះ ចណម្លើយនៃសម្ើការដដលណផទៀងផ្លទ ត់លរខខ្ ា គឺ 

   
1

0 3 cos sin
2

1
3 cos sin

2

t t

t

y e e t t

y e t t





   

  

       16 ។ 

ព្កាបនៃចណម្លើយព្តូវបាៃបរហ ញរនុងរូប3.2.3 
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          ណម្គុ រនុងសម្ើការ

1 95 1 17
cos sin

32 32 2 16

t ty e e t t      (17) 
ខុ្សដតបៃតិចរើសម្ើការ (16) ដតតនួៃសម្ើការអិុចសបូ ង់ដសយលណរើៃ ណទាះជាតនម្លណម្គុ តូច 1/32  វា
បរហ ញចណម្លើយណដ្ឋយចំៃៃួដង t   ធំ្ជាងមុ្ៃ 4 ណៅ 5 ដង ណៃះគឺបាៃណ ើញោ ងចាស់រនុងរូប 3.2.3 
ដដលបរហ ញព្កាបនៃចណម្លើយទាងំរើរ  (16)ៃិង (17) ។ 
រូប3.2.2 រូបនៃសម្ើការចណម្លើយ(16)រូប3.2.3 នៃសម្ើការចណម្លើយ (ដខ្សណកាងព្សាល) ៃិង (17) 
 (ដខ្សណកាងដិត) 

 
៤.២.៣ ករណីឬសឌុរ(Repeated Root)  
ណបើឫសនៃសម្ើកាសមា ល់ គឺមិ្ៃណផសងោន  មៃៃ័យថ្នណបើឫសខ្លះដូចោន  ណនាះចណម្លើយ (5)   គឺរិតជាមិ្ៃ
ដម្ៃជាចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ (1)   ។ រលំឹរណ ើងវញិ ណបើ 1r   ជាឫសឌុ្បសព្មប់សម្ើការលើណៃដអ រលំ
ដ្ឋប់២ 0 1 2" ' 0a y a y a y     ណនាះចណម្លើយរើរនៃលើណៃដអ រមិ្ៃអាព្ស័យគឺ  1r te  ណបើ 1r tte   សព្មប់សម្ើការ
ឌ្ើណផរ  ងដសយលដដលមៃលដំ្ឋប់ n  ព្បសិៃណបើឫសនៃ ( ) 0Z r    ណនាះ 1 2 ..... sr r r    ដដល s n  
ណនាះ  

1 1 1 12 1, , , ,
r t r t r t r tse te t e t e     18  
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ដដលព្តូវៃឹងចណម្លើយនៃសម្ើការ ណបើកាៃ់ដតចាស់សូម្ណម្ើលចំ ុច(២.៣.១)គឺ 
2 1 2

1

Pdx

e
y y dx

y


  ។ 

ណបើឫសជាចំៃៃួរំុផលិច i   ឌុ្ប s  ដង ៃិងរំុផលិចឆ្ល ស់ i   ឌុ្ប s  ដដរ។ ណដើម្បើណផទៀងផ្លទ ត់ 
ចណម្លើយតនម្លចំៃៃួរំុផលិច 2s   ណៃះ ណយើងអាចររចណម្លើយតនម្លរិត 2s   ណដ្ឋយរត់សមា ល់ថ្ន ដផនររិត ៃិង 
ដផនរៃិមិ្តតនៃ ( ) ( ) 1 ( ), ,...,i t i t s i te te t e          គឺជាចណម្លើយអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃអៃុគម្ៃ៍ ៖ 

1 1

cos , sin , t cos , sin ,

, cos , sin .

t t t t

s t s t

e t e t e t te

t e t t e t

   

 

   

  
  

ដូចណៃះ ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ (1) អាចព្តូវបាៃបរហ ញជាបៃសលំើណៃដអ រ នៃតនម្លរិត n  ។ រិៃិតយ
ណម្ើលឧទា រ ៍ខាងណព្កាម្៖  
ឧទា រ ៍ទើ៣៖   ររចណម្លើយទូណៅនៃ   4

2 '' 0          (19)y y y     
ចណម្លើយ 

ណយើងបាៃ សម្ើការសមា ល់គឺ 
   4 2 2 22 1 1 1 0r r r r        
ឬសនៃ r  គឺ  , , ,r i i i i    ដូចណៃះចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ (19)  គឺ 

1 2 3 4cos sin cos siny c t c t c t t c t t      
រនុងការគ នាឬសនៃសម្ើការសមា ល់វាមៃសារៈសំខាៃ់ណដើម្បើបរហ ញ ឬសគូបឬឬសទើ៤ ឬរ៏ឬស
កាៃ់ដតធំ្ នៃចំៃួៃ(ចំៃួៃរំុផលិចដដលអាចណៅរចួ)។ វាអាចរយព្សួលណដ្ឋយណព្បើព្បាស់ រូបម្ៃត Euler 

cos sinite t i t   ៃិងចាប់នៃរិជគ ិតដដលបាៃផដល់ណអាយរនុងដផនរ 2.4 វាព្តូវបាៃបរហ ញរនុង
ឧទា រ ៍ខាងណព្កាម្។ 
ឧទា រ ៍ទើ៤៖  ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ   4

0         (20)y y    
ណយើងបាៃសម្ើការសមា ល់  4 1 0r     
ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ ណយើងព្តូវគ នាឬសទើ៤ នៃ 1  ។ គិតថ្ន 1  គឺជាចំៃៃួរំុផលិច 1 0i    
វាមៃម្ ូឌុ្ល 1 ៃិងមំុ្ប ូដល   ។ ណគបាៃ 
  1 cos sin ii e        
ម្ា ងណទៀត មំុ្គឺព្តូវបាៃរំ ត់ព្តឹម្ដត រ ុគុ នៃ 2  ។ ណគបាៃ 
   ( 2 )1 cos( 2 ) sin( 2 ) i mm i m e              
ដដល m  ណសមើសូៃយ ឫសចំៃៃួគត់វជិាមៃ ឬ អវជិាមៃ។ ណគបាៃ 
 1/4 ( /4 /2)( 1) cos sin

4 2 4 2

i m m m
e i         

        
   

 

ឬសទើ៤ ទាងំបួៃនៃ 1  ទទួលបាៃណដ្ឋយយរ 0,1,2m   ៃិង 3  រួរវាគឺ 
1 1 1 1

, , ,
2 2 2 2

i i i i        

វារយព្សួលណដើម្បើណផទៀងផ្លទ ត់ តនម្លណផសងណទៀតនៃ m  ណយើងទទលួបាៃម្យួរនុងចំណណាម្ឬសទាងំ៤ 
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ជាឧទា រ ៍ ណបើ 4m  ណយើងបាៃ (1 )

2

i   

ដូចណៃះចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ (20)  គឺ 
/ 2 / 2

1 2 3 4( cos sin ) ( cos sin )              (21)
2 2 2 2

t tt t t t
y e c c e c c      

សៃនដិ្ឋា ៃ ណយើងរត់សមា ល់ថ្ន បញ្ហ នៃការររឬសនៃសម្ើការសំោល់ ព្បដ លជាមិ្ៃព្តង់ៗណនាះណទ 
ណទាះបើជាមៃរំុរយួទ័រជាជំៃួយ។ ផទុយរើណៃះវាមៃការលំបារព្បសិៃណបើឫសរើរណសមើោន  ឬរ៏មៃតនម្ល
ព្បហារ់ព្បដ លោន ។ រលំឹរណ ើងវញិថ្ន ទព្ម្ង់នៃចណម្លើយទូណៅគឺខុ្សោន រនុងររ ើ ទាងំរើរណៃះ។  
ណបើណម្គុ  0 1, ,..., na a a   រនុងសម្ើការទើ (1)   គឺជាចំៃៃួរំុផលិចចណម្លើយនៃសម្ើការណៃះណៅដតជាទព្ម្ង់ (4)  
។ រនុងររ ើ ណៃះ ណទាះជាឫសនៃសម្ើការសមា ល់គឺ ជាទូណៅ ចំៃៃួរំុផលិច ៃិងចំៃៃួរំុផលិចព្ចាសមិ្ៃ ដម្ៃ
ជាឫសនៃសម្ើការ។ ចណម្លើយដដលព្តូវៃឹងវាគឺ តនម្លរំុផលិច។ 
 
លហំាត ់
រនុងលំហាត់ 1 ដល់ 6  សរណសរ ចំៃៃួរំុផលិចខាងណព្កាម្ជាទព្ម្ង់ (cos sin ) ReiR i      
1. 1 2. 1 3 3. 3

4. 5. 3 6. 1

i i

i i i

   

   
 

រនុងលំហាត់ 7 ដល់ 1០ ាម្ៃិតិវធិ្ើសាង្គ្សតដដលបាៃបរហ ញរនុងឧទា រ ៍៤ ណដើម្បើរំ ត់ឫស ចំណ ះ
ចំៃៃួរំុផលិចដដលបាៃណអាយខាងណព្កាម្៖ 

1/3 1/2

1/4 1/2

7. 1 8. (1 )

9. 1 10. [2(cos / 3 sin / 3]

i

i 




  

រនុងលំហាត់ 11 ដល់ 28 ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផដល់ឱ្យ៖ 
11. ''' '' ' 0 12. ''' 3 '' 3 ' 0

13. 2 ''' 4 '' 2 ' 4 0 14. 4 ''' 4 '' 0

15. 0 16. 5 '' 4 0

17. 3 3 '' 0 18. '' 0

19. 3 3 ''' 3 '' 2 ' 0 20. 8 ' 0

21. 8 16 0 22.

iv

vi iv

vi iv vi

v iv iv

viii iv i

y y y y y y y y

y y y y y y y

y y y y y

y y y y y y

y y y y y y y

y y y y

       

      

    

     

      

   2 '' 0

23. ''' 5 '' 3 ' 0 24. ''' 5 '' 6 ' 2 0

25. 18 ''' 21 '' 14 ' 4 0 26. 7 ''' 6 '' 30 ' 36 0

27. 12 31 ''' 75 '' 37 ' 5 0 28. 6 ''' 17 '' 22 ' 14 0

v

iv

iv iv

y y

y y y y y y y y

y y y y y y y y y

y y y y y y y y y y

  

       

        

         
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រនុងលំហាត់ 29 ដល់ 36 ររចណម្លើយនៃសម្ើការាម្លរខខ្ ា ណដើម្ ដដលបាៃឱ្យ ៃិងគូសព្កាបនៃសម្ើ
ការចណម្លើយ។ ណតើចណម្លើយណៅជាោ ងណា ណរល ?t    

     

     

     

 

29. ''' ' 0;     0 =0 , 0 =1 , 0 =2

30. 0;       0 =0 , 0 =1 , 0 = 2 , (1) 0

31. 4 ''' 4 '' 0;    1 1 , 1 2 , 1 0 , (1) 0

32. ''' '' ' 0;     0 2 , '(0) 1, ''(0) 2

33. 2 ''' 9 '' 4 ' 4

iv

iv

iv

y y y y y

y y y y y y

y y y y y y y

y y y y y y y

y y y y y

  

     

         

        

           

     

     

       

0;      0 2 , 0 =0 , 0 = 2 , 0 0

34. 4 ''' ' 5 0;      0 2 , 0 =1 , 0 = 1

35. 6 ''' 5 '' ' 0;      0 2 , 0 =2 , 0 =0

36. 6 ''' 17 '' 22 ' 14 0;      0 1 , 0 = 2 , 0 =0 , 0 3iv

y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y y y y

      

     

     

         

  

37.  បរហ ញថ្នចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ 0ivy y   អាចសរណសរជាទព្ម្ង់ 
  1 2 3 4cos sin cosh sinhy c t c t c t c t      
គ នាចណម្លើយដដលណផទៀងផ្លទ ត់ណៅៃឹងលរខខ្ ា ណដើម្ (0) 0, '(0) 0, ''(0) 1y y y    ។ ណ តុអវើបាៃជា
វាមៃភាររយព្សួលណដ្ឋយណព្បើចណម្លើយ cosh t  ៃិង sinh t  ជាជាង te  ៃិង te  ? 
38.  ណយើងមៃសម្ើការ 0ivy y   
ណព្បើរូបម្ៃត Abel ណដើម្បើររ រ  ុងណគៀៃ នៃសំ ំុព្គឹះចណម្លើយនៃសម្ើការដដលណអាយ។ 
គ នា The Wronskian នៃចណម្លើយ te , te ,cos t , ៃិង sin t  ។ 
គ នា The Wronskian នៃចណម្លើយ cosh t ,sinh t ,cos t , ៃិង sin t  ។ 
39.  ណយើងមៃ ព្បរ័ៃធ spring-mass ដូចបាៃបរហ ញរនុងរូប3.2.4  ដដលមៃម ស២រយួររើរុស័ឺរ ដដល
មៃ ណថ្ររុស័ឺរ3  ៃិង 2  ណរៀងោន ។ សៃមតថ្នោម ៃ damping រនុងព្បរ័ៃធ។ 
បរហ ញថ្នការជំៃសួ (displacements) 1u   ៃិង 2u   នៃម សរើទើាងំលំៃឹងណផទៀងផ្លទ ត់ៃិងសម្ើការ
  '' ''

1 1 2 2 2 15 2 ,    2 2         (i)u u u u u u      
ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ ( )i  ទើម្ួយ សព្មប់ 2u  ៃិងជំៃសួរនុង សម្ើការទើ២ ណនាះណគបាៃ សម្ើការលំដ្ឋប់៤
សព្មប់ 1u  :         ''

1 1 17 6 0         (ii)ivu u u    
ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ (ii)  ។ 

របូ3.2.4  ព្បរ័ៃធ spring-mass ដឺណព្រណសរ ើ២ 
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ណគឱ្យលរខខ្ ា ណដើម្ 
   1 1 2 2(0) 1 , (0) 0 , (0) 1 , (0) 0       u u u u iii       
ណព្បើសម្ើការដំបូង នៃសម្ើការ ( )i   ៃិងលរខខ្ ា ណដើម្ ( )iii  ណដើម្បើររតនម្លសព្មប់ ''

1(0)u  ៃិង '''

2 (0)u  រចួ
បរហ ញថ្នចណម្លើយនៃសម្ើការ ( )ii   ដដលណផទៀងផ្លទ ត់ៃិងលរខខ្ ា ណដើម្ទាងំ៤ ណលើ 1u  គឺ 1( ) cosu t t   ។ 
បរហ ញថ្នចណម្លើយដដលព្តូវៃឹង 2u  គឺ 2 ( ) 2cosu t t  ។ 
ឥ ូវណៃះសៃមតថ្នលរខខ្ ា ណដើម្គឺ  ' '

1 1 2 2(0) 2, (0) 0, (0) 1, (0) 0         (iv)u u u u       
ណធ្វើដូចោន  ( )c  ខាងណលើបរហ ញថ្នចណម្លើយដដលណផទៀងផ្លទ ត់គឺ 1( ) 2cos 6u t t   ៃិង  
សណងកតចណម្លើយដដលទទលួបាៃរនុង ( )c   ៃិង ( )d   រិរ ៌ា នាវធិ្ើរើរណផសងោន នៃរញ័ំរ។ ដំបូងណព្បរង់នៃ
ចលនាគឺ 1  ៃិងម សទាងំរើរផ្លល ស់ទើរនុងរយៈណរលខ្បួណ ើងៃិងចុះដូចទាងំរើរ។ ចលនាទើ២មៃ ណព្ប
រង់ 6  ណ ើយម សទាងំរើរផ្លល ស់បដូរណចញរើខ្បួ ម្យួផ្លល ស់ទើចុះ ម្យួណទៀតផ្លល ស់ទើណ ើងផទុយោន ។ 
សព្មប់លរខខ្ ា ណដើម្ចលនានៃម សជាបៃសនំៃ mode ទាងំរើរណៃះ។ 
40.  រនុងលំហាត់ណយើងណព្ោង វធិ្ើម្យួណដើម្បើបរហ ញថ្ន ណបើ 1,...., nr r   គឺរិតៃិងខុ្សោន ណនាះ 1 ,..., nr tr t

e e  
មិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ ណលើ t    ។ ណដើម្បើបរហ ញ ណយើងសៃមត់ទំនារ់ទំៃងលើណៃដអ រ៖ 
  1

1 0,              (i)nr tr t

nc e c e t       
ៃិងបរហ ញថ្នព្គប់ចំៃៃួណថ្រគឺសូៃយ។ 
គុ  សម្ើការ ( )i  ណដ្ឋយ 1r t

e
  ៃិងដបងដចរជាម្ួយតនម្លនៃ t  ណនាះណគបាៃ 

12 1 ( )( )

2 2 1 1( ) ( ) 0nr r tr r t

n nc r r e c r r e


       
គុ លទធផលនៃដផនរ ( )a  ណដ្ឋយ 2 1( )r r te   ដបងដចរជាម្យួតនម្លនៃ t  ណដើម្បើបាៃ 

3 2 2( ) ( )

3 3 2 3 1 2 1( )( ) ( )( ) 0nr r t r r t

n n nc r r r r e c r r r r e
 

        
បៃតៃើតិវធិ្ើរើដផនរ ( )a  ៃិង ( )b  ណៅទើបំផុត ណយើងបាៃទទលួបាៃ 

1( )

1 1( ) ( ) 0n nr r t

n n n nc r r r r e 

     
ដូចណៃះ  0nc      ណគបាៃ   11

1 1 0nr tr t

nc e c e 

     
ណធ្វើណ ើងវញិណៅការបរហ ញខាងណលើ ណដើម្បើបរហ ញថ្ន 1 0nc     ។ ាម្វធិ្ើព្សណដៀងោន ណនាះ

2 1 0nc c     ណនាះអៃុគម្ៃ៍ 1 ,..., nr tr t
e e  មិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ។ 

៤.៣.  វិធីាស្តសតផមគណុមិនកំណត់ 
ដំណណាះព្សាយរិណសស y  នៃធាតុមិ្ៃសុទធលំដ្ឋប់ n  សម្ើការបនាទ ត់រនុងររ ើ ណម្គុ ណថ្រ 
         1

0 1 1 1
n n

n nL y a y a y a y a y g t



       

វាអាចអៃុវតតបាៃណដ្ឋយវធិ្ើសាង្គ្សតនៃការរំ ត់ណម្គុ ណៃះ ណដ្ឋយ  g t  គឺជារូបម្ៃតសម្ព្សប។ ខ្
 ៈណរលដដលវធិ្ើសាង្គ្សតនៃការរំ ត់ណម្គុ មិ្ៃជាទូណៅដូចណៅៃឹងវធិ្ើសាង្គ្សតបដព្ម្បព្មួ្លបា រា ដម្ ព្ត
ដដលៃឹងបរព្សាយណៅរនុងដផនរបនាទ ប់ វាគឺរិតជារយព្សួលណៅណរលដដលណយើងអាចអៃុវតតបាៃ។ 
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លំដ្ឋប់ទើ២នៃសម្ើការបនាទ ប់ ណៅណរលដដលសម្ើការបនាទ ត់ឌ្ើណផរ  ង់ដសយលមៃណម្គុ ណថ្របណងកើត L  គឺ
អៃុវតតណៅប ូលើ រម ល់ 1

0 1

m m

mA t At A    អៃុគម្ៃ៍អិុចសប  ូ ង់ដសយល te  អៃុគម្ៃ៍សុើៃុស 
sin t  ឬរ៏អៃុគម្ៃ៍រូសុើៃុស cos t  ដូចណៃះវាគឺជាអៃុគម្ៃ៍រ ុធា អៃុគម្ៃ៍អិុចសប  ូ ង់ដសយល ឬ
អៃុគម្ៃ៍សម្ើការបនាទ ត់ដដលបណងកើតណ ើងណដ្ឋយសុើៃុស រូសុើៃុស ឬណោររណៅាម្លរខខ្ ា ។  
ដូចណៃះណបើ  g t  គឺជាផលបូរនៃអៃុគម្ៃ៍រ ុធា អៃុគម្ៃ៍អិុចសប  ូ ង់ដសយល អៃុគម្ៃ៍សុើៃុស អៃុ
គម្ៃ៍រូសុើៃុស ឬអវើណផសងណទៀតដដលដូចណៅៃឹងអៃុគម្ៃ៍ ណយើងអាចគិតវាមៃភាររយព្សួលរនុង 
 Y t  ណដ្ឋយការណព្ជើសណរ ើសធាតុផសដំដលអាចណៅរចួនៃអៃុគម្ៃ៍អិុចសប  ូ ង់ដសយលជាណដើម្ បាៃណធ្វើផល

គុ ណដ្ឋយចំៃួៃដដលបាៃរំ ត់ណថ្រ។ ណៅណរលចំៃួៃណថ្រព្តូវបាៃរំ ត់ដូចណៃះអៃុគម្ៃ៍  1  ព្តូវ
បាៃរំ ត់។  
ភារខុ្សោន ណៅរនុងការណព្បើព្បាស់វធិ្ើសាង្គ្សតរនុងការររលំដ្ឋប់ខ្ពស់នៃសម្ើការណដើម្ ម្ររើលរខ ៈរិតនៃ
ឬសនៃលរខ ៈរ ុធាអាចមៃផលគុ ធំ្ជាង២ ។ ដូណចនះ ណោលបំ ងលរខខ្ ា នៃធាតុមិ្ៃសុទធ គឺ
ជាដផនរម្យួនៃដំណណាះព្សាយ ដដលណយើងព្តូវណធ្វើផលគុ ណដ្ឋយមៃលំដ្ឋប់សវ័យគុ ខ្ពស់នៃ t  
ណដើម្បើឱ្យវាមៃលរខ ៈខុ្សរើោន រនុងដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការដដលព្តូវោន ដូចោន ណបះបិត។ 
ឧទា រ ៍ទើ១៖ ររចណម្លើយទូណៅនៃ   3 3 4 2ty y y y e       
ចណម្លើយ 
សម្ើការសមា ល់សព្មប់ធាតុសុទធដដលព្តូវោន ណៅៃឹងសម្ើការទើ  2  គឺ  

 
33 23 3 1 1r r r r     មៃឬសព្តួតោន រ ូតបើ 1 2 3 1r r r    

ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការអូម្ ូដសៃគឺ    2

1 2 3 3t t t

cy t c e c te c t e    
 ណដើម្បើររចណម្លើយរិណសស  Y t  នៃសម្ើការទើ  2   ណយើងបាៃណដ្ឋយសៃមត់ថ្ន   tY t Ae  ។ គរួ
ចំណាថំ្ន ណដ្ឋយសារ ,t te te  ៃិង 2 tt e   ជាចណម្លើយទាងំអស់របស់សម្ើការអូម្ ូដសៃដូចោន  ណយើងព្តូវ
គុ   tY t Ae ណដ្ឋយ 3t  ។  
ណនាះការសៃមតចុងណព្កាយរបស់ណយើងគឺ   3 tY t At e  ដដល A  គឺជាណម្គុ ដដលអាចរំ ត់បាៃ។ 
ណដើម្បើររចណម្លើយព្តឹម្ព្តូវរបស់ A  ណយើងណធ្វើណដរ ើណវ  Y t  ចំៃួៃបើដង ណ ើយជំៃសួ y  ណដ្ឋយណដរ ើណវររបស់វា
ណៅរនុងសម្ើការ  2  ណ ើយព្បមូ្លលរខខ្ ា ទាងំអស់ណៅរនុងលទធផលនៃសម្ើការ។ ាម្វធិ្ើណៃះ ណយើង
ទទលួបាៃ  

6 4t tAe e ណនាះ 2

3
A   ណ ើយចណម្លើយរិណសសគឺ 

      32
4

3

tY t t e  
ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការទើ  2  គឺជាផលបូរនៃ  cy t  ដដលបាៃម្ររើសម្ើការទើ  3  ៃិង  Y t  បាៃ
ម្ររើសម្ើការទើ  4  ។ 

     

  2 4

1 2 3

2

3

c

t t t t

y t y t Y t

y t c e c te c t e t e

 

   
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ឧទា រ ៍ទើ២៖ ររចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការ    4
2 3sin 5cos 5y y y t t    ។ 

ចណម្លើយ 
ចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការអូម្ ូដសៃព្តូវបាៃររណ ើញណៅរនុងឧទា រ ៍ទើ  3  នៃដផនរ 3.2  ។ ណ លគឺ  
     1 2 3 4cos sin cos sin 6cy t c t c t c t t c t t     
ដដលព្តូវោន ណៅៃឹងឬសនៃ , ,r i i i   ៃិង i  នៃសម្ើការសមា ល់។  
ការសៃមត់ដំបូងរបស់ណយើងសព្មប់ចណម្លើយរិណសសម្យួគឺ   sin cosY t A t B t   ប ដៃតណយើងព្តូវគុ 
  sin cosY t A t B t   ណៃះណដ្ឋយ 2t  ណដើម្បើណធ្វើវាឱ្យខុ្សោន រើចណម្លើយទាងំអស់របស់សម្ើការអូម្ ូដសៃ។ 

ចុងណព្កាយណយើងាងគឺ  
    2 2sin cosY t At t Bt t   
បនាទ ប់ម្រណយើងណដរ ើណវ  Y t  ចំៃួៃបៃួដង ជំៃសួណៅរនុងសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  4  ណ ើយបាៃ 
  8 sin 8 cos 3sin 5cosA t B t t t     
ណនាះ 3 5

,
8 8

A B    ណ ើយចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការទើ  4  គឺអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយ 

  2 2

1 2 3 4

3 5
cos sin cos sin sin cos

8 8
y t c t c t c t t c t t t t t t       

ឧទា រ ៍ទើ៣៖ រររចណម្លើយរិណសសនៃ  24 3cos 8ty y t t e      
ដំបូងណយើងព្តូវបរហ ញសម្ើការអូម្ ូដសៃ។ សម្ើការលរខខ្ ា គឺ 3 4 0r r   ណ ើយឬសរបស់វាគឺ 
0 , 2  ដូណចនះ  
    2 2

1 2 3

t t

cy t c c e c e    
ណយើងអាចសរណសរសម្ើការរិណសសនៃសម្ើការ  8  គឺជាផលបូរសម្ើការទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 
  24 , 4 3cos , 4 ty y t y y t y y e            
ជណព្ម្ើសដំបូងរបស់ណយើងនៃសម្ើការរិណសសគឺ  1Y t  នៃសម្ើការដំបូងគឺ 0 1A t A  ប ុដៃតណៅណរលចំៃៃួ
ណថ្រគឺជាចណម្លើយនៃសម្ើការអូម្ ូដសៃ ណយើងគុ វាណដ្ឋយ t  ណនាះ     1 0 1Y t t A t A   
សព្មប់សម្ើការទើរើរ ណយើងណព្ជើសណរ ើស  
   2 cos sinY t B t C t   
ណ ើយមិ្ៃចាបំាច់ដរដព្បជណព្ម្ើសដំបូងណៃះណទ ណព្ ះតនម្ល cos t  ៃិង sin t  មិ្ៃដម្ៃជាចណម្លើយនៃសម្ើការ
អូម្ ូដសៃណ ើយ។ ចុងណព្កាយសព្មប់សម្ើការទើ៣ តនម្ល 2te  គឺជាចណម្លើយនៃសម្ើការអូម្ ូដសៃ ណយើងស
ៃមត់ថ្ន      2

3

tY t Ete  
តនម្លណថ្រព្តូវបាៃរំ ត់ណដ្ឋយការជំៃសួណៅរនុងសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដតម្យួគត់។ 

0 1

1 3
, 0 , 0 ,

8 5
A A B C       ៃិង 1

8
E   ណនាះចណម្លើយរិណសសនៃសម្ើការទើ  8  គឺ  

     2 21 3 1
sin 9

8 5 8

tY t t t te     
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លហំាត ់
រនុងលំហាត់ 1ដល់ 8 រំ ត់ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផដល់ណអាយ៖ 

2

1. '" " ' 2 3 2. 3 cos

3. '" " ' 4 4. '" ' 2sin

5. 4 " 6. 2 " 3 cos 2

7. "' 8. '" sin 2

t iv

t

iv t iv

iv iv

y y y y e y y t t

y y y y e t y y t

y y t e y y y t

y y t y y t





       

      

      

   

 

រនុងលំហាត់ 9ដល់ 12 រំ ត់ររចណម្លើយម្យួនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផដល់ណអាយាម្
លរខខ្ ា ណដើម្ រចួគូសព្កាប៖ 

     

       

9. '" 4 ' , 0 ' 0 0, " 0 1

10. 2 " ' 3 4, 0 ' 0 0, " 0 ''' 0 1iv

y y t y y y

y y y t y y y y

    

       
 

     

       

1 3
11. '" 3 " 2 ' , 0 1, ' 0 , " 0

4 2

12. 2 "' " 8 ' 12 12sin , 0 3, ' 0 0, " 0 1, ''' 0 2

t

iv t

y y y t e y y y

y y y y y t e y y y y

        

          

 

រនុងលំហាត់ 13ដល់ 18 រំ ត់ររចណម្លើយម្យួ  Y t នៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផដល់ណអាយាម្
វធិ្ើសាង្គ្សតណម្គុ មិ្ៃរំ ត់៖ 

3

2

13. '" 2 " ' 2 14. "' ' 2cos

15. 2 " sin 16. 4 " sin 2 4

17. '" '' ' 4 sin 18. 2 '" 2 " 3 2 sin

t t

iv t iv t

iv iv t t t

y y y t e y y te t

y y y e t y y t te

y y y y t t t y y y e te e t



 

      

       

          

 

 
៤.៤ វីធីរស្ស្រមរស្រមលួប៉ារ៉ស្ម៉ស្រត 
វធិ្ើបដព្ម្បព្មួ្លបា រា ដម្ ព្តនៃការរំ ត់ដំណណាះព្សាយណដ្ឋយដ រម្យួនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃ
ដអ រមិ្ៃអូម្ ូដសៃលំដ្ឋប់ទើ𝑛  

( ) ( 1)

1 1[ ] ( ) ... ( ) ( ) (1)n n

nL y y p t y P t y g t

      
គឺជាដផនរបដៃេម្ម្យួណលើព្ទឹសដើបទសព្មប់សម្ើការឌឺ្ណផរ  ង់ដសយលលំដ្ឋប់ទើរើរ។  

ឧបមថ្ន ណយើងដឹងសំ ំុចណម្លើយដដលជាមូ្លដ្ឋា ៃព្គឹះនៃដំណណាះព្សាយ 1 2, ,..., ny y y  នៃសម្ើ
ការអូម្ ូដសៃ។ ចណម្លើយទូណៅបនាទ ប់នៃសម្ើការអូម្ ូដសៃគឺ 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( ) (2)c n ny t c y t c y t c y t     
ព្ទឹសដើបទនៃបដព្ម្បព្មួ្លបា រា ដម្ ព្ត សព្មប់ការរំ ត់ររចណម្លើយរិណសសម្យួនៃឧទា រ ៍ (1) រឹង
ដផអរណលើលទធភារនៃការរំ ត់ n  អៃុគម្ៃ៍ 1 2, ,..., nu u u  ណនាះ ( )Y t  នៃទព្ម្ង់ 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) (3)n nY t u t y t u t y t u t y t     
  1 1 2 2 1 1 2 2' ( ' ' ... ') ( ' ' ... ' ) (4)n n n nY u y u y u y u y u y u y         
លរខខ្ ា មុ្ៃៗដដលណយើងដ្ឋរ់ណនាះគឺរំ ត់ 

1 1 2 2' ' ... ' 0 (5)n nu y u y u y      
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1 1 2 2 1 1 2 2'' ( '' '' ... '') ( ' ' ' ' ... ' ')n n n nY u y u y u y u y u y u y         
លរខខ្ ា មុ្ៃៗដដលណយើងដ្ឋរ់ណនាះគឺរំ ត់  1 1 2 2( ' ' ' ' ... ' ') 0 5*n nu y u y u y     

1 1 2 2 1 1 2 2''' ( ''' ''' ... ''') ( ' '' ' '' ... ' '')n n n nY u y u y u y u y u y u y         
លរខខ្ ា មុ្ៃៗដដលណយើងដ្ឋរ់ណនាះគឺរំ ត់  1 1 2 2( ' '' ' '' ... ' '') 0 5**n nu y u y u y     
 
ណយើងបៃតដំណ ើ រការណៃះព្សណដៀងៗោន  ណដ្ឋយណដរ ើណវទើ 1n នៃ Y  ណគបាៃ 
 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 ... , 0,1,2,..., 1 (6)m m m m

n nY u y u y u y m n        
ណ ើយាម្𝑛 − 1 លរខខ្ ា ណៅណលើអៃុគម្ៃ៍ 𝑢1, … , 𝑢𝑛: 

  ( 1) ( 1) ( 1)

1 1 2 2' ' ... ' 0 1,2,3,..., 1 (7)m m m

n nu y u y u y m n          
ណដរ ើណវទើ n  នៃ Y  គឺ 
  ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)

1 1 1 1( ... ) ( ' ... ' ) (8)n n n n n

n n n nY u y u y u y u y         
ចុងណព្កាយណយើងដ្ឋរ់រំ ត់ថ្ន Y   ព្តូវដតជាដំណណាះព្សាយនៃឧទ រ ៍ (1) ណៅណលើការជំៃសួ
សព្មប់ណដរ ើណវនៃ Y  រើឧទា រ ៍ (6) ៃិង (8) ដដលព្បមូ្លរណៃាម្ ៃិងការណព្បើព្បាស់រិតថ្ន 
  0 , 1 , 2 , ,iL y i n   ណយើងបាៃ 

  ( 1) ( 1) ( 1)

1 1 2 2' ' ... ' (9)n n n

n nu y u y u y g        
ាម្សម្ើការ        5 , 5* , 5** , 7  (9) គូជាម្ួយ 1n  សម្ើការ (7) ឱ្យ n  រនុងដំណាលោន លើណៃដអ  
ោម ៃសម្ើការរើជគ ិតអូម្ ូដសៃសព្មប់ 

1 2, , , nu u u    

  

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

( 1) ( 1)

1 1

' ' ... ' 0,

' ' ' ... ' 0,

' '' ' ... ' 0,

' ... ' ,

n n

n n

n n

n n

n n

y u y u y u

y u y u y u

y u y u y u

y u y u g 

   

   

   

  

                     10  

ណព្បើព្បាស់រូបម្ៃត Cramer ណយើងរំ ត់ថ្នដំណណាះព្សាយនៃព្បរ័ៃធសម្ើការ (10) គឺ 
1 2

1 2

1 2

1 1 1

1 2

' ' '
( , ,..., ) 0

n

n

n

n n n

n

y y y

y y y
W y y y

y y y  

   

2 1 1 2

2 1 1 2

1 2

1 1 1 1 1 1

2 1 1 2

0 0 0

0 ' ' ' 0 ' ' ' 0
( ) , ( ) , ( )

n n

n n

m

n n n n n n

n n

y y y y y y

y y y y y y
W t W t W t

g y y y g y y y g     

    

ណយើងទាញបាៃចណម្លើយ ' ' ' '

1 2 3( ), ( ), ( ),...., ( )mu t u t u t u t គឺ 
  ( ) ( )

' ( ) , 1 , 2 ,..., (11)
( )

m
m

g t W t
u t m n

W t
    
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ចណម្លើយណដ្ឋយដផនរគឺ  
01

( ) ( )
( ) ( ) (12)

( )

n t
m

m
t

m

g s W s
Y t y t ds

W s

    

ដដល 0t  គឺណរ ើសតនម្លណារ៏បាៃ។ រំ ុងណរលៃិតិវធិ្ើ គឺព្តង់ការគ នានៃរើជគ ិត រ់រ័ៃធរនុងការ
រំ ត់  Y t  រើឧទា រ ៍ (12) កាៃ់ដតសមុគសាម ញដូចរំណ ើ ៃ n  ។ រនុងររ ើ ខ្លះការគ នា
ព្បដ លជាសព្មួ្លណៅវសិាលភារខ្លះណដ្ឋយណព្បើព្បាស់អតតសញ្ញ   Abel    
   1 ( )

1( ) ( ,..., )( ) e
p t dt

nW t W y y t c
       

តនម្លណថ្រនៃ c  អាចព្តូវបាៃរំ ត់ណដ្ឋយការវាយតនម្ល W  ណៅចំ ុចរយព្សួលម្យួចំៃៃួ។ 
ឧទា រ ៍ទើ១៖  មៃ 1 2( ) , ( )t ty t e y t te    ៃិង 

3( ) ty t e   គឺចណម្លើយនៃសម្ើការអូម្ ូដសៃដដលព្តូវ
ោន ណៅៃឹង 
  ''' '' ' y g(t) (13)y y y      
ចូររំ ត់ចណម្លើយណដ្ឋយដផនររិណសសម្យួនៃសម្ើការ (13) 
 ចណម្លើយ 
ដំបូងណយើងមៃ 

  ( ) ( , , ) ( 1)

( 2)

t t t

t t t t t t

t t t

e te e

W t W e te e e t e e

e t e e



 



   



  

 

  
1 1

( ) 1 1 1

1 2 1

t

t

W t e t

t

  



  

យរជរួណដរទើ២ ដរជរួណដរទើ១ 
 យរជរួណដរទើ៣ ដរជរួណដរទើ១ ណយើងទទលួប 

  
1 1

1 2
( ) 0 1 2 4

2 0
0 2 0

t t t

t

W t e e e


      

 
  ( ) 4 0tW t e    
បនាទ ប់ម្រ 

1

0

( ) 0 ( 1)

1 ( 2)

t t

t t

t t

te e

W t t e e

t e e







  



  

ការណព្បើព្បាស់ ដដលតូចបាៃផដុ ំោន ជាម្យួជរួឈរ ណយើងទទលួបាៃ 

1( ) 2 1
( 1)

t t

t t

te e
W t t

t e e




   

 
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រនុងម្ណធ្ាបាយព្សណដៀងោន ម្យួ 

2

0

( ) 0 2

1

t t

t t

t t

t t

t t

e e
e e

W t e e
e e

e e











    


  

ៃិង  

2

3

0

( ) ( 1) 0
( 1)

( 2) 1

t t

t t

t t t

t t

t t

e te
e te

W t e t e e
e t e

e t e

   




 

ការជំៃសួលទធផលណៃះរនុងឧទា រ ៍ (12) ណយើងមៃ 

  0 0 0

0

2

( )

( )( 1 2 ) ( )(2) ( )e
( )

4 4 4

1
{ [ 1 2( )] } ( )

4

s
t t t

t t t

s s st t t

t
t s t s

t

g s s g s g s
Y t e ds te ds e ds

e e e

e t s e g s ds



  

 
  

    

  



 

លហំាត ់
រនុងលំហាត់ទើ 1 ដល់ 6 ការណព្បើព្បាស់វធិ្ើសាង្គ្សតនៃបដព្ម្បព្មួ្លបា រា ដម្ ព្តណដើម្បើរំ ត់ដំណណាះព្សាយ
ទូណៅនៃការផដល់ឱ្យសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល។

4

1. ''' ' tan , 0 t 2.y''' ' t

3. ''' 2 '' ' 2 y 4. ''' ' sec , / 2 / 2

5. ''' '' ' y e sin 6. 2 '' sin

t

t iv

y y t y

y y y e y y t t

y y y t y y y t



 


     

        

      

  

ណៅរនុងលំហាត់ទើ 7 ៃិង 8 ររដំណណាះព្សាយទូណៅនៃការផដល់ឱ្យសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល។ ណចញរើ
ចណម្លើយរបស់អនររនុងរណៃាម្នៃអាងំណតព្កាលម្យួឬណព្ចើៃ។ 
7. ''' '' ' sec , / 2 / 2

8. ''' ' csc , 0

y y y y t t

y y t t

 



      

   
 

ណៅរនុងលំហាត់ទើ 9 ដល់ 12 ររដំណណាះព្សាយនៃចំណណាទតនម្លណដើម្ដដលបាៃផដល់ឱ្យ។ បនាទ ប់ម្រណៅ
ចំ ុចណៅណលើព្កា វនៃដំណណាះព្សាយ 
9. ''' ' sec (0) 2 , '(0) 1 , (0) 2

10. 2 sin (0) 2 , '(0) 0 , ''(0) 1 , '''(0) 1

11. ''' '' ' sec (0) 2 , '(0) 1 , ''(0) 1

12. ''' ' csc ( / 2) 2 , '( / 2) 1 , ''( / 2) 1

n

iv n

y y t y y y

y y y t y y y y

y y y y t y y y

y y t y y y  

     

       

       

     

  

13. ឱ្យ 2,x x  ៃិង 1

x
 គឺដំណណាះព្សាយនៃសម្ើការអូម្ ូដសៃដដលព្តូវោន ៃឹង 

  3 2 4''' '' 2 ' 2 y 2 x , 0x y x y xy x      
រំ ត់ដំណណាះព្សាយរិណសសម្យួ។  
14. រររូបម្ៃតម្យួដដល រ់រ័ៃធអាងំណតព្កាល សព្មប់ដំណណាះព្សាយរិណសសម្យួនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់
ដសយល  ''' '' ' y ( )y y y g t      
15. រររូបម្ៃតម្យួដដល រ់រ័ៃធអាងំណតព្កាល សព្មប់ដំណណាះព្សាយរិណសសម្យួនៃសម្ើការ 
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ឌ្ើណផរ  ង់ដសយល ( )ivy y g t    
ដូណចនះ អៃុគម្ៃ៍ sin , cos , cot , tant t t t  ទព្ម្ង់នៃសំ ំុដដលជាមូ្លដ្ឋា ៃព្គឹះនៃដំណណាះព្សាយស
ម្ើការអូម្ ូដសៃ។ 
16. រររូបម្ៃតម្ួយដដល រ់រ័ៃធអាងំណតព្កាល សព្មប់ដំណណាះព្សាយរិណសសម្យួនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់
ដសយល ''' 3 '' 3 ' y g(t)y y y      
ណបើ   2 tg t t e  រំ ត់  Y t  
17. រររូបម្ៃតម្យួដដល រ់រ័ៃធអាងំណតព្កាល សព្មប់ដំណណាះព្សាយរិណសសម្យួនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់
ដសយល 3 2''' 3 '' 6 ' 6 g( ), 0x y x y xy y x x       
ដូណចនះ ណផទៀងផ្លទ ត់ណម្ើលថ្ន 2 3, ,x x x  គឺដំណណាះព្សាយសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃ។ 
៤.៥ សមីការ អ្ឺស្លរ (Euler Equation) 
សម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលមៃទព្ម្ង់៖  2 '' ' 0 1x y axy by    
ណៅថ្ន សម្ើការអឺុដលរ ដដល ,a bជាចំៃៃួណថ្រ។ ទព្ម្ង់ចណម្លើយរបស់សម្ើការ(1) គឺ
     1 1 2 2y x c y x c y x  ដដល 1 2,y y មៃភារអាព្ស័យលើណៃដអ រោន  ណ ើយ 1 2,y y មៃទព្ម្ង់ 

 2ry x  
ណយើងណធ្វើណដរ ើណវ ', ''y y ណគបាៃ  1 2, ' , '' 1r r ry x y rx y r r x     សម្ើការ(1)៖ 

   2 2 11 0r r rx r r x ax rx bx        
 1 0r r rr r x arx bx     

   2 1 0 3r a r b     
សម្ើការខាងណលើជាសម្ើការសមា ល់ មៃឬសដូចខាងណព្កាម្៖ 

   
 

2

1 2

1 1 4
, 4

2

a a b
r r

    
  

សម្ើការ(3)អាចមៃឬស ជាចំៃៃួរិតរើរណផសងោន  ជារិចំៃៃួតរើរដូចោន  ៃិង ជាចំៃៃួរំុផលិចឆ្ល ស់។ 
៤.៥.១ មានឫសានំនួនពិតពីរផេែងគ្នន  
 ព្បសិៃណបើសម្ើការ(3)មៃឬស ជាចំៃៃួរិតរើរណផសងោន 1 2r r  ណនាះ 1 2

1 2,
r r

y x y x   ណ ើយ
    1 2 1

1 2 2 1, 0
r r

W y y r r
 

   វាអាព្ស័យលើណៃដអ រោន  ដូចណៃះចណម្លើយទូណៅគឺ 
   1 2

1 2 1 2, , 5
r r

y x c x c x c c    
ឧទា រ ៍១៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  22 '' 3 ' 0, 0 7x y xy y x     
ចណម្លើយ 
ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 2 2 3 1

2 '' 3 ' 0 '' ' 0
2 2

x y xy y x y xy y        

សម្ើការសាា ល់ 2 23 1 1 1
1 0 0

2 2 2 2
r r r r

 
        
 

  

ឬសសម្ើការ 1 2

1
, 1

2
r r    
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ដូចណៃះ  អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅគឺ  1/2 1

1 2 1 2, , 8y c x c x c c    

ឧទា រ ៍២៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 
2

2

2
2 ' 4 0

d y
x xy y

dx
    

ចណម្លើយ 

ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 
2

2

2
2 ' 4 0

d y
x xy y

dx
    

សម្ើការសាា ល់ 2 3 4 0r r     
ឬសសម្ើការ 1 24, 1r r    
ដូចណៃះ  អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅគឺ 4 1

1 2 1 2, ,y c x c x c c    
៤.៥.២. មានឬសាននំួនពិតពីរែូនគ្នន  
ព្បសិៃណបើសម្ើការ(3)មៃឬស ជាចំៃួៃរិតរើរដូចោន 1 2r r ណនាះ 1

1

r
y x ណ ើយណយើងទាញររចណម្លើយ 

ទើ២គឺ 1

2 ln
r

y x x  ដូចណៃះចណម្លើយទូណៅគឺ 
   1 2

1 2 ln 9
r r

y x c x c x x   
ឧទា រ ៍៣៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  2 '' 5 ' 4 0, 0 10x y xy y x     

ចណម្លើយ 
ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 2 '' 5 ' 4 0, 0x y xy y x     
សម្ើការសាា ល់  2 25 1 4 0 4 4 0r r r r          
ឬសសម្ើការ 1 2 2r r    
ចណៃះ  អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅគឺ  2 2

1 2 1 2ln , , 11y c x c x x c c     
 

ឧទា រ ៍៤៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 
2

2

2
4 8 0

d y dy
x x y

dx dx
    

ចណម្លើយ 

ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 
2 2

2 2

2 2

1
4 8 0 2 0

4

d y dy d y dy
x x y x x y

dx dx dx dx
        

សម្ើការសាា ល់  2 21 1
2 1 0 0

4 4
r r r r          

ឬសសម្ើការ 1 2

1

2
r r   

ដូចណៃះ  អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅគឺ 
1 1

2 2
1 2 1 2ln , ,y c x c x x c c    

 
ចំណា៖ំ ណបើសម្ើការមៃឬសព្តួតោន ចំៃៃួ k ណនាះចណម្លើយគឺ 

 
1

1 2 1 2ln ... ln ; , ...
kr r r

k ky c x c x x c x x c c c


      
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៤.៥.៣ មានឫសានំនួនកុំេែិនឆ្លែ ស ់
ព្បសិៃណបើសម្ើការ(3)មៃឫស ជាចំៃៃួរំុផលិច 1 2,r i r i        ណនាះ

1 2,i iy x y x      ណ ើយណយើងទាញ 
     
       

ln ln ln

1

ln lnln

2

cos ln sin ln , 0

cos ln sin ln , 0

i xi x i x

i x i xi x

y x e e e x x i x x

y x e e e x x i x x

     

     

 

 



 

       

       

 

ដូចណៃះចណម្លើយទូណៅគឺ        1 2cos ln sin ln , 0 12y x x c x c x x        
 
ឧទា រ ៍៥៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ  2 '' ' 0, 0 13x y xy y x    ។ 

ចណម្លើយ 
ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 2 '' ' 0, 0x y xy y x     
សម្ើការសាា ល់  2 21 1 1 0 1 0r r r         
ឬសសម្ើការ 1 2,r i r i    
ចណៃះ  អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅគឺ      1 2 1 2cos ln sin ln , , 14y c x c x c c    
ឧទា រ ៍៦៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ    2 1

4 '' 17 0, 1 1, ' 1
2

x y y y y      ។ 
ចណម្លើយ 

   

 

1/2

1 2 1 2

1/2

cos 2ln sin 2ln , ,

cos 2ln

y x c x c x c c

y x x

    

 
 

ឧទា រ ៍៧៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 3 2'" 5 '' 7 ' 8 0x y x y y y     
ចណម្លើយ 

   2

1 2 3 1 2 3cos 2ln sin 2ln , , ,y c x c x c x c c c     
ឧទា រ ៍៨៖ណដ្ឋះព្សាយសម្ើការ 2 4'' 3 ' 3 2 xx y xy y x e    

ចណម្លើយ 
2 '' 3 ' 3 0x y xy y    មៃចណម្លើយ 3

cy Ax Bx   ណ ើយចណម្លើយដផនរម្យួណទៀត 1 1 2 2py u y u y   បដម្លង
សម្ើការណដើម្ 2

2

3 3
'' ' 2 xy y y x e

x x
    ណនាះ     4 3

1 2

3
, 2 , ,xP x g x x e y x y x

x
     ាម្វធិ្ើបដព្ម្ប

ព្មួ្លបា រា ដម្ ព្ត៖ 
3 3

3 5 2

1 2 22 2 2

00
2 , 2 , 2

1 21 3 2 3

x x

xx

xx x x
w x w x e w x e

x ex x e x
        

5
' 2 21
1 13

2
2 2

2

x
x x x xw x e

u x e u x e xe e
w x


          

3
' 2
2 23

2

2

x
x xw x e

u e u e
w x

      
ចណម្លើយដផនរម្ួយ  2 3 2

1 1 2 2 2 2 2 2x x x x x x

py u y u y x e xe e x e x x e xe          
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ចណម្លើយទូណៅម្យួ 3 22 2x x

c py y y Ax Bx x e xe       
ចំណា ំ៖សម្ើការ    

2
'' ' 0o ox x y x x y y      ណយើងាង 0t x x   

មៃអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅ  0

r
y x x   

៤.៤ ផមគុណមិនកំណត់និងវិធីាស្តសតផធវើឱ្ែសនូែ(Undetermined Coefficients-
Annihilator Approach) 
ណយើងបាៃដឹងរចួម្រណ ើយថ្ន សម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលលំដ្ឋប់ទើ nមៃទព្ម្ង់៖ 

       1 2

1 2 2 1 0.... '' '
n n n

n n na y a y a y a y a y a y g x
 

         
សម្ើការខាងណលើ អាចសរណសរម្រជាទព្ម្ង់ខាងណព្កាម្៖ 

     21 2

1 2 2 1 0.... 1
nn n

n n na D y a D y a D y a D y a Dy a y g x


         

ដដល    
1 2

1 1 '' 2

1 2
, ,......, , '

n n
n nn n

n n

d y d y d y dy
y D y y D y y D y y Dy

dx dx dx dx


 


         

សម្ើការ(1)អាចសរណសរជាទព្ម្ង់ខ្លើ    L y g x  ដដល L  ាងណដ្ឋយរណៃាម្លើណៃដអ រដឺណព្រទើ n  ឬរ
 ុធា ណគបាៃ៖ 

     21 2

1 2 2 1 0.... 2
nn n

n n nL y a D y a D y a D y a D y a Dy a y


         
ឧទា រ ៍៖ចូរសរណសរសម្ើការ  '' 5 ' 6y y y g x   ជាទព្ម្ង់សម្ើការ(1) 
ចណម្លើយ  2 5 6D y Dy y g x    
លហំាត ់
រនុងលំហាត់ 1ដល់ 12 រំ ត់ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការអឺុដលរដដលបាៃផដល់ណអាយ៖ 

   

   

   

22

2 2

22

2 2

22

2

1. '' 4 ' 2 0 2. 1 '' 3 1 ' 0.75 0

3. '' 3 ' 4 0 4. '' 3 ' 5 0

5. '' ' 0 6. 1 '' 8 1 ' 12 0

7. '' 6 ' 0 8. 2 '' 4 ' 6 0

9. '' 5 ' 9 0 10. 2 '' 5 2 ' 8 0

11. '' 2 ' 4

x y xy y x y x y y

x y xy y x y xy y

x y xy y x y x y y

x y xy y x y xy y

x y xy y x y x y y

x y xy

       

     

       

     

       

  20 12. '' 4 ' 4 0y x y xy y   

 

រនុងលំហាត់ 13ដល់ 16 រំ ត់ររចណម្លើយម្យួនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផដល់ណអាយាម្
លរខខ្ ា ណដើម្។ សង់ព្កាបរចួរ ៌ា នាណរល 0x  

   

   

   

   

2

2

2

2

13. 2 '' ' 3 0, 1 1, ' 1 4

14. 4 '' 8 ' 17 0 1 2, ' 1 3

15. '' 3 ' 4 0 1 2, ' 1 3

16. '' 3 ' 5 0 1 1, ' 1 1

x y xy y y y

x y xy y y y

x y xy y y y

x y xy y y y

    

     

      

     

 

រនុងលំហាត់ 17ដល់ 22 រំ ត់ររចណម្លើយរិណសសម្យួនៃសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលដដលបាៃផដល់ណអាយ៖ 
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4

2 2

2

2 4

2

2

17. '' 4 ' ,

18. 2 '' 5 '

19. '' ' 2

20. '' 2 ' 2

21. '' ' ln

1
22. '' '

1

x

xy y x

x y xy y x x

x y xy y x

x y xy y x e

x y xy y x

x y xy y
x

 

   

  

  

  

  


 

៤.៤.១  ការោក់េលគុណកតាត  
 រនុងសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដព្សល(1)មៃរ ុធា
   21 2

1 2 2 1 0....
nn n

n n nL y a D y a D y a D y a D y a Dy a y


          
ដដលណយើងអាចបំដបររ ុធាជាផលគុ រាត ដដលមៃលរខ ៈដូចខាងព្កាម្៖ 

 1. L y អាចដ្ឋរ់ជាផលគុ រាត ដឺណព្រទាប 
 2. L y មៃលរខ ៈព្ត ប់ 

ឧទា រ ៍១៖ ចូរដ្ឋរ់រណៃាម្ខាងណព្កាម្ជាផលគុ រាត ៖ 
 

 

 

 

 

2

2

2

2

2

1.

2. 1

3. 5 6

4. 4 4

5. 1

L y D D

L y D

L y D D

L Y D D

L y D

 

 

  

  

 

 

ចណម្លើយ 
ដ្ឋរ់រណៃាម្ខាងណព្កាម្ជាផលគុ រាត  

   

       

       

   

2

2

2

22

1. ( 1) 1

2. 1 1 1 1 1

3. 5 6 2 3 3 2

4. 4 4 2

L y D D D D D D

L y D D D D D

L y D D D D D D

L y D D D

     

       

        

    

 

  24. 1L y D  មិ្ៃអាចដ្ឋរ់ជារាត ណដ្ឋយណព្បើចំៃៃួរិតបាៃណទ។ 
ឧទា រ ៍២៖សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយល '' 4 ' 4 0y y y   ណយើអាចសណសរបាៃ 

 

2

2

2

4 4 0

( 4 4) 0

2 0

D y Dy y

D D y

D y

  

  

 

 

ណយើងបព្ងួម្លំដ្ឋប់បាៃណដ្ឋយាង  2w D y  ណគបាៃ 
 2 0 ' 2 0D w w w      
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៤.៤.២ វិធីាស្តសតផធវើឱ្ែសនូែ 
១.ការ ើឌ្ើណផរ  ង់ដសយល 1nD  ណធ្វើឱ្យសូៃយព្បណភទអៃុគម្ៃ៍៖  

 

 

2

2

0 1 2

1, , ,.........., 1

.... 2

n

n

n

x x x

c c x c x c x   
 

ឧទា រ ៍១៖ ររការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយល ដដលណធ្វើណអាយអៃុគម្ៃ៍ខាងណព្កាម្ណសមើសូៃយ៖ 
4 3 5/ 2023 / 4 / 7 /2023 2 7a b x c x d x x    

ចណម្លើយ 
/ 2023a ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 0n  ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ  2023 0D   
/ 4b x ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 1n  ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ  2 4 0D x   

4/ 7c x ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 4n  ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ  5 47 0D x   
3 5/2023 2 7d x x  ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 5n  ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ

 6 3 52023 2 7 0D x x    
 

២.ការ ើឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  
1n

D 


 ណធ្វើឱ្យសូៃយព្បណភទអៃុគម្ៃ៍៖  
 

 

2

2

0 1 2

, , ,.........., 3

.... 4

x x x n x

x x x n x

n

e xe x e x e

c e c xe c x e c x e

   

      
 

ឧទា រ ៍២៖ ររការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយល ដដលណធ្វើណអាយអៃុគម្ៃ៍ខាងណព្កាម្ណសមើសូៃយ៖ 
4 2 4 3 5/ 2023 / 4 / 7 /2 7x x x x xa e b xe c x e d x e x e     

ចណម្លើយ 
4/ 2023 xa e ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 0, 4n   ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ   44 2023 0xD e   

2/ 4 xb xe ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 1, 2n    ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ  2 2( 2) 4 0xD xe   
4/ 7 xc x e ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 4, 1n   ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ  5 4( 1) 7 0xD x e    

3 5/ 2 7x xd x e x e   ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 5, 1n     ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ
 6 3 5( 1) 2 7 0x xD x e x e     

ឧទា រ ៍៣៖ ររការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយល ដដលណធ្វើណអាយអៃុគម្ៃ៍ខាងណព្កាម្ណសមើសូៃយ៖ 
4 2 4 2 3 5/ / 4 5 / 7 /2 7x x x x x x xa e e b xe e c x e x d x e x e x        

ចណម្លើយ 
4/ x xa e e ណយើងសណងកតណ ើញ 4 xe មៃតនម្ល 0, 4n   ៃិង xe មៃតនម្ល 0, 1n    

ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ    44 1 0x xD D e e     
2/ 4 5x xb xe e   ណយើងសណងកតណ ើញ 2xxe  មៃតនម្ល 1, 2n     ៃិង 5 xe  មៃតនម្ល 0, 1n  

ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ   2 2( 2) 1 4 5 0x xD D xe e     
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4 2/ 7 xc x e x   ណយើងសណងកតណ ើញ 47 xx e  មៃតនម្ល 4, 1n    ៃិង 2x  មៃតនម្ល 2n   ណនាះការ ើ
ឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ  3 5 4 2( 1) 7 0xD D x e x     

3 5/ 2 7x xd x e x e x    ណយើងសណងកតណ ើញ 32 xx e  មៃតនម្ល 3, 1n     ៃិង 57 xx e  មៃតនម្ល
5, 1n    ៃិង x  មៃតនម្ល 1n   ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ
   

42 6 3 51 ( 1) 2 7 0x xD D D x e x e x      
៣.ការ ើឌ្ើណផរ  ង់ដសយល  

1
2 2 22

n

D D  


   ណធ្វើឱ្យសូៃយព្បណភទអៃុគម្ៃ៍៖  
 

 

2

2

cos , cos , cos ,.........., cos 5

sin , sin , sin ,.........., sin 6

x x x n x

x x x n x

e x xe x x e x x e x

e x xe x x e x x e x

   

   

   

   
 

ឧទា រ ៍៤៖ ររការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយល ដដលណធ្វើណអាយអៃុគម្ៃ៍ខាងណព្កាម្ណសមើសូៃយ៖ 
4 3/ cos / 4 3 / 7 cos /sin 2x x xa e x b xsin x c x e x d x x e x    

ចណម្លើយ 
/ cosxa e x  ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 0, 1, 1n      ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ

  2 2 2 cos 0xD D e x    
/ 4 3b xsin x  ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 1, 0, 3n      ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ

   
2

2 9 4 sin3 0D x x   
4/ 7 cosxc x e x  ណយើងសណងកតណ ើញតនម្ល 4, 1, 1n      ណនាះការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ

   
5

2 42 2 7 cos 0xD D x e x     
3/sin 2 xd x x e x   ណយើងសណងកតណ ើញតនម្លការ ើឌ្ើរ  ង់ដសយលគឺ

     
42 2 31 1 sin 2 0xD D D x x e x      

៤.៤.៣ អ្នុវតតសមីការឌីផេរង៉់ស្សែល 
ឧទា រ ៍៥៖ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ  2'' 3 ' 2 4 1y y y x    
ចណម្លើយ 
មៃ 2'' 3 ' 2 4y y y x   ណយើងអាចបដម្លងបាៃ 

    

    

2 2

3 2 3 2

3 2

3 2 4

3 2 4

3 2 0 2

D y Dy y x

D D D y D x

D D D y

  

  

  

 

សម្ើការ(2)ជំៃសួណដ្ឋយសម្ើការសមា ល់ 
 3 2 3 2 0r r r   មៃឬស 1 2 3 4 51, 2, 0r r r r r        

អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅគឺ  2 2

1 2 3

p
c

x x

c p

yy

y y y c e c e A Bx Cx         

ណយើងព្តូវបៃតររតនម្លណម្គុ , ,A B C ណដ្ឋយររ ' '',p py y ជំៃសួម្ើការ(1)យៃឹងទទលួបាៃតនម្ល៖ 
7, 6, 2A B C     
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ដូចណៃះ  អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅគឺ 2 2

1 2 1 27 6 2 ,x xy c e c e x x c c           (4) 
 
ឧទា រ ៍៦៖ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ  3'' 3 ' 8 4sin 5xy y e x    

ចណម្លើយ 
មៃ 3'' 3 ' 8 4sinxy y e x   ណយើងអាចបដម្លងបាៃ  

       

     

2 3

2 2 2 3

2 2

3 8 4sin

3 1 3 4 1 8 4sin

3 1 3 0 6

x

x

D y Dy e x

D D D D y D D e x

D D D D y

  

      

   

 

សម្ើការ(6)ជំៃសួណដ្ឋយសម្ើការសមា ល់ 
   2 23 1 3 0r r r r    មៃឬស 1 2 3 4 50, 3, 3, 0 , 0r r r r i r i        
អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅគឺ  3 3

1 2 cos sin 7

p
c

x x

c p

yy

y y y c c e Axe B x C x        

ណយើងព្តូវបៃតររតនម្លណម្គុ , ,A B C ណដ្ឋយររ ' '',p py y ជំៃសួម្ើការ(1)យៃឹងទទលួបាៃតនម្ល៖ 
8 / 3, 6 / 5, 2 / 5A B C     

ដូចណៃះ  អៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយទូណៅគឺ

 3 3

1 2 1 2

8 6 2
cos sin , 8

3 5 5

x xy c c e xe x x c c       
ព្បតិបតតិ 

ររចណម្លើយទូណៅនៃសម្ើការ  

2

1 2

. '' ' cos cos

1 1 1
cos sin cos sin sin

4 2 4

a y y x x x

y c x c x x x x x x x

  

 
     

 

 

1 2

. '' 8 5 2 ,

5 2
cos 2 2 sin 2 2

8 9

x

x

b y y x e

y c x c x x e





  

 
    

 

 

ចំណា៖ំ 
វធិ្ើសាង្គ្សតខាងណលើមិ្ៃអាចអៃុវតតចំណ ះសម្ើការលើណៃដអ រ 

       1 2

1 2 0....
n n n

n n na y a y a y a y g x
 

       
ព្បសិៃណបើ         11

ln , , tan , sing x x g x g x x g x x
x

    បាៃណ ើយ។ 
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លហំាត ់
រនុងលំហាត់1-10ចូរសរណសរសម្ើការឌ្ើណផរ  ងដសយលលើណៃដអ រជាទព្ម្ង់    L y g x  ៃិងដ្ឋរ់ជាផល
គុ រាត អងាខាងណ វ្ង៖ 

     

2

2

4 4 2 4

1. 9 '' 4 sin 2. '' 5 2

3. '' 4 ' 12 6 4. 2 '' 3 ' 2 1

5. ''' 10 '' 25 ' 6. '" 2 '' 13 ' 10

7. '" 4 ' cos 2 8. '" 4 '' 3 ' cos 3

9. 8 ' 4 10. 8 '' 16 2

x x

x

x

y y x y y x x

y y y x y y y

y y y e y y y y xe

y y e x y y y x x x

y y y y y x x e



    

      

      

     

     

 

រនុងលំហាត់11-14 ចូរបញ្ា រ់ថ្នការ ើឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណធ្វើឲ្យសូៃយអៃុគម្ៃ៍ដដលបាៃផតល់៖ 

  

4 3

/2

2 5

2

11. , 19 2

12. 2 1, 4

13. 2 5 , 3

14. 64, 2cos8 5sin8

x

x x

D y x x

D y e

D D y e e

D y x x



 

 

   

  

 

រនុងលំហាត់15-26 ចូរររការ ើឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណធ្វើឲ្យសូៃយអៃុគម្ៃ៍ដដលបាៃផតល់៖

 

2 3

2 6

2

2
2

2

15.1 6 2 16. (1 5 )

17. 1 7 18. 3

19. cos 2 20. 1 sin

21. 13 9 sin 4 22. 8 sin 10cos5

23. 2 24. 2

25. 3 cos 2 26. sin cos

x x

x x x x

x x x

x x x x

e x xe

x x

x x x x x x

e xe x e e

e x e x e x





  

 



   

  

 

 

រនុងលំហាត់27-34 ចូរររអៃុគម្ៃ៍ដដលព្តូវៃឹងការ ើឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណធ្វើឲ្យសូៃយខាងណព្កាម្៖ 

   

  

5 2

2

2 2

3 2 2

27. 28. 4

29. 3 2 3 30. 9 36

31. 5 32. 6 10

33. 10 25 34. 5 7

D D d

D D D D

D D D

D D D D D D



   

  

   

 

រនុងលំហាត់35-44 ចូរររអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណម្គូ មិ្ៃរំ ត់៖ 

   

2

6 2

2 4

35. '' 9 54 36. 2 '' 7 ' 5 29

37. "' 2 '' ' 10 38. '" '' 8

39. " 2 ' 2 5 40. '' 6 '' 8 3 2

41. " 2 ' 5 sin 42. "' '' ' 7

43.2 "' 3 '' 3 ' 44. 2 "' '' 10

x x

x x x

x x

y y y y y

y y y y y x

y y y e y y y e x

y y y e x y y y y xe e

y y y e e y y y







     

    

      

        

      
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រនុងលំហាត់45-49ចូរររអៃុគម្ៃ៍ចណម្លើយសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលណម្គូ មិ្ៃរំ ត់ាម្លរខខ័្ ា ណដើម្
៖ 

   

   

   

     
         4

45. '' 64 16, 0 1, ' 0 0

46. '' 5 ' 2, 0 0, ' 0 4

47. '' 5 ' 6 10 , 0 1, ' 0 1

48. '" 2 '' ' 1 5, 0 2, ' 0 2, '' 0 1

49. ''' 16, 0 0, ' 0 0, '' 0 0, "' 0 0

x

x

x

y y y y

y y x y y

y y y e y y

y y y xe y y y

y y x e y y y y

   

    

    

       

      
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