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ដំណ ើ រអភិវឌ្ឍនៃព្រះរាជាណាចព្ររម្ពុជាណៅរនុងយុគសម័្យទំណៃើបណៃះ ជាណម្ណរៀៃដ៏ណជាគជ័យ
បំផុតម្ួយដដលចាប់ឬសគល់ណចញរើការបញ្ច ប់របបព្បល័យរូជសាសៃ៍ ការបញ្ច ប់សង្គ្រា ម្ ការផសះផារ
ជាតិ ការរសាងមូ្លដ្ឋា ៃរងឹមនំៃសៃតិភារៃិងណសេរភារ ៃិងការអភិវឌ្ឍណសដារិចច។ ណៅណព្កាយណរល
ដដលសៃតិភារព្តូវបាៃណរើតណ ើងណដ្ឋយបរបូិរ ៍ណៅឆ្ន ១ំ៩៩៨ រម្ពុជាទទួលរំណ ើ ៃណសដារិចចខ្ពស់ គឺ
ព្បម ៨%រនុងម្ួយឆ្ន ។ំ ណលើសរើណៃះណទៀតអព្ានៃភារព្រើព្រព្តូវបាៃកាត់បៃេយរើព្បម ៥៣% 
ណៅឆ្ន ២ំ០០៤ម្រណៅទាបជាង១០% ណៅឆ្ន ២ំ០១៩។ ដំណ ើ រនៃការអភិវឌ្ឍជាតិជាសរម្មភារដដលបៃត
ណៅមុ្ខ្ជាប់ជាៃិចច ណ ើយណោលៃណោបាយថ្មើៗដដលមៃលរខ ៈអៃតរវស័ិយព្គបដ ត ប់ រ៏រំរុងណលច
រូបរាងណ ើងណដើម្បើតព្ម្ង់ទិសរម្ពុជាណឆ្ព ះណៅកាៃ់ព្បណទសមៃព្បារ់ចំ ូលម្ធ្យម្រព្មិ្តខ្ពស់ណៅឆ្ន ំ
២០៣០ ៃិងឈាៃណ ើងជាព្បណទសមៃព្បារ់ចំ ូលខ្ពស់ ណៅឆ្ន ២ំ០៥០។ ការដព្បព្បួលឆ្ប់រ ័សនៃ
ៃិមម បៃរម្មរិភរណោរ ៃិងតំបៃ់រមួ្ទាងំទំនារ់ទំៃងភូមិ្សាង្គ្សតៃណោបាយ បាៃផតល់កាោៃុវតតភារ
សព្មប់ការអភិវឌ្ឍឧសា រម្មណៅរម្ពុជា ដដលព្តូវបាៃរាជរដ្ឋា ភិបាលចាត់ទុរជាមូ្លដ្ឋា ៃព្គឹះនៃ
រំណ ើ ៃណសដារិចចរម្ពុជា។ រាជរដ្ឋា ភិបាលរម្ពុជាបាៃរំរុងបៃតរព្ងឹង ៃិងអភិវឌ្ឍវស័ិយអប់រណំឆ្ព ះណៅររ
ការព្សាវព្ជាវ ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ណដើម្បើរព្ងឹងសម្តេភារៃិងជំនាញរបស់ធ្ៃធាៃម្ៃុសសណៅរម្ពុជាឱ្យព្សប
ណៅៃឹងបរបិទថ្មើនៃការអភិវឌ្ឍ ជារិណសសការរព្ងឹងស ព្គិៃភាររនុងការណរៀបចំម្ ូដដលធុ្ររិចចថ្មើៗ។ 
ណដើម្បើចាប់យរកាោៃុវតតភាររើបដិវតតៃ៍ឧសា រម្មទើ៤ ៃិងណសដារិចចឌ្ើជើថ្លដដលរំរុងផុសផុល
ណ ើង ព្បរ័ៃធណអរូ ូ សុើដដលបងកលរខ ៈអំណណាយផលដល់ការបណងកើតថ្មើ ៃវាៃុវតតៃ៍ ការព្សាវព្ជាវ ៃិង
អភិវឌ្ឍៃ៍ ព្តូវដតមៃការដរលម្អ។ 
  

បណាត ព្បណទសណៅទវើបអាសុើរំរុងនាមុំ្ខ្រនុងការវៃិិណោគណលើការព្សាវព្ជាវៃិងអភិវឌ្ឍ ណដ្ឋយ 
មៃភាគ  ុៃព្បម ៤៤% នៃការវៃិិណោគទាងំមូ្លរបស់រិភរណោរ។ ព្បណទសចិៃរំរុងបៃតរសាង 
ណ ដ្ឋា រចនាសម្ព័ៃធនៃការវៃិិណោគណលើការព្សាវព្ជាវៃិងអភិវឌ្ឍ រ៏ដូចជាសម្តេភារម្ៃុសស។ ផទុយណៅ 
វញិ ព្បណទសណៅទវើបអាណម្ររិខាងតបូង ៃិងអាង្គ្ វរិ រំរុងសេិតណៅឆ្ា យរើការវៃិិណោគណៃះ ណ ើយជាលទធ
ផល ព្បណទសទាងំណនាះរ៏រំុមៃរំណ ើ ៃណសដារិចចគរួឱ្យរត់សមា ល់ដដរ។ ទុៃវៃិិណោគសរុបណលើការព្សាវ 
ព្ជាវៃិងអភិវឌ្ឍរបស់ព្បណទសណៅទវើបអាណម្ររិខាងតបូវៃិងអាង្គ្ វិរ មៃព្បម ៥%នៃការវៃិិណោគ 
ទាងំមូ្លរបស់រិភរណោរ រនុងណរលដដលតំបៃ់ទាងំ២ណៃះមៃព្បជាជៃព្បម ២០%នៃព្បជាជៃ 
រិភរណោរ។ ព្បណទសចំៃួៃ៦ដដលមៃលំដ្ឋប់ខ្ពស់ជាងណគណៅរនុងការវៃិិណោគណលើការព្សាវព្ជាវៃិង
អភិវឌ្ឍ រមួ្មៃស រដាអាណម្ររិ ចិៃ ជប ុៃ អាលលឺម្ ង់ ឥណាា  ៃិងរូណរ  ខាងតបូង ដដលណសមើៃឹងព្បម  
៧០%នៃទុៃវៃិិណោគសរុបរបស់រិភរណោរ។ 
 

ណតើចំណ ះដឹង ផលិតផល ៃិងណសវារម្មថ្មើទាងំណៃះណរើតណ ើងរើអវើ? ណ ើយណរើតណ ើងណដ្ឋយ
រណបៀបណា? ព្រះរាជាណាចព្ររម្ពុជារំរុងដតរសាងមូ្លដ្ឋា ៃសព្មប់ការណព្តៀម្ខ្លួៃទទលួ ៃិងព្បរតួ
ព្បដជងរនុងយុគសម័្យបដិវតតឧសា រម្មទើ៤ ណៅរនុងណសដារិចចដដលដផអរណលើរុទធិ ណ ើយដដលព្បការណៃះ



 

ចាបំាច់តព្មូ្វឱ្យរលរដារម្ពុជា ព្តូវកាល យខ្លួៃជារលរដាឌ្ើជើថ្ល រលរដាសរល ៃិងរលរដាដដលព្បរប
ណដ្ឋយការទទលួខុ្សព្តូវ ដដលមៃសម្តេភាររនុងការផលិត ដចរចាយ ៃិងណព្បើព្បាស់រុទធិណដើម្បើទទលួ
ម្ៃុញ្ញផល ៃិងរមួ្ចំដ ររនុងរំណ ើ ៃ។ ធ្នាោររិភរណោរបាៃណធ្វើការរត់សមា ល់ាងំរើឆ្ន ២ំ០០២
ៃូវបមល ស់បតូរនៃមូ្លដ្ឋា ៃណសដារិចច រើណសដារិចចដដលរឹងដផអរណលើរមល ងំរលរម្ម ៃិងធ្ៃធាៃអតិរម្ម 
(Labour and Resource Based Economy) ណៅកាៃ់ណសដារិចចដដលរឹងដផអរណលើរុទធិ (Knowledge 
Based-Economy) ដដលរនុងៃ័យណៃះ រុទធិគឺជាគៃលឹះនៃការអភិវឌ្ឍ។ អាព្ស័យណ តុណៃះ ណៅណលើគៃលង
ដដលរម្ពុជារំរុងណធ្វើដំណ ើ រណឆ្ព ះណៅកាៃ់ណសដារិចចឌ្ើជើថ្ល សងាម្រម្ពុជាព្តូវដតមៃសម្តេភាររនុងការ  
ផលិត ណព្ជើសណរ ើស បៃាំុ បណងកើតមុ្ខ្របរ ៃិងណព្បើព្បាស់រុទធិ ណដើម្បើររាៃិរៃតរភារនៃរំណ ើ ៃ ៃិងដរលម្អ
ជើវភាររស់ណៅ។ សម្តេភារទាងំណៃះ អាចណរើតណ ើងណៅណរលរលរដារម្ពុជាមៃឱ្កាសរនុងការទទលួ
បាៃបទរិណសាធ្ៃ៍រើការព្សាវព្ជាវ ការប តុ ះគំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងការដសវងររៃវាៃុវតតៃ៍។  
 

រំដ ទព្ម្ង់វស័ិយអប់រ ំ គឺជាការព្តួសព្ាយមោ៌ា សព្មប់ដំណ ើ រណឆ្ព ះណៅកាៃ់សងាម្ព្បរប
ណដ្ឋយរុទធិ ៃិងព្បជារលរដាព្បរបណដ្ឋយភាររស់រណវ ើរ។ ាម្រយៈមូ្លដ្ឋា ៃអប់រ ំសងាម្ព្បរបណដ្ឋយរុទធិ
ៃឹងព្បមូ្លផតុ ំ បណងកើត ៃិងដចររដំលរ ណៅកាៃ់សមជិររនុងសងាម្ៃូវសម្បទាអប់រ ំ រិណសសគឺរុទធិសម្បទា 
រនុងបុរវណ តុនៃម្ៃុសសជាតិៃិងឧតតម្ព្បណោជៃ៍នៃព្បណទស។ សងាម្ព្បរបណដ្ឋយរុទធិ គឺរំុព្ោៃ់ដតជា
សងាម្ដដលសម្បូររ័ត៌ាមៃប ុណណាណ ះណទ ដតជាសងាម្ដដលព្បជារលរដាអាចណធ្វើបរវិតតរម្មរើរ័ត៌ាមៃណៅជា 
មូ្លធ្ៃព្បរបណដ្ឋយព្បសិទធភារ។ ការរ ើរចណព្ម្ើៃណៅមុ្ខ្ជាលំដ្ឋប់នៃបណចចរវទិាៃិងតំ ភាា ប់ បាៃ
រព្ងើរព្រំដដៃនៃការចូលណៅកាៃ់ ៃិងការទទលួបាៃរ័ត៌ាមៃជាសរល ណ ើយដដលរនុងៃ័យណៃះ ការ
អប់រៃឹំងបៃតវវិតតណៅមុ្ខ្ៃិងមៃការផ្លល ស់បតូរ។ សងាម្ម្យួដដលមៃអំណាៃ ៃិងរបាប់ជាបុណរលរខខ្ ា
នៃជើវភារព្បចានំថ្ានៃព្បជារលរដា ណរលណនាះបំ ិៃនៃអំណាៃ ៃិរៃធ ៃិងការគ នាណលខ្ៃរវៃត គឺជា
ចលររនៃការណរៀៃរបស់សសិស។ ធាតុដ៏ចម្បងម្យួដដលសេិតណៅរនុងការរសាងសងាម្ដដលព្បរបណដ្ឋយ 
រុទធិគឺណសៀវណៅសិរា ណ ើយការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅសិរាជាព្បចា ំ គឺជាៃវាៃុវតតៃ៍នៃ  
វស័ិយអប់រដំដលនាណំៅររការសិរាណរញម្ួយជើវតិ ការអភិវឌ្ឍសម្បទាអប់រ ំ ៃិងការដចររដំលរចំណ ះ
ដឹង។ មូ្លដ្ឋា ៃអប់រ ំ ជារិណសសគឺព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរាព្តូវមៃតនួាទើដដលព្បរបណដ្ឋយការណ ល្ើយតប 
ចំណ ះតព្មូ្វការខាងណលើណៃះ។ សាង្គ្សាត ចារយ អនរព្សាវព្ជាវ ៃិងបុគាលិរអប់រពំ្តូវបៃតសិរាជាប់ជាៃិចច 
ាម្រយៈការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅសិរា ណ ើយដដលណសៀវណៅសិរាទាងំណៃះៃឹងកាល យជា 
សាព ៃនៃទំនារ់ទំៃងរវាងៃវាៃុវតតៃ៍នៃបណចចរវទិា ៃិងការណរៀៃៃិងបណព្ងៀៃណៅរនុងថ្នន រ់ណរៀៃ។  

 

សងាម្ដដលព្បរបរុទធិ រ៏ជាសងាម្ដដលប តុ ះឱ្យមៃរចនាសម្ព័ៃធទៃ់នៃណសដារិចចដដលរឹង
ដផអរណលើរុទធិដដរ។ ឧទា រ ៍ជារ់ដសតងនៃដបបដផៃណៃះរមួ្មៃ Silicon Valley នៃស រដាអាណម្ររិ 
សួៃឧសា រម្មវសិវរម្មអាកាសោៃយៃតៃិងោៃយៃតណៅទើព្រុង Munich ព្បណទសអាលលឺម្ ង់ តំបៃ់
ជើវបណចចរវទិាណៅព្រុង Hyderabad ព្បណទសឥណាា  តំបៃ់ផលិតណព្គឿងណអ ចិព្តូៃិរ ៃិងសារ-
គម្នាគម្ៃ៍ ឌ្ើជើថ្លណៅទើព្រុង Seoul ព្បណទសរូណរខាងតបូង រ៏ដូចជាសួៃឧសា រម្មថ្នម្រល ៃិង
ឥៃធៃគើម្ើសាង្គ្សតនៃព្បណទសណព្បសុើល ណ ើយរ៏ណៅមៃទើព្រុងនៃព្បណទសជាណព្ចើៃណទៀតណៅណលើរិភរណោរ 



 

លរខ ៈសម្បតតិនៃទើព្រុងទាងំណៃះគឺការណព្បើព្បាស់ៃិនាន ការនៃការអភិវឌ្ឍដដលជំរុញ ៃិងតព្ម្ង់ទិស
ណដ្ឋយចំណ ះដឹង ណ ើយដដលចំណ ះដឹងទាងំណនាះណរើតណចញជាដំបូងរើការវៃិិណោគណៅណលើព្គឹះសាេ ៃ
ឧតតម្សិរា សាេ ប័ៃព្សាវព្ជាវ ម្ជឈម្ ា លឧតតម្ភារនៃជំនាញជាៃ់ខ្ពស់ ការព្បរួតព្បដជងណដ្ឋយ      
គុណាធិ្បណតយយ ៃិង ជារិណសសគឺការប តុ ះវបបធ្ម្៌ាអំណាៃៃិងៃិរៃធណសៀវណៅ។ ណលបឿៃនៃការរ ើរ
ចណព្ម្ើៃដផនររុទធិ ៃិងបណចចរវទិារំរុងមៃសៃទុះណលឿៃជាងអវើដដលសិសស ៃិងៃិសសិតអាចទទួលបាៃ
រើព្គូណៅព្គឹះសាេ ៃសិរា ដដលណធ្វើឱ្យណោលណៅនៃការអប់រណំៅណរលបចចុបបៃនណៃះ មៃការព្បឈម្ខាល ងំ
ជាងណរលណាទាងំអស់។ ឧទា រ ៍ រនុងម្ួយឆ្ន  ំមៃណសៀវណៅជាង២,២ោៃចំ ងណជើង ព្តូវបាៃ
សរណសរ ៃិងណបាះរុម្ព ដដលរនុងណនាះព្បណទសចិៃមៃ៤៤០ ៃ់ ចំដ រឯស រដាអាណម្ររិមៃ ៣០៥
 ៃ់ ៃិងព្បណទសរុសសុើមៃ ១២០ ៃ់ចំ ងណជើង។ 
 

ខ្ ៈណរលដដលបណចចរវទិារំរុងរ ើរចណព្ម្ើៃជាណរៀងរាល់នថ្ា ម្ណធ្ាបាយសព្មប់អំណាៃរ៏មៃ
ណព្ចើៃជណព្ម្ើសសព្មប់សិសស ៃិសសតិ ៃិងសាធារ ៈជៃរមួ្មៃការអាៃណសៀវណៅ ការអាៃណលើឧបររ ៍ 
ណអ ចិព្តូៃិរ ការអាៃណដ្ឋយណព្បើទូរសរទនវឆ្ល ត ៃិងការអាៃណលើរំុរយូទ័រ ដដលសុទធសឹងជាម្ណធ្ាបាយ  
សំខាៃ់ៗដដលនាអំនរអាៃទាងំឡាយឱ្យសណព្ម្ចណោលបំ ងអាៃរបស់ខ្លួៃ។ ម្ា ងវញិណទៀត អំណាៃ
ណដ្ឋយណព្បើម្ណធ្ាបាយបណចចរវទិាទំណៃើប ចំណាយណរលតិច រយព្សួលអាៃ ៃិងជួយដល់បរសិាេ ៃម្ួយ
រព្មិ្តណទៀត។ នាណរលបចចុបបៃន សិសស ៃិសសតិ ៃិងសាធារ ៈជៃរម្ពុជាដដលព្សឡាញ់អំណាៃរំរុង
ដតណព្បើព្បាស់ម្ណធ្ាបាយអំណាៃទាងំណៃះ។ ណបើណយើងព្រណ រណម្ើលណៅព្បណទសណជឿៃណលឿៃ ណទាះបើជា  
បណចចរវទិារ ើរចណព្ម្ើៃខាល ងំោ ងណា អំណាៃាម្រយៈណសៀវណៅណៅដតមៃសៃទុះដដដល។ ម្ា ងវញិ
ណទៀត បណចចរវទិាអាៃដបបទំណៃើបាម្រយៈឧបររ ៍ទំណៃើប អាព្ស័យណលើលទធភារនៃធ្ៃធាៃអប់រ ំ   
ឌ្ើជើថ្ល ៃិងមតិកាឌ្ើជើថ្លព្គប់ព្ោៃ់ដដលបាៃផលិត ៃិងបណរហ ះដចរចាយសព្មប់អំណាៃ។ 
 រនុងបរបិទរម្ពុជា ជារិណសសរនុងបរកិារ ៍នៃការផទុះរ ើររាលដ្ឋលនៃជំងឺរូវ ើដ-១៩ ព្រសួងអប់រ ំ
យុវជៃ ៃិងរើឡា បាៃជំរុញឱ្យមៃបរវិតតរម្មឌ្ើជើថ្លណៅរនុងណអរូសុើដសតម្នៃការអប់រ ំជារិណសសការ
អប់រាំម្ព្បរ័ៃធណអ ចិព្តូៃិរៃិងការអប់ររំើចមា យណដើម្បើណលើររម្ពស់អំណាៃាម្រយៈការផលិតមតិកា  
ឌ្ើជើថ្លដដលមៃភារចំរុះ ការរសាងសម្តេភារដផនរតំ ភាា ប់ៃិងណវទិកាឌ្ើជើថ្ល ការរព្ងើរវសិាល
ភារនៃម្ជឈម្ ា លទិៃនៃ័យ ៃិងការណលើររម្ពស់គុ ភារនៃការផលិតធ្ៃធាៃអប់រឌំ្ើជើថ្ល គួបផសំ 
ជាម្ួយការដចរសៃលឹររិចចការឱ្យសិសសយរណៅណរៀៃណៅផទះ ៃិងការចុះណៅជួបជាម្ួយសិសសជាប តុ ំ ណៅ
ាម្ស គម្ៃ៍។ រនុងៃ័យណលើររម្ពស់អំណាៃ ៃិងភារសម្បូរដបបនៃធ្ៃធាៃណសៀវណៅសិរាឱ្យកាៃ់ដត
មៃព្បសិទធភារៃិងភារសរតិសិទធិ ៃិងផតល់ឱ្កាសអំណាៃកាៃ់ដតណព្ចើៃដថ្ម្ណទៀតដល់សិសាៃុសិសស 
ៃិសសិត ៃិងសាធារ ៈជៃ ព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡាណលើរទឹរចិតតៃូវចំ ុចម្ួយចំៃួៃដូចខាង
ណព្កាម្៖ 

1. សាង្គ្សាត ចារយ អនរព្សាវព្ជាវ ៃិងបុគាលិរអប់រ ំសូម្បៃតៃិងបណងកើៃការណបាះរុម្ពសាន នដបដៃេម្
ណទៀត ណដើម្បើណធ្វើឱ្យធ្ៃធាៃសព្មប់អំណាៃកាៃ់ដតសម្បូរដបប ជារិណសសធ្ៃធាៃអំណាៃ
ជាណខ្ម្រភាសា 



 

2. ព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរា សូម្ផតល់លទធភារព្គប់ដបបោ ង ណដើម្បើឱ្យបុគាលិរអប់រពំ្គប់លំដ្ឋប់
ថ្នន រ់ ៃិង ៃិសសតិព្គប់រព្មិ្តសិរាអាចចូលរមួ្អាៃ ៃិងសិរាព្សាវព្ជាវាម្ព្គប់លទធភារ
ជាម្ួយធ្ៃធាៃអំណាៃ ជារិណសសការណរៀបចំឱ្យមៃណរលណវោសព្មប់ស សិរា ៃិង
អំណាៃរនុងបណាណ ល័យ  

3. សាង្គ្សាត ចារយាម្មុ្ខ្វជិាា  ៃិងអនរព្សាវព្ជាវាម្ជំនាញឬវស័ិយ ព្តូវណរៀបចំដំណ ើ រការណរៀៃ 
បណព្ងៀៃ ៃិងព្សាវព្ជាវដដលមៃដ្ឋរ់បញ្ចូ លរិចចការសវ័យសិរា ស សិរា ឬការ
ព្សាវព្ជាវបណាណ ល័យដដលតព្មូ្វឱ្យៃិសសតិ ព្តូវអាៃៃិងព្សាវព្ជាវជាម្យួធ្ៃធាៃអំណាៃ 

4. ព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរា ៃិងម្ជឈម្ ា លព្សាវព្ជាវ ព្តូវខិ្តខំ្ឱ្យអស់លទធភាររនុងការបណងកើតប
ណាណ ល័យ ម្ជឈម្ ា លររាឯរសារ ឬម្ជឈម្ ា លអប់រឌំ្ើជើថ្ល ជាណដើម្ ណដើម្បើឱ្យបុគាលិរ
អប់រពំ្គប់លំដ្ឋប់ថ្នន រ់ៃិងៃិសសតិព្គប់រព្មិ្តសិរា អាចទទលួបាៃ ៃិងដសវងររព្បភរ
សព្មប់អំណាៃ កាៃ់ដតសម្បូរដបប ៃិងមៃភារបត់ដបៃ ណ ល្ើយតបាម្តព្មូ្វការអនរអាៃ 

5. ៃិសសិតព្គប់រព្មិ្តសិរា ព្តូវខិ្តខំ្ៃិងចំណាយណរលអាៃ ៃិងចាត់ទុរវបបធ្ម្៌ា ៃិងអរបប
រិរោិអំណាៃជាដផនរម្យួ នៃណរលណវោៃិងភារសុើវល័ិយនៃជិវតិព្បចានំថ្ា 

6. បងបអូៃជៃរមួ្ជាតិ ដដលជាមាបិា ឬអនរអាណារាបាល សូម្ជយួជំរុញៃិងបងកលរខ ៈ
កាៃ់ដត ណព្ចើៃដថ្ម្ណទៀត ជារិណសសការនលលរចំណាយណៅរនុងព្គួសារសព្មប់ការទិញស
មា រៈសិរា ណសៀវណៅអាៃ ៃិងឧបររ ៍សព្មប់អំណាៃដល់រូៃៗ ដដលចាត់ទុរជាការវ ិ
ៃិណោគម្យួដ៏សំខាៃ់ សព្មប់ បណងកើៃចំណ ះដឹង ៃិងអនាគតរបស់ររួណគ។ 

 

ណដ្ឋយមៃការោពំ្ទរើព្រសួងណសដារិចច ៃិង រិញ្ញវតេុ ណៅឆ្ន ២ំ០២០ ព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិង
រើឡា បាៃបណងកើតមូ្លៃិធិ្ព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ ដដលណៅកាត់ថ្ន“មូ្លៃិធិ្ ស.គ.ៃ” 
ៃិងណៅជាភាសាអង់ណគលសថ្ន The Research Creativity and Innovation Fund ដដលណៅកាត់ជា
ភាសាអង់ណគលសថ្ន “RCI Fund”។ ណោលណៅចម្បងនៃមូ្លៃិធិ្ណៃះ គឺរមួ្ចំដ រណលើររម្ពស់វបបធ្ម្៌ានៃ
ការព្សាវព្ជាវ បំផុសគំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងជំរុញការណធ្វើៃវាៃុវតត ណដើម្បើជាព្បណោជៃ៍ដល់វស័ិយអប់រ ំយុវជៃ 
ៃិងរើឡា ដដលណ ល្ើយតបណៅៃឹងទើផាររលរម្ម ៃិងសារលភាវូបៃើយរម្ម។  មូ្លៃិធិ្ ស.គ.ៃ បាៃ
សណព្ម្ចរំ ត់ព្បធាៃបទ ជាអាទិភារសព្មប់ការោពំ្ទណដ្ឋយមូ្លៃិធិ្ចំៃួៃ៣ រមួ្មៃ ឌ្ើជើថ្លៃើយ
រម្មសព្មប់បដិវតតឧសា រម្ម៤.០(Digitalization for IR.4.0)ការព្សាវព្ជាវអៃុវតតណលើវស័ិយ
រសិរម្ម (Applied Agricultural Research) ៃិងការព្សាវព្ជាវគរុណកាសលយសតវតសទើ២១ (21st 
Century Pedagogy Research)។ 

 

ណដ្ឋយមៃការណធ្វើអាទិភារវូបៃើយរម្មណៅណលើទិសណៅនៃការណព្បើព្បាស់ថ្វកិាមូ្លៃិធិ្សព្មប់
ឆ្ន ២ំ០២០ ព្រសួងណសដារិចច ៃិង រិញ្ញវតេុ  ៃិងព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡា បាៃផតល់ការោពំ្ទដល់
ការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អ ណសៀវណៅសិរា(Text book) ដដលៃឹងព្តូវណព្បើព្បាស់ណៅរព្មិ្តឧតត
ម្សិរា។ ណោលបំ ងនៃការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អ ណសៀវណៅសិរាណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរាគឺ
ណដើម្បើបណងកើៃបរមិ  ណលើររម្ពស់គុ ភារ ៃិងរព្ងើរសម្ធ្ម្៌ានៃធ្ៃធាៃសិរាជាណខ្ម្រភាសា ជូៃ



 

ដល់ៃិសសិតដដលរំរុងបៃតការសិរា ៃិងណព្តៀម្ខ្លួៃណធ្វើការព្សាវព្ជាវណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា។ ណលើសរើ
ណៃះណទៀតការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅសិរាណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា មៃណោលណៅដូចខាង
ណព្កាម្ ៖ 

- ណ ល្ើយតបជាបនាទ ៃ់ចំណ ះការខ្វះខាតធ្ៃធាៃសិរា ដដលជាតព្មូ្វការសិរារបស់ៃិសសតិ 
ណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា  

- ណលើររម្ពស់ទំណៃើបភាវូបៃើយរម្ម ៃិងឧតតមៃុវតតៃ៍នៃការណរៀៃៃិងបណព្ងៀៃ ៃិងការព្សាវព្ជាវ
ណៅណលើមុ្ខ្វជិាា  រម្មវធិ្ើសិរា ឬមុ្ខ្ជំនាញជារ់ោរ់ 

- បណងកើៃភារសុើជណព្ៅរនុងការរសាងវជិាា ជើវៈៃិងបទរិណសាធ្ៃ៍សព្មប់ឋាៃៈសាង្គ្សាត ចារយ ៃិង
អនរព្សាវព្ជាវ  

- រមួ្ចំដ រដល់ការរសាងភារជាស គម្ៃ៍វជិាា ជើវៈ ការដចររដំលរបទរិណសាធ្ៃ៍ ៃិងវបប
ធ្ម្៌ានៃការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅសិរាណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា។ 

 

ព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡា បាៃវាយតនម្លខ្ពស់ចំណ ះការណបាះជំហាៃព្បរបណដ្ឋយម្ៃសិការ
វជិាា ជើវៈនៃព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរា ៃិងបុគាលិរអប់រទំាងំអស់ រនុងការណរៀបចំ ណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អ
ណសៀវណៅសិរា ណដើម្បើបណងកើៃបរមិ  ណលើររម្ពស់គុ ភារ ៃិងរព្ងឹងសម្ធ្ម្៌ានៃធ្ៃធាៃសិរាជា
ណខ្ម្រភាសា ជូៃៃិសសតិដដលរំរុងបៃតការសិរា ៃិងណព្តៀម្ខ្លួៃណធ្វើការព្សាវព្ជាវណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា។ 
ណសៀវណៅសិរាជាដផនរម្ួយនៃការទទួលសាា ល់គុ ភារអប់រនំៃព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរា ៃិងជាធ្ៃធាៃ
សិរាដដលជាមូ្លដ្ឋា ៃម្ួយដ៏សំខាៃ់ រនុងការោពំ្ទដល់ការបណព្ងៀៃ ៃិងណរៀៃ ណ ើយព្តូវមៃបរមិ 
ព្គប់ព្ោៃ់ ណ ល្ើយតបណៅៃឹងរម្មវធិ្ើអប់រ ំៃិងតព្មូ្វការសិរាព្សាវព្ជាវ។ ជាណោលការ ៍ ព្គឹះសាេ ៃឧតតម្
សិរាទាងំអស់ ព្តូវមៃណសៀវណៅសិរាដដលណព្បើជាណោលសព្មប់មុ្ខ្វជិាា ៃើម្ួយៗ។ ចំៃួៃណសៀវណៅ
សិរាដដលព្គប់ព្ោៃ់សព្មប់ការព្សាវព្ជាវ ៃិងការសិរារបស់ៃិសសិត ព្តូវមៃោ ងតិចម្ួយចំ ង
ណជើងរនុងម្យួមុ្ខ្វជិាា  ណ ើយព្តូវតម្កល់ោ ងតិច២ចាប់ ណៅរនុងបណាណ ល័យ ឬអាចររបាៃាម្ព្បរ័ៃធណអ
 ចិព្តូៃិរ។ ព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡា ណលើរទឹរចិតតបដៃេម្ណទៀតជូៃដល់ព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរារដា 
ៃិងឯរជៃដដលបាៃណសនើសុំថ្វកិាម្ូលៃិធ្ិរចួ សូម្ចូលរមួ្បដៃេម្ណទៀតណដើម្បើបណងកើៃចំៃួៃចំ ងណជើង
ណសៀវណៅ។ ចំដ រព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរារដាៃិងឯរជៃដដលរុំទាៃ់បាៃដ្ឋរ់ រយណសនើសុំ សូម្ចូលរមួ្ 
ណដើម្បើជាគុ ព្បណោជៃ៍ដល់តព្មូ្វការដ៏ទទូច ៃិងនថ្លថ្នល នៃៃិសសតិរម្ពុជារនុងការសិរា ៃិងព្សាវព្ជាវណៅ
រព្មិ្តឧតតម្សិរា។ 
  



 

នសនកតីរញ្ជា ក ់
ច្េមូលេិធិការស្រាវស្រាវ គំេិតច្ននស្ររឌិត េិងេវាេុវតតេ៍ 

 
ណសៀវណៅសិរាណៃះជាលទធផលនៃការណសនើសុំអៃុវតតថ្វកិាមូ្លៃិធិ្ការព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត 

ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ រនុងគណព្មងណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅសិរា ដដលៃឹងព្តូវណព្បើព្បាស់ណៅរព្មិ្ត
ឧតតម្សិរា។ ណសៀវណៅសិរាណៃះ ព្តូវបាៃណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ឬដរលម្អណដ្ឋយមៃការធានាអះអាងថ្ន
ជាសាន នដរបស់អនរៃិរៃធផ្លទ ល់ ៃិងបាៃ្លងកាត់ព្តួតរិៃិតយ ផតល់ណោបល់ ៃិងវាយតនម្លណដ្ឋយព្រុម្
ព្បឹរាអប់រ ំព្រុម្ព្បឹរាព្សាវព្ជាវ ឬព្រុម្ព្បឹរាដដលមៃតនម្លណសមើនៃព្គឹះសាេ ៃឧតតម្សិរា ៃិងាម្រ
យៈរិចចសៃាដដលបាៃណធ្វើណ ើង ៃិងដដលបាៃតម្កល់ទុរណៅមូ្លៃិធិ្ការព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត 
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នៃការណព្បើព្បាស់សម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលសាម្ញ្ញ។ ណ តុណៃះ រនុងនាម្ខំុ្្ជាអនរសិរាព្សាវព្ជាវមន រ់ រ៏
បាៃចូលរមួ្ចំដ ររនុង បញ្ហ ណៃះផងដដរ ណដ្ឋយបាៃណលើរណ ើងៃូវព្បធាៃបទម្ួយ ដដលទារ់ទងៃិង 
សម្ើការឌ្ើផរ  ង់ដសយលសាម្ញ្ញលំដ្ឋប់ម្យួ ម្រណធ្វើការសិរាព្សាវព្ជាវ រនុងណរល ណៃះ។ ណតើសម្ើការឌ្ើណផរ  
ង់ដសយលមៃដំណណាះព្សាយោ ងដូចណម្ដចសព្មប់ព្បណភទៃើម្យួៗ? ណ ើយបញ្ហ ទាងំឡាយ ដដល
ទារ់ទងៃឹងសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលសាម្ញ្ញលំដ្ឋប់ម្យួ ឬលំដ្ឋប់ខ្ពស់ ព្តូវបាៃណដ្ឋះព្សាយោ ងដូច
ណម្តចដដរ? 
 
 
  



 

នសនកដីអលែង ណំរគុណ 
ជាការរិតណសៀវណៅ «រើជគ ិតលើណៃដអ រ២» ដដលណលចណចញជារូបរាងណៅណរលណៃះគឺបាៃណរើត

ណ ើងរើការខិ្តខំ្ ៃិងយរចិតតទុរដ្ឋរ់ចូលរមួ្រើភាគើ ៃិងសាេ ប័ៃ រ់រ័ៃធជាណព្ចើៃ។ 
ខំុ្្បាទ សូម្ដថ្លងអំ រគុ ោ ងព្ជាលណព្ៅបំផុតដល់ភាគើ ៃិងសាេ ប័ៃ រ់រ័ៃធទាងំអស់ដូចជា ៖ 
- ព្រសួងណសដារិចច ៃិង រិញ្ញវតេុ ដដលបាៃោពំ្ទោ ងណរញទំ ងឹដល់ព្រសួងអប់រ ំ យុវជៃ ៃិង

រើឡាឱ្យបណងកើតមូ្លៃិធិ្ព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ ណៅកាត់ថ្ន «មូ្លៃិធិ្ ស.គ.ៃ»។  
- ព្រសួងអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡាដដលបាៃបណងកើតមូ្លៃិធិ្ព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ 

ដដលណៅកាត់ថ្ន «មូ្លៃិធិ្ ស.គ.ៃ» ណដើម្បើរមួ្ចំដ រណលើររម្ពស់វបបធ្ម្៌ានៃការព្សាវព្ជាវ បំផុសគំៃិត
នចនព្បឌិ្ត ៃិងជំរុញការណធ្វើៃវាៃុវតត ណដើម្បើជាព្បណោជៃ៍ដល់វស័ិយអប់រ ំយុវជៃ ៃិងរើឡា ដដលណ ល្ើយតប
ណៅៃឹងទើផាររលរម្ម ៃិងសារលភាវូបៃើយរម្ម។ 

- មូ្លៃិធិ្ព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍ ដដលបាៃោពំ្ទដល់ការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិង 
ដរលម្អណសៀវណៅសិរា (Text book) ដដលៃឹងព្តូវណព្បើព្បាស់ណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា ណដើម្បើបណងកើៃ
បរមិ  ណលើររម្ពស់គុ ភារ ៃិងរព្ងើរសម្ធ្ម្៌ានៃធ្ៃធាៃសិរាជាណខ្ម្រភាសាជូៃដល់ៃិសសិត
ដដលរំរុងបៃតការសិរា ៃិងណព្តៀម្ខ្លួៃណធ្វើការព្សាវព្ជាវណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរា។ 

-ឯរឧតតម្វទិាសាេ ៃគរុណកាសលយបាត់ដំបងដដលបាៃចាត់ាងំជាគ ៈរម្មការៃិរៃធចូលរមួ្ការ
ណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរាណៃះ។ 

- នាយរដ្ឋា ៃប ដុ ះបណាដ លដដលបាៃចាត់ាងំជាគ ៈរម្មការៃិរៃធ ៃិងគ ៈរម្មការព្តួត
រិៃិតយ ណលើសាន នដនៃការចូលរមួ្ការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅណៅរព្មិ្តឧតតម្សិរាណៃះ។ 

- ណោរព្បធាៃ នាយរដ្ឋា ៃប ដុ ះបណាដ លដដលព្រម្ណព្រៀងទទលួសិទធិជាតំណាងអនរណរៀបណរៀង
រនុងការចាត់ដចង ៃិងសព្ម្បសព្មួ្លជាម្យួព្រសួងអប់រ ំ យុវជៃ ៃិងរើឡា ចុះ តេណលខាណលើរិចចព្រម្
ណព្រៀង ៃិងរិចចដំណ ើ ការទូទាត់ថ្វកិាាម្រយៈការណសនើសុំ ៃិងទទលួថ្វកិា ណបាះរុម្ព ៃិងផសរវផាយបៃតៃូវ
សាន នដណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អរបស់អនរណរៀបណរៀងរនុងការណរៀៃ ៃិងបណព្ងៀៃរនុងព្គឹះសាេ ៃសិរា ៃិង
ព្បគល់សិទធិព្សបាម្ការរំ ត់នៃរិចចព្រម្ណព្រៀង សតើរើការណរៀបណរៀង ៃិរៃធ ៃិងដរលម្អណសៀវណៅណៅ
រព្មិ្តឧតតម្សិរា ណព្កាម្ការោពំ្ទនៃមូ្លៃិធិ្ព្សាវព្ជាវ គំៃិតនចនព្បឌិ្ត ៃិងៃវាៃុវតតៃ៍។ 

- ព្គូឧណទទសមុ្ខ្វជិាា គ ិតវទិានៃវទិាសាេ ៃគរុណកាសលយបាត់ដំបង ដដលបាៃផដល់ម្តិដរលម្អណលើ
ខ្លឹម្សារ នៃណម្ណរៀៃៃើម្យួៗឱ្យកាៃ់ដតមៃភារសុព្រឹត ៃិងមៃលរខ ៈវទិាសាង្គ្សត។ 

ខំុ្្បាទសងឃមឹ្ថ្ន ណសៀវណៅណៃះៃឹងណ ល្ើយតបជាបនាទ ៃ់ចំណ ះការខ្វះខាតធ្ៃធាៃសិរា ដដលជា
តព្មូ្វការសិរារបស់សិសស ៃិសសតិ ណៅរព្មិ្តវទិាល័យ ៃិងឧតតម្សិរា។ 
  



 

ការររយិាយនលើមខុវិាា  
ខ្លឹម្សារណម្ណរៀៃដដលបាៃណលើរណ ើងរនុងណសៀវណៅណៃះអាចជយួណដ្ឋះព្សាយបញ្ហ រនុងការបណព្ងៀៃ 

ៃិងណរៀៃ ិតវទិាដដលបងកលរខ ៈរយព្សួលដល់ព្គូឧណទទស ព្គូបណព្ងៀៃ គរុៃិសសតិ គរុសិសស 
សិសាៃុសិសសអាចអៃុវតតៃ៍ ៃិងព្សាវព្ជាវសព្មប់សាធារ ៈជៃទូណៅ។ ជាមូ្លដ្ឋា ៃព្គឹះសព្មប់ វរឹ 
ហាត់តរុៃិសសតិ សិសសសិរាៃូវរាល់ខ្លឹម្សារព្សបាម្រម្មវធិ្ើដដលណធ្វើឱ្យណម្ណរៀៃៃើម្យួៗមៃទំនារ់
ទំៃងោន រើម្យួចំ ុចណៅម្ួយចំ ុច។ 

មុ្ខ្វជិាា  រើជគ ិតលើណៃដអ រ២ ណរៀបចំណ ើងណដើម្បើផតល់ឱ្យៃិសសតិៃូវការសិរាមុ្ខ្វជិាា រើជគ ិត
លើណៃដអ រៃិងការអៃុវតតៃ៍របស់វា។ ព្បធាៃបទសំខាៃ់ៗរមួ្មៃ៖ 
ដផនរទើ១ ម ព្ទើស   
ដផនរទើ២ វុចិទ័ររនុង nR ៃិង nC  
 ដផនរទើ៣ ផលគុ សាក ដលរ 
ដផនរទើ៤  ណដដទម្ើ ង់ 
ដផនរទើ៥   អងកត់ព្ទូងរម្ម 
ដផនរទើ៦   អៃុគម្ៃ៍លិណៃដអ រ ៃិងលំ ឌុ្ល 
 ណ ើយណសៀវណៅណៃះសរណសរណ ើង ណៅមៃរព្មិ្តមិ្ៃទាៃ់អស់ណសចរតើណៅណ ើយ ជាចុងណព្កាយ
ណៃះរនុងនាម្ណយើងខំុ្្ជាអនរៃិរៃធ ណយើងខំុ្្រ ើររាយរនុងការរះិគៃ់រនុងៃ័យសាេ បនាណដ្ឋយរតើរ ើររាយជាៃិចច។  



 

មូលេយ័សនងេរ 
 

ណសៀវណៅ រើជគ ិតលើណៃដអ រII ជាសាន នដណរៀបណរៀងណ ើងណដើម្បើផតល់ឱ្យៃិសសតិៃូវការសិរាមុ្ខ្វជិាា
រើជគ ិតលើណៃដអ ររនុងចំណណាម្មុ្ខ្វជិាា ជាណព្ចើៃរនុងរព្មិ្រថ្នន រ់បរញិ្ញ បព្តគ ិតវទិា ណ ើយណសៀវណៅ
ណលើរជាឧទា រ ៍ ៃិងលំហាត់អៃុវតតៃ៍ជាណព្ចើៃណដ្ឋយណផ្លត តសំខាៃ់ណៅការគ នាដដលមៃការ
ព្បទារ់ោន រណវៀងណម្ណរៀៃសណងខប ៃិយម្ៃ័យ ព្ទឹសដើបទ ឧទា រ ៍ លំហាត់អៃុវតតៃ៍ជាណព្ចើៃព្រម្ទាងំ
មៃទំនារ់ទំៃងនៃណម្ណរៀៃៃើម្យួៗ។ ណ ើយព្តូវបាៃណរៀបចំណព្ចើៃដផនរដូចជាដផនរទើ១ ម ព្ទើស  ដផនរទើ២ 
វុចិទ័ររនុង nR ៃិង nC    ដផនរទើ៣ ផលគុ សាក ដលរ  ដផនរទើ៤  ណដដទម្ើ ង់   ដផនរទើ៥   អងកត់ព្ទូងរម្ម
ដផនរទើ៦   អៃុគម្ៃ៍លិណៃដអ រ ៃិងលំ ឌុ្ល។ 

ណសៀវណៅណៃះសរណសរណ ើងណដ្ឋយមៃឯរសារជំៃយួជាណព្ចើៃទាងំឯរសារជាតិ ៃិងអៃតរជាតិ ប ុដៃត
ការសរណសរណៃះ ខំុ្្ណជឿជារ់ថ្នរិតជាណៅមៃរព្មិ្តមិ្ៃទាៃ់អស់ណសចរតើណៅណ ើយ ជាចុងណព្កាយណៃះរនុង
នាម្ណយើងខំុ្្ជាអនរៃិរៃធ ណយើងខំុ្្រ ើររាយរនុងការរះិគៃ់រនុងៃ័យសាេ បនាណដ្ឋយរតើរ ើររាយជាៃិចច។ 
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  នសនកតីន្តើម   មា៉ា ស្រទសី 
១. សញ្ជា ណមា៉ា ស្រទីស 

ម ព្ទើស A   ណៅណលើដផនរ K  ជាធ្ម្មា ម ព្ទើស A  (ណៅណរលដដល K  ជាអាភំលើសុើត)  
គឺជាការណព្បើចតុណកា ដរងនៃសាក ដល ជាធ្ម្មាដដលបរហ ញាម្ទព្ម្ង់ដូចខាងណព្កាម្ ៖ 
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ជរួណដរនៃម ព្ទើស    គឺជាបញ្ា ើណផដរនៃសាក ដល     ទាងំអស់ ៖ 
 
ៃិង ជរួឈរនៃម ព្ទើស    គឺព្គប់បញ្ា ើបញ្ឈរនៃសាក ដល   ៖ 
 
 
 
 
ចំណា ំធាតុ    ណៅថ្នការបញ្ចូ ល     ឬ ធាតុ     ដដលបរហ ញណៅរនុងជរួណដរ   ៃិងជរួឈរ   ។ ណយើង
សៃមតាងម ព្ទើសម្យួណដ្ឋយសរណសរថ្ន              ។ 
 ម ព្ទើសជរួណដរ    ៃិងជរួឈរ    គឺព្តូវបាៃណៅថ្នម ព្ទើស   ណដ្ឋយ   ដដលសរណសរ         ។ 
ចំៃៃួទាងំរើរនៃ    ៃិង    គឺព្តូវបាៃណៅថ្នទំ នំៃម ព្ទើស ។ ម ព្ទើសរើរ    ៃិង    គឺណសមើោន  ដដលសរ
ណសរថ្ន  A B  ណបើវាមៃទំ ដូំចោន  ណ ើយណបើធាតុព្តូវោន គឺណសមើោន  ។ ដូណចនះ ភារណសមើោន នៃម ព្ទើស 
        រើរ គឺជាភារសម្មូ្លណៅៃឹងព្បរ័ៃធម្ួយនៃភារសម្មូ្ល      ដដលម្យួរនុងចំណណាម្ភារព្តូវោន
រើរៃើម្យួៗនៃធាតុ ។ 
 ម ព្ទើសមៃដតជរួណដរម្យួប ុណណាណ ះ គឺព្តូវបាៃណៅថ្ន ម ព្ទើសជរួណដរម្យួឬវុចិទ័រជរួណដរ ៃិង
ម ព្ទើសមៃដតជរួឈរម្យួប ុណណាណ ះ គឺព្តូវបាៃណៅថ្ន ម ព្ទើសជរួឈរម្យួឬវុចិទ័រជរួឈរ ។ ម ព្ទើស
ដដលមៃធាតុសូៃយទាងំអស់ គឺព្តូវបាៃណៅថ្ន ម ព្ទើសសូៃយ ៃិង ជាធ្ម្មាាងព្តូវបាៃាងណដ្ឋយ   ។ 
 ម ព្ទើសដដលមៃចំៃៃួជាចំៃៃួព្បារដឬរិតទាងំអស់ គឺព្តូវបាៃណៅថ្ន ម ព្ទើសចំៃៃួព្បារដ
ឬរិត ៃិងជាម ព្ទើសណៅណលើសំ ំុ    ។ ណដ្ឋយណព្បៀបណធ្ៀបម ព្ទើសដដលមៃចំៃៃួជាចំៃៃួរំុផលិចទាងំ
អស់ គឺព្តូវបាៃណៅថ្ន ម ព្ទើសចំៃៃួរំុផលិច ៃិងជាម ព្ទើសណៅណលើ    ។ ឯរសារណៃះៃឹងបញ្ហ ចំបងនៃម 
ព្ទើសចំៃៃួរិតៃិងម ព្ទើសចំៃៃួរំុផលិច ។ 
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ឧទាហរណ៍១ 

 ការតាងធាតុក្នុងដងងគៀបងោយរាងចតុងកាណកក្ង 
1 4 5

0 3 2
A

 
  

 
 គឺជាម៉ា ទ្រីស 2 3  ។ ជរួងដក្

របស់វាមន  1, 4,5 និង  0,3, 2    ងហើយជរួឈររបស់វាមន 1 4 5
, ,

0 3 2

     
     

     
 

ឧទាហរណ៍២ ម៉ា ទ្រីសសូនយ 2 4    គឺជាម៉ា ទ្រីស 0 0 0 0
0

0 0 0 0

 
  
 

 

ឧទាហរណ៍៣ ចូររក្            កដល 

 2 3 7

1 5

x y z t

x y z t

    
   

    
 

តាមនិយមនយ័ននភាពងសមើគ្នន ននម៉ា ទ្រីស ការបញ្ចូ លភាពទ្តូវគ្នន បនួទ្តូវកតងសមើគ្នន  ។ ដូងចនេះ  
 
ដំង េះទ្ាយទ្បពន័ធសមកីារខាងងលើ មនចងមលើយ 

២. ្លរូកមា៉ា ស្រទសីេងិ្លគុណាា អល 

ណគឱ្យ     ៃិង     ជាម ព្ទើសរើរដដលមៃទំ ដូំចោន  គឺជាម ព្ទើស        ។ ផលបូរនៃ     
និង    កំ្ណតស់រងសរថា         ជាម៉ា ទ្រីសបានមក្ងោយការបូក្ធាតុទ្តូវគ្នន ពី    និង    ។ ង េះគឺ 
 
 
 
 
ផលគុណននម៉ា ទ្រីស     ងោយាា កល     កំ្ណតស់រងសរ       ឬជាធមមតា      ជាម៉ា ទ្រីសបានមក្
ងោយការគុណធាតុនីមយួៗនន    ងោយ     ។ ង េះគឺ 
 
 
 
សងងាតងមើល  A B  និង kA  គឺជាម៉ា ទ្រីស  m n    ។ ងយើងក្កំ៏្ណតថ់ា  1A A      និង 

 A B A B      ម៉ា ទ្រីស A  ទ្តូវបានងថាថាម៉ា ទ្រីសវវជិមាមននន A   និងម៉ា ទ្រីស A B  ទ្តូវបាន
ងថាថាផលដក្នន A  និង B។ផលបូក្ននម៉ា ទ្រីសជាមយួនឹងរំហំងផេងគ្នន គឺមនិអាចកំ្ណតប់ានងរ ។ 
 

, , , tx y z
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 ឧទាហរណ៍១ ងគឱ្យ 1 2 3

0 4 5
A

 
  
 

  និង 4 6 8

1 3 7
B

 
  

  
 ។ គណ   ,3 , 2 3A B A A B   

   

     

     

1 4 2 6 3 8 5 4 11

0 1 4 3 5 7 1 1 2

3 1 3 2 3 3 3 6 9
3

3 0 3 4 3 5 0 12 15

2 4 6 12 18 24 10 22 18
2 3

0 8 10 3 9 21 3 17 31

A B

A

A B

      
            

   
    

  

           
        

       

 

ម ព្ទើស             គឺព្តូវបាៃណៅថ្នបៃសលំើណៃដអ រនៃ     ៃិង     ។ 

ស្រទឹសដរីទ ២.១ គិតរិចារណារើម ស , ,A B C  ម្យួចំៃួៃ (ជាម្យួៃឹងទំ ដូំចោន )ៃិងសាក ដល k   
ៃិង 'k ម្យួចំៃៃួ ។ ណនាះ 

 

         

     

           

   

' '

' '

         

  0 0                     

  0       

                          1.

i A B C A B C v k A B kA kB

ii A A A vi k k A kA k A

iii A A A A vii kk A k k A

iv Á B B A viii A A

       

      

      

   

 

 
ចំណា ំដំបូង   ណៅរនុង       ៃិង        សំណៅណៅណលើម ព្ទើសសូៃយ ណដ្ឋយ     ៃិង      ដដរ ដដលផលបូរ
ម ព្ទើសម្យួចំៃៃួ                        មិ្ៃតព្មូ្វឱ្យមៃវង់ព្រចរ ៃិងផលបូរមិ្ៃអាព្ស័យណៅណលើម ព្ទើស 
។ ណលើសរើណៃះ ការណព្បើព្បាស់       ៃិង         ដដលមៃ 
 

៣. ្លគុណមា៉ា ស្រទីស 

ផលគុណននម៉ា ទ្រីស    និង     កំ្ណតស់រងសរ      គឺមនភាពសមុគាម ញបនតិច ។ 
សទ្មបមូ់លងហតុងនេះ ដំបូងងយើងចាបង់ផដើមជាមយួក្រណីពិងសស ។ 
 ផលគុ        នៃម ព្ទើសជរួណដរ             ៃិងម ព្ទើសជរួឈរ            ជាម្យួៃឹងចំៃួៃធាតុ
ដូចោន  គឺព្តូវបាៃរំ ត់ជាសាក ដល (ឬ ម ព្ទើស      ) បាៃម្ររើការគុ បញ្ចូ លនៃភារព្តូវោន  ៃិង ការ
បដៃេម្    ណនាះគឺ 
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ងយើងបញ្ជមា ក្ថ់ា      គឺជាាា កលមយួ (ឬ ម៉ា ទ្រីស      ) ។ ផលគុណ      គឺមនិកំ្ណតង់ៅងពលកដល 
និង    មនចំននួធាតុខុសគ្នន  ។ 
ឧទា រ ៍១ 

          

3

    7, 4, 5  2 7 3 4 2 5 1 21 8 5 8

1

a

 
 

         
 
  

 

   

4

9
   6, 1, 8, 3  24 9 16 15 32

2

5

b

 
 

      
 
 
 

 

ៃិយម្ៃ័យ៖ឧបម 𝐴 = [𝑎𝑖𝑘] 𝑎𝑛𝑑 B = [𝑏𝑘𝑗]  ជាម ព្ទើសដដលចំៃៃួជរួឈរនៃ   𝐴  គឺណសមើៃឹងចំៃៃួជរួ
ណដរនៃ 𝐵។ ណគថ្ន 𝐴  ជាម ព្ទើស  𝑚 × 𝑝  ម្យួៃិង𝐵 ជាម ព្ទើស  𝑝 × 𝑛 ម្យួ។ណនាះលទធផល 𝐴𝐵 គឺជាម 
ព្ទើស 𝑚 × 𝑛 ដដលធាតុ(𝑖𝑗)គឺព្តូវបាៃរំ ត់        ណដ្ឋយការគុ ជរួណដរ(𝑖𝑡ℎ)របស់ A ណដ្ឋយជរួឈរ
(𝑗𝑡ℎ)របស់ 𝐵។ណគបាៃៈ 

[
 
 
 
 

𝑎11 … 𝑎1𝑝

.     …     .
   𝑎𝑖1   …  𝑎𝑖𝑝 

.      …     .
𝑎𝑚1   …  𝑎𝑚𝑝]

 
 
 
 

[
 
 
 
 

𝑏11 … 𝑏1𝑗 …𝑏1𝑛

.  …     .   …   .
         .  …    .  …   .       

  . …     .   …  .
     𝑏𝑝1 … 𝑏𝑝𝑗 …  𝑏𝑝𝑛     ]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

𝑐11 … 𝑐1𝑛

.     …     .
  .      𝑐𝑖𝑗    .   
.      …     .

𝑐𝑚1   …  𝑐𝑚𝑛]
 
 
 
 

 

   នាឲំ្យ 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑝𝑏𝑝𝑗 =
1

ik kj

p

k

a b


   

លទធផល AB គឺមិ្ៃព្តូវបាៃរំ ត់ណបើ𝐴ជាម ព្ទើស𝑚 × 𝑝ម្យួៃិង 𝐵 ជាម ព្ទើស 𝑞 × 𝑛 ម្យួ (p ≠ q)។ 

ឧទា រ ៍១ 
(𝑎) ររ AB ដដលA = [

1      3
2 − 1

] ៃិង 𝐵 = [
2      0 − 4
5   − 2      6

]។ 

   𝐴𝐵 = [
17        − 6             14

4 − 5   0 + 2     − 8 − 6
] = [

17   − 6         14
−1       2     − 14

] 

(𝑏) ឧបមថ្នA = [
1      2
3      4

] ៃិង 𝐵 = [
5      6
0 − 2 

]។ ររ 𝐴𝐵 ៃិង BA។ 

 
5 0     6 4   5      2

    
15 0 1  8 8  15 1  0

AB
    

    
    

 

 
 5 18    1  0 24   23     34 

   
0 6            0 8  6  8 

BA
    

    
      

 

 

AB 1 1 AB A

B
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ស្រទឹសដរីទ២ ាងA , B, Cជាម ព្ទើស។ណនាះណរលណាដដលលទធផលៃិងផលបូរគឺព្តូវបាៃរំ ត់។ 
                                       (𝑖) (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶)    (លរខ ៈផដុ ំ)  

(𝑖𝑖) 𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶  (លរខ ៈរនាល តរើណ វ្ង) 

(iii) (𝐵 + 𝐶)𝐴 = 𝐵𝐴 + 𝐶𝐴  (លរខ ៈរនាល តរើសាដ )ំ 

            (𝑖𝑣) 𝑘(𝐴𝐵) = (𝑘𝐴)𝐵 = 𝐴(𝑘𝐵) ( 𝑘ជាសាក ដលម្យួ )។ 

 ណយើងសមា ល់បាៃថ្ន 𝑂𝐴 = 0ៃិង BO = 0ដដល០គឺជាម ព្ទើសសូៃយ។ 

៥. មា៉ា ស្រទីសស្រតង់ស្ ៉ា ូ

 ម ព្ទើសព្តង់សប  ូ Aព្តូវបាៃសរណសរណដ្ឋយ 𝐴𝑇ជាម ព្ទើសដដលទទលួបាៃណដ្ឋយ ការសរណសរជរួ
ឈរនៃ A រនុងលំដ្ឋប់ជាជរួណដរ។ 

 ឧទា រ ៍១ 

           [
1  2  3
4  5  6

]
𝑇

= [
1  4
2  5
3  6

] ៃិង [1, −3, −5]𝑇 = [
   1
−3
−5

] 

  ម្ ាងវញិណទៀតណបើ 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]គឺជាម ព្ទើស𝑚 × 𝑛 ម្យួណនាះ𝐴𝑇 = [𝑏𝑖𝑗]ជា 

ម ព្ទើស 𝑛 × 𝑚 ( 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖)។ 

 សណងកតណ ើញថ្នបំដលងនៃវុចិទ័រជរួណដរម្ួយ គឺជាវុចិទ័រជរួឈរម្យួ។សរុបបាៃថ្នបំដលងនៃវុចិ
ទ័រជរួឈរម្យួ ជាវុចិទ័រជរួណដរម្យួ។  

ស្រទឹសដរីទ២.៣ ាង 𝐴 ៃិង 𝐵ជាម ព្ទើសៃិងាង 𝐾ជាសាក ដលម្យួ ណនាះណរលណាដដល ផលបូរៃិង
លទធផលគឺព្តូវបាៃរំ ត់។ 

(𝑖) (𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇    (𝑖𝑖) (𝐴𝑇)𝑇 = 𝐴 
(𝑖𝑖𝑖) (𝑘𝐴)𝑇 = 𝑘𝐴𝑇               (𝑖𝑣)  (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇 

ណយើងបញ្ា រ់ថ្នាម្(𝑖𝑣), បំដលងនៃលទធផលម្យួ ជាលទធផលនៃបំដលង ប ុដៃតណៅរនុងលំដ្ឋបព្ចាស។ 

៥. មា៉ា ស្រទីសកានរ ៉ា 

   ម ព្ទើសកាណរ   គឺជាម ព្ទើសម្យួដដលចំៃៃួដូចោន នៃជរួណដរៃិងជរួឈរ ។ ម ព្ទើសកាណរ   𝑛 × 𝑛 

ម្យួជាលំដ្ឋប់ 𝑛 ណ ើយជៃួកាលណរលខ្លះព្តូវបាៃណៅថ្ន ម ព្ទើស 𝑛 កាណរ  ម្យួ។ 

 រលំឹរណ ើងវញិថ្ន មិ្ៃដម្ៃព្គប់រើរម ព្ទើសអាចបដៃេម្រគុឺ ណនាះណទ ។ ណទាះបើជាោ ងណារ៏ណដ្ឋយ ណបើ
ណយើងព្តឹម្ដតចាត់ទុរម ព្ទើសកាណរ  នៃការផដល់លំដ្ឋប់ 𝑛 ម្យួចំៃៃួនាឲំ្យបាត់ណចញៃូវភារមិ្ៃព្បព្រតើ។  
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ជារិណសសព្បម វធិ្ើនៃការបដៃេម្ ផលគុ  ផលគុ សាក ដលៃិងបំដលងអាចព្តូវបាៃអៃុវតតៃ៍ណៅណលើ
ម ព្ទើស𝑛 × 𝑛ៃិងលទធផលគឺម ព្ទើស𝑛 × 𝑛ម្ដងណទៀត។ 

ឧទា រ ៍១ ខាងណព្កាម្ណៃះជាម ព្ទើសកាណរ  នៃលំដ្ឋប់ 3។ 

  𝐴 = [
   1    2   3
−4 −4 −4 
   5    6    7

] ៃិង 𝐵 = [
2 −5    1
0    3 −2
1    2 −4

] 

   ខាងណព្កាម្ណៃះរ៏ជាម ព្ទើសលំដ្ឋប់ប3៖ 

      𝐴 + 𝐵 = [
   3   −3   4
−4 −1 −6 
   6    8    3

]     2𝐴 = [
   2    4   6
−8 −8 −8 
   10    12    14

]  

     𝐴𝑇 = [
1 −4 5
2 −4 6 
3 −4 7

]                𝐴𝐵 = [
   5    7  −15
−12    0      20 
   17    7   −35

] 

     𝐵𝐴 = [
   27    30     33
−22 −24   −26 
  −27   −30  −33

] 

ឧទា រ ៍២ ាង 𝐴ៃិង𝐵 ជាម ព្ទើសដដល𝐴 ៃិង𝐵 មៃរនុងឧទា រ ៍១។ 

ណគបាៃ អងកត់ព្ទូងនៃ 𝐴 = {1,−4,7}ៃិង 𝑡𝑟(𝐴) = 1 − 4 + 7 = 4 

អងកត់ព្ទូងនៃ 𝐵 = { 2 , 3 , −4}ៃិង 𝑡𝑟(𝐵) = 2 + 3 − 4 = 1។ 

ណលើសរើណៃះណៅណទៀត៖ 
   𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 3 − 1 + 3 = 5 
   𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 5 + 0 − 35 = −30 
   𝑡𝑟(2𝐴) = 2 − 8 + 14 = 8 
   𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 1 − 4 + 7 = 4 

   𝑡𝑟(𝐵𝐴) = 27 − 24 − 33 = −30 ដដលទទលួបាៃរើព្ទឹសដើបទ2.4។ 

ណគបាៃ 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵) , 𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑡𝑟(𝐴) ,                               

                         𝑡𝑟(2𝐴) = 2𝑡𝑟(𝐴)   

ណលើសរើណៃះណៅណទៀត ណទាះបើ 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴 ដតផលបូរអងកត់ព្ទូងគឺមៃភារណសមើោន ។ 

៦.  ងាត់ស្រទូង េិង្លរូក ងាត់ស្រទូង 

   ាង A = [𝑎𝑖𝑗]ជាម ព្ទើស𝑛កាណរ  ម្យួ។អងកត់ព្ទូងឬអងកត់ព្ទូងចម្បងនៃ 𝐴 មៃ ធាតុដដលមៃ
អរសរតូចណព្កាម្ដូចោន ណនាះគឺ 𝑎11, 𝑎22, 𝑎33, … . , 𝑎𝑛𝑛។ 

 គៃលងនៃ 𝐴 ព្តូវបាៃសរណសរណដ្ឋយ 𝑡𝑟(𝐴) ជាផលបូរនៃធាតុអងកត់ព្ទូង ។ ណគអាច សរណសរបាៃ
𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛។ 
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ខាងណព្កាម្ជាព្ទឹសដើបទអៃុវតតៃ៍៖ 

ស្រទឹសដរីទ២.៤ ឧបមថ្ន𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]ៃិង B = [𝑏𝑖𝑗]ជាម ព្ទើស𝑛កាណរ  ណ ើយ𝑘ជាសាក ដលម្យួ ។ ណគបាៃ 

              (i)  𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵)   
           (𝑖𝑖) 𝑡𝑟(𝑘𝐴) = 𝑘𝑡𝑟(𝐴) 
 (𝑖𝑖𝑖) 𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑡𝑟(𝐴) 

 (𝑖𝑣) 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴)។ 

៧.មា៉ា ស្រទីសឯកតាេិងមា៉ា ស្រទីសាា អល 

 ម ព្ទើសណដើម្𝑛កាណរ  ឬម ព្ទើសឯរារំ ត់ណដ្ឋយ 𝐼𝑛ឬជាធ្ម្មាាងណដ្ឋយ I 
ជាម ព្ទើស𝑛កាណរ  ដដលមៃណលខ្1សេិតណៅណលើអងកត់ព្ទូងៃិង0 របស់ណផសងណទៀត។ 

 ម ព្ទើសឯរា𝐼គឺព្សណដៀងៃឹងសាក ដល1សព្មប់ម ព្ទើស𝑛កាណរ  𝐴 

 គឺ𝐴𝐼 = 𝐼𝐴 = 𝐴។ 

ាទូនៅ៖ ណបើ 𝐵ជាម ព្ទើស 𝑚 × 𝑛 ម្យួ ណនាះ 𝐵𝐼𝑛 = 𝐼𝑚𝐵 = 𝐵។ចំណ ះសាក ដល K  ម ព្ទើស 𝑘𝐼 

ដដលមៃ 𝑘 ណៅណលើអងកត់ព្ទូងៃិង ០ ណៅណលើចំ ុចណផសងណទៀត ព្តូវ បាៃណគណៅថ្នម ព្ទើសសាក ដល
ទារ់ទងៃឹងសាក ដល 𝑘 ។ណយើងសណងកតណ ើញថ្ន(𝑘𝐼)𝐴 = 𝑘(𝐼𝐴) 

𝑘𝐴 ណនាះនាឲំ្យផលគុ ម ព្ទើស𝐴ម្យួរវាងម ព្ទើសសាក ដល 𝑘𝐼គឺសម្មូ្លណៅៃឹងផល 

គុ នៃAរវាងសាក ដល𝑘។ 

 
ឧទា រ ៍១៖ខាងណព្កាម្ណៃះជាម ព្ទើសឯរានៃលំដ្ឋប់ដ្ឋប់ 3ៃិង4ណ ើយទារ់ទង 
ៃឹងម ព្ទើសសាក ដលចំណ ះ𝑘 = 5៖ 

1 0 0 5 0 0

0 1 0 5 0 5 0

0 0 1 0 0 5

1 0 0 0 5 0 0 0

0 1 0 0 0 5 0 0
5

0 0 1 0 0 0 5 0

0 0 0 1 0 0 0 5

A A

B B

   
   

  
   
      

   
   
     
   
   
   

 

សមា ល់ទើ1៖ ជាធ្ម្មារនុងការអៃុវតតៃ៍ណដើម្បើលុបលំនានំៃ0ណរលមិ្ៃមៃភារមិ្ៃចាស់ោស់ដូចណៅ

រនុងម ព្ទើសទើ2ៃិងទើ4ខាងណលើ។ 

សមា ល់ទើ2៖ អៃុគម្ៃ៍ 𝑘𝑟𝑜𝑛𝑒𝑐𝑘𝑒𝑟 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎 𝛿𝑖𝑗គឺព្តូវបាៃរំ ត់ណដ្ឋយៈ 

   𝛿𝑖𝑗 = {
0, 𝑖 ≠ 𝑗
1, 𝑖 = 𝑗
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   ដូណចនះម ព្ទើសឯររាអាចរំ ត់ណដ្ឋយ 𝐼 = [𝛿𝑖𝑗]។  

៨ តច្មែច្េមា៉ា ស្រទីស ពហុធាកនងុមា៉ា ស្រទីស 

ាង𝐴 ជាម ព្ទើស𝑛កាណរ  ណលើ𝑘។តនម្លនៃAគឺព្តូវបាៃរំ ត់ដូចខាងណព្កាម្ៈ 
𝐴2 = 𝐴𝐴  , 𝐴3 = 𝐴2𝐴  , … , 𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛𝐴 , … . , ៃិង𝐴0 = 𝐼 

រ ុធារនុងម ព្ទើសAរ៏ព្តូវបាៃរំ ត់ជារិណសសសព្មប់រ ុធាម្ួយចំៃួៃ 

               𝑓(𝑥) =  𝑎0𝐼 + 𝑎1𝐴 + 𝑎2𝐴
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝐴𝑛(𝑎𝑖ជាសាក ដលរនុង𝑘)។ 

ដដលព្តូវអៃុគម្ៃ៍𝑓(𝐴)ព្តូវបាៃរំ ត់ដូចម ព្ទើសខាងណព្កាម្ៈ 
 𝑓(𝐴) =  𝑎0𝐼 + 𝑎1𝐴 + 𝑎2𝐴

2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝐴𝑛 

ចំណាំ  𝑓(𝐴)គឺទទលួបាៃរើ𝑓(𝑥)ណដ្ឋយជំៃសួម ព្ទើស 𝐴 សព្មប់អណថ្រ 𝑥 ៃិង ជំៃសួម ព្ទើសសាក ដល 
𝑎0𝐼 ណៅជា 𝑎0 ។ ណបើ 𝑓(𝐴)ជាម ព្ទើសសូៃយណនាះ 𝐴ណៅថ្នសូៃយឬ ឬសនៃ 𝑓(𝑥)ម្យួ។ 

ឧទា រ ៍១ ណបើ 𝐴 = [
1 2
3 −4

] 

 ណគបាៃ 𝐴2 = [
1 2
3 −4

] [
1 2
3 −4

] = [
7 −6

−9 22
] ៃិង 

  𝐴3 = 𝐴2𝐴 = [
7 −6

−9 22
] [

1 2
3 −4

] = [
−11 38
57 −106

] 

 ឧបម 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 3𝑥 + 5 ៃិង 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥 − 10 ។ 

 ណគបាៃ 𝑓(𝐴) = 2 [
7 −6

−9 22
] − 3 [

1 2
3 −4

] + 5 [
1 0
0 1

] = [
16 −18

−27    61
] 

  𝑔(𝐴) = [
7 −6

−9 22
] + 3 [

1 2
3 −4

] − 10 [
1 0
0 1

] = [
0 0
0 0

] 

    ដូណចនះ 𝐴 ជាសូៃយម្យួនៃរ ុធា 𝑔(𝑥)។ 

៩. មា៉ា ស្រទីសស្រាស 

 ម ព្ទើសកាណរ  𝐴 ម្យួព្តូវបាៃណគៃិោយណៅថ្ន មៃភារព្ចាសណបើកាលណាមៃម ព្ទើស B ម្យួ
មៃលរខ ៈគឺ𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼  ដដល 𝐼 ជាម ព្ទើសឯរាៃិងម ព្ទើសBមៃដតម្ួយ។ ណនាះនាឲំ្យ 
ណបើ 𝐴𝐵1 = 𝐵1𝐴 = 𝐼 ៃិង𝐴𝐵2 = 𝐵2𝐴 = 𝐼 ។ 

ណគបាៃ 𝐵1 = 𝐵1𝐼 = 𝐵1(𝐴𝐵2) = (𝐵1𝐴)𝐵2 = 𝐼𝐵2 = 𝐵2 

ណយើងណៅថ្នម ព្ទើស 𝐵 ម្យួព្ចាស់ណៅៃឹង𝐴ណ ើយរំ ត់ណដ្ឋយ 𝐴−1។ 

ណ ើញថ្នទំនារ់ទំៃងខាងណលើគឺសើណម្ព្ទើោន  ណបើ𝐵ជាចព្មស់នៃ𝐴 ណនាះ𝐴ជាចព្មស់នៃBផងដដរ។ 

ឧទា រ ៍១ ណបើ A = [
2 5
1 3

]  , 𝐵 = [
   3 −5
−1    2

] 

 ណគបាៃ 𝐴𝐵 = [
6 − 5 −10 + 10
3 − 3 −5 + 6

] = [
1 0
0 1

] 
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   BA = [
6 − 5 15 − 15

−2 + 2 −5 + 6
] = [

1 0
0 1

] 

 ដូណចនះ 𝐴 ៃិង B គឺជាម ព្ទើសព្ចាសោន ។ 

មា៉ា ស្រទីសស្រាសលោំរ់2 2   

ាង A  ជាម ព្ទើស 2 2 ,ដដល  a
A

c


 


    b

d





 ណយើងចង់បាៃ 1A   ជាម ព្ទើសព្ចាសនៃ A  ។រិ

ណសសណយើងររសាក ដល 22 4  ។ណនាះ 1 1 2 2., y , ,x x y  ដូចជា៖ 

 a

c




  b

d




  1

1

x

y





  2

2

x

y





1

0


 


   0

1




   រ ឺ 1 1

1 1

ax by

cx dy





  2 2

2 2

ax by

cx dy

 


 

1

0


 


   0

1




 

រំ ត់បួៃធាតុដដលព្តូវជាម្យួៃិងធាតុណៅរនុងម ព្ទើសរំ ត់បៃួសម្ើការ ដដលអាចភាា ប់ទំនារ់ទំៃង
ណៅៃិងព្បរៃធ័សម្ើការម ព្ទើស 2 2 ដូចតណៅ៖ 

1 1 1ax by    2 2 0ax by    

1 0cx dy    2 2 1cx dy   
ណនាះណយើងាង A ac bc    (ណៅថ្នណដដទម្ើ ង់នៃ A  )។ សៃមត់ 0A   ណយើងអាចណដ្ឋះព្សាយររអ
ញ្ញ តតិណដ្ឋយមិ្ៃសាា ល់ 1 1 2 2., y , ,x x y ណដ្ឋយ៖ 

1

d
x

A
             1

c
y

A


             2

b
x

A


   2

a
y

A
  

ណគបាៃ៖ 

1
a

A
c

 
 


   
1

b

d







/

/

d A

c A


 



     
1

/

/

b A

a A



 



 1 d

cA


 


   b

a

 



 

ណៅរនុង រយណផសងណទៀត 0A    A  ជាម ព្ទើសព្ចាស់លំដ្ឋប់ 2 2  ណ ើយទទលួបាៃ A  រនុងលរខ ៈដូច
តណៅ៖ 
១. ផ្លល ស់បដូររើរធាតុណៅណលើអងកត់ព្ទួង 
២. យរចំៃៃួអវជិាមៃនៃធាតុរើរណផសងណទៀត 
៣. គុ លទធផលៃិងម ព្ទើសណដ្ឋយ 1/ A  ររ៏ឺដចរណអាយណៅធាតុណផសងណទៀតណដ្ឋយ A  ។ 
រនុងររ ើ  0A  ណនាះ A មិ្ៃដម្ៃជាម ព្ទើសព្ចាស់។ 

ឧទា រ ៍១៖ ររម ព្ទើសព្ចាសនៃ 
2

4
A


 


   3

5




ៃិង 1

2
B


 

   3

6




។ 
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ជំហាៃដំបូង 2(5) 3(4) 10 12 2A        ។ណព្ ះ 0A   ណនាះ A  ជាម ព្ទើសព្ចាស់  
1

51

42
A 

  
 
    3

2

 



5 / 2

2


 


    3 / 2

1

 



       

ចំណ ះ 1(6) 2(3) 0B     ។ណព្ ះ 0B   ណនាះ B មិ្ៃដម្ៃជាម ព្ទើសព្ចាស់។ 

ការគ នាម ព្ទើសព្ចាស៖  សរណសររនុងទព្ម្ង់ A  | I  ណដ្ឋយបដម្លង ណៅជាI   | 1A    
ជំហាៃទើ១៖ ការបណងកើតការបដៃេម្ម ព្ទើស A I   ណរល A  ជាម ព្ទើសព្ចាស់ n n   ៃិង I                          
ជាម ព្ទើសរំ ត់ n n  ។ 
ជំហាៃទើ២៖ ណព្បើធាតុណៅរនុងជរួណដរណៅគ នាម ព្ទើសA I  ណ ើយបដូរ A ណចញណៅជាផល          
គុ ជរួណដរ ដដលបណងកើតបាៃជាម ព្ទើសបំណរញបដៃេម្។ 
ជំហាៃទើ៣៖ ព្បសិៃណបើការយរណចញផលគុ ម ព្ទើសជរួណដរណនាះមៃធាតុគឺ 0   ណៅណលើអងកត់ព្ទូង
របស់វា( A មិ្ៃមៃម ព្ទើសព្ចាស ។) 
ជំហាៃទើ៤៖ ណព្បើធាតុណៅរនុងជរួណដរណៅគ នាជាផលគុ ជរួណដរសព្មប់បណងកើតម ព្ទើសឲ្យណៅជាម 
ព្ទើសរំ ត់ n n ។ 
ជំហាៃទើ៥៖ជណព្ម្ើសព្តឹម្ព្តូវណៅការបំ ណរញចុងណព្កាយ ជាម ព្ទើសព្ចាសនៃ A។  

ឧទា រ ៍២៖ ររម ព្ទើសព្ចាសនៃ 1

3
A


 


   2

4




 . 

ដំណណាះព្សាយ៖ 

 1

3





   2

4
 1

0
   0

1




    1

0





  2

2

1

3
   0

1





2 2 13R R R    

      1

0





  2

1

1

3 / 2
   0

1/ 2




 
2 2

1

2
R R    

1

0





  0

1

2

3 / 2

    1

1/ 2




 
1 1 22R R R     

            1
2

     
3 / 2

A




   1

1/ 2




 
 

ឧទា រ ៍៣៖ ររម ព្ទើសព្ចាសនៃ 
5

0

4

A








   
8

2

3

     
1

1

1




 

 ។ 

ដំណណាះព្សាយ 
ររម ព្ទើសព្ចាស  1: :A I I A    

ណយើងបាៃ
5

0

4






   
8

2

3

   
1

1

1

  
1

0

0

   
0

1

0

  
0

0

1





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1

0

4








   
1.6

2

3

   
0.2

1

1

  
0.2

0

0

   
0

1

0

  
0

0

1






1 10.2R R   

       
1

0

0








   
1.6

2

3.4

   
0.2

1

1.8

  
0.2

0

0.8

   
0

1

0

  
0

0

1






3 3 14R R R    

      
1

0

0








   
1.6

1

3.4

   
0.2

0.5

1.8

  
0.2

0

0.8

   
0

0.5

0

  
0

0

1






2 20.5R R   

     
1

0

0








   
1.6

1

0

   
0.2

0.5

0.1

  
0.2

0

0.8

   
0

0.5

1.7

  
0

0

1






3 3 23.4R R R    

     
1

0

0








   
1.6

1

0

   
0.2

0.5

1

  
0.2

0

8

   
0

0.5

17

  
0

0

10




 

3 310R R    

     
1

0

0








   
1.6

1

0

   
0.2

0

1

  
0.2

4

8

    
0

9

17

  
0

5

10




 

2 2 30.5R R R    

     
1

0

0








   
1.6

1

0

   
0

0

1

  
0.2

4

8

    
0

9

17

  
2

5

10




 

1 1 30.0.2R R R    

     
1

0

0








   
0

1

0

   
0

0

1

 
5

4

8

    
11

9

17





  
6

5

10

 


 

1 1 21.6R R R    

ដូចណៃះ 1

5

4

8

A




 



  
11

9

17





  
6

5

10

 


 

 

ឧទា រ ៍៤៖ ររម ព្ទើសព្ចាស់នៃ 
0

1

1

A








   
1

1

1

     
1

1

3






 . 

ដំណណាះព្សាយ 
ររម ព្ទើសព្ចាស  1: :A I I A    

ណយើងបាៃ
0

1

1






   
1

1

1

   
1

1

3

  
1

0

0

   
0

1

0

  
0

0

1






 
1

0

0








   
1

1

1

   
1

1

3

  
0

1

0

   
1

0

0

  
0

0

1





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1

0

0








   
1

1

0

   
1

1

1

  
0

1

0

   
1

0

1/ 2

  
0

0

1/ 2






 

1

0

0








   
1

1

0

   
1

0

1

  
0

1

0

   
1

1/ 2

1/ 2

  
0

1/ 2

1/ 2








2 2 31R R R    

1

0

0








   
1

1

0

   
0

0

1

  
0

1

0

   
3 / 2

1/ 2

1/ 2

  
1/ 2

1/ 2

1/ 2

 






1 1 31R R R    

1

0

0








   
0

1

0

   
0

0

1

  
1

1

0



   
1

1/ 2

1/ 2

  
0

1/ 2

1/ 2








1 1 21R R R    

ដូចណៃះ       1

1

1

0

A








   
1

1/ 2

1/ 2

  
0

1/ 2

1/ 2








 

ស្រទឹសដរីទ៣ ព្បសិៃណបើ A ៃិង B  ជាម ព្ទើសចព្មស់ ណនាះណគបាៃ៖ 
( )a    1 1( )A A      
(b)    1 1 1( )Ab B A     
(c)    1 1( ) ( )T TA A   
(d)    1 1( ) ( / )A I A   (ព្បសិៃណបើ   សាក ដលមិ្ៃសូៃយ) ។ 

១០. លកេណៈពិនសសច្េមា៉ា ស្រទីសកានរ 

 ងាត់ស្រទុងេិងមា៉ា ស្រទសីស្រតីនកាណ 

Aជាម ព្ទើសកាណរ ijD d     ជាអងកត់ព្ទូងព្បសិៃណបើ វាមិ្ៃមៃអងកត់ព្ទូងដដលធាតុទាងំអស់គឺសូៃយ។ 
 11 22, ,......, nnD diago d d d    

ឧទា រ ៍១៖ 
3

0

0






  
0

7

0

   
0

0

2






                   4

0





    0

5




 
                  

6






  0   
9

  

8








   

ណគបាៃអងកត់ព្ទូងនៃម ព្ទើសដូចជា៖ 
(3, 7,2)diago                             (4, 5)diago        (6,0, 9,8)diago   
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ទស្រមង់មា៉ា ស្រទសីស្រតីនកាណ 

       11

0

a



    12

22

a

a




                

11b




    
12

22

b

b   
13

23

33

b

b

b






           
11c







  
12

22

c

c   
11

23

33

c

c

c
  

14

24

34

44

c

c

c

c








               

ម ព្ទើសព្តើណកា ណលើជាម ព្ទើសកាណរ ដដលធាតុណៅខាងណព្កាម្អងកត់ព្ទូងគឺណសមើសូៃយ ។ 
រ ើឯម ព្ទើសព្តើណកា ណព្កាម្ជាម ព្ទើសកាណរ ដដលធាតុណៅខាងណលើអងកត់ព្ទូងគឺណសមើសូៃយ ។ 
ស្រទឹសដរីទទី៥ ណអាយ

i jA a     ៃិង 
i jB b   ជាម ព្ទើសព្តើណកា ណលើ n n  ណនាះណគបាៃ៖ 

  ( )i  ,A B   kA    ,    AB  ជាព្តើណកា ជាម្ួយៃិងអងកត់ព្ទូងរាងោន ៖ 
  11 11(a ,......, a )nm nmb b         11(ka ,......, ka )nn        11 11(a ,.......,a )nn nnb b   
  ( )ii . សព្មប់រ ុធា 

( )xf  ; 
(A)f ជាម ព្ទើសព្តើណកា  ជាម្យួអងកត់ព្ទូង 

   ( 11( )f a  , 22( )f a ,……. ( ))nnf a  
( )iii Aជាចព្មស់ព្បសិៃណបើធាតុណៅរនុងអងកត់ព្ទូង 0iia  ណ ើយ 1A ជាម ព្ទើសព្តើណកា  ។ 

ឧទា រ ៍ ១       ខាងណព្កាម្ណៃះជាម ព្ទើសព្តើណកា ណលើ 
1 4

0 2
A

 
  
 

ជាម ព្ទើសព្តើណកា ណលើ ទំ ំ2 2  

6 3 9

0 5 2

0 0 3

A

 
 

 
 
  

ជាម ព្ទើសព្តើណកា ណលើ ទំ ំ3 3  

9 0 0 0

0 3 4 0

0 0 1 0

0 0 0 2

C

 
 
 
 
 
 

ជាម ព្ទើសព្តើណកា ណលើ ទំ ំ4 4  

ឧទា រ ៍ ២       ខាងណព្កាម្ណៃះជាម ព្ទើសព្តើណកា ណព្កាម្ 
1 0

2 2
A

 
  
 

ជាម ព្ទើសព្តើណកា ណព្កាម្ ទំ ំ2 2  

3 0 0

2 2 0

1 0 3

A

 
 

 
 
  

ជាម ព្ទើសព្តើណកា ណព្កាម្ ទំ ំ3 3  
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4 0 0 0

0 3 0 0

1 0 1 0

5 0 0 2

C

 
 
 
 
 
 

ជាម ព្ទើសព្តើណកា ណព្កាម្ ទំ ំ4 4  

4 0 1 5

0 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 5

TC

 
 
 
 
 
 

កាល យជាម ព្ទើសព្តើណកា ណលើ ទំ ំ4 4  

១១. លកេណៈពិនសសច្េមា៉ា ស្រទីសកានរ៖ សុនីមស្រទី  អកង  ណរមា៉ា ល ់

មា៉ា ស្រទីសសុនីមស្រទ ី

ម ព្ទើស A  សុើណម្ព្ទើ ព្បសិៃណបើ TA A  ។សម្មូ្ល;
i jA a     គឺសុើណម្ព្ទើព្បសិៃណបើធាតុទាងំអស់សុើណម្

ព្ទើ(ព្បសិៃណបើធាតុ ល្ុះយរណៅាម្អងកត់ព្ទូង)វាគឺណសមើោន  ព្បសិៃណបើ i j jia a  ។ 

 ម ព្ទើស A   សុើណម្ព្ទើណទៀងទាត់ ព្បសិៃណបើ TA A  ឬសម្មូ្លព្បសិៃណបើ i jA a   អវើដដលជារ់
ោរ់គឺធាតុនៃអងកត់ព្ទូងណៅរនុងម ព្ទើសគឺសូៃយ ណព្ ះ i j jia a  ណនាះ 0i ja  ។ 
ចំណា ំ Aជាម ព្ទើសកាណរព្បសិៃណបើ TA A ឬ TA A   
 

ឧទា រ ៍១ ណគណអាយ 
2

3

5

A




 



   
3

6

7



     
5

7

3




 

       
0

3

4

B




 



   
3

0

5

     
4

5

0

 




     1

0
C


 


   0

0
     0

1




  

( )a  ណដ្ឋយការដវរដញរធាតុសុើណម្ព្ទើណៅរនុង A   គឺណសមើព្បសិៃណបើ TA A ណនាះ A សុើណម្ព្ទើ។ 
(b)  ធាតុណៅរនុងអងកត់ព្ទូងនៃ B  គឺ 0  ណ ើយធាតុសុើណម្ព្ទើគឺ អវជិាមៃណៅវញិណៅម្រ ឬ  TB B 

ណនាះ Bជាសុើណម្ព្ទើណទៀងទាត់។ 
(c)  ណព្ ះC  មិ្ៃដម្ៃជាម ព្ទើសកាណរ  ណនាះ C មិ្ៃដម្ៃជាសុើណម្ព្ទើ ៃិង សុើណម្ព្ទើណទៀងទាត់ 
មា៉ា ស្រទីសអកង 

ម ព្ទើស A  ដរងព្បសិៃណបើ 1TA A ។ ព្បសិៃណបើ T TA A AA I  ណនាះ A ព្តូវដតជាម ព្ទើសកាណរ ៃិងម 
ព្ទើសព្ចាស់។ 
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ឧទា រ ៍១៣ ណគណអាយ 

1

9

4

9

8

9

A










      

8

9

4

9

1

9

     

4

9

7

9

4

9


 








  គុ A  ណដ្ឋយ TA លទធិផលគឺ I ណៃះមៃៃ័យ

ថ្ន TA A I ដូចណៃះ 1TA A ណនាះ A  គឺដរង។ 
ស្រទឹសតរីទ២.៦ ាង A ជាម ព្ទើស 2 x 2 ។ បនាទ ប់ម្រចំណ ះចំៃៃួរិត ០ 

cos sin

sin cos

x x
A

x x

 
  

 
ឫ cos sin

sin cos

x x
A

x x

 
  

 
 

មា៉ា ស្រទីសអកង  ឬ មា៉ា ស្រទសីណរមា៉ា ល ់

ណគមៃម ព្ទើស A  ជាម ព្ទើស រម ល់ណបើ TA  ណនាះ T TAA A A  ។ 

ឧទា រ ៍២ ាង 6 3

3 6
A

 
  
 

 

ណដ្ឋយ 6 3 6 3 45 0

3 6 3 6 0 45

TAA
     

      
     

 

ៃិង 6 3 6 3 45 0

3 6 3 6 0 45

TA A
     

      
     

 

រើណព្ ះ T TA A AA   ណនាះ Aជាម ព្ទើស រម ល់។ 

១២. មា៉ា ស្រទីសកុំ្ែិន 

ាងំ A  ជាម ព្ទើសរំុផលិច ណនាះមៃធាតុម្យួោ ងតិចជាធាតុរំុផលិច។ ណបើ    Z a bi   គឺជាចំៃៃួរំុផលិ
ចណនាះ    Z a bi   ចំៃៃួរំុផលិចឆ្ល ស់។ ijA a     ជាម ព្ទើសរំុផលិច  ijA b     ជាម ព្ទើសរំុផលិចឆ្ល ស់
ដដល ij ijb a ។ ចំណាំ  

T
H TA A A   

ឧទា រ ៍១៥    មៃ 
2 8 6

2 8 5 3 4 7
5 3 1 4

6 1 4 3 2
4 7 3 2

H

i
i i i

A i i A
i i i

i i

  
    

             

 

១៣. រែុកមា៉ា ស្រទីស 

ឧទា រ ៍១ ណគមៃម ព្ទើស  
3 0 1 5 9 2

5 2 4 0 3 1

8 6 3 1 7 4

A

  
 

  
 
    
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3 0 1 5 9 2

5 2 4 0 3 1

8 6 3 1 7 4

A

  
 

  
 
    

  ណគបាៃ   11 12 13

21 22 23

A A A
A

A A A

 
  
 

 

 

     

11 12 13

21 22 23

3 0 1 5 9 2
, ,

5 2 4 0 3 1

8 6 3 , 1 7 , 4

A A A

A A A

      
       

      

     

 

ម ព្ទើសខាងណលើណៃះព្តូវបាៃណគណៅថ្ន បលុរម ព្ទើស  

ឧទាហរណ៍២ ឧទាហរណ៍ទ្បសិនងបើបនទេះងសៀគវីកំុ្ពយូររ័ខាន តតូចមនមទី្កូ្ឈបី VLSI(រមួបញ្ចូ លគ្នន
ក្នុងទ្រងទ់្ទាយធំ) ប ទ បម់ក្ម៉ា ទ្រីសសទ្មបប់នទេះងសៀគវីអាចមនរទ្មងរូ់ងៅ 

       ផលគុ នៃម ព្ទើសបលុរ 
ឧបមថ្ន ikU U  ៃិង 

kjV V  គឺជាបលុរម ព្ទើសដដលចំៃៃួជរួឈរនៃបលុរ ikU  ៃើម្យួៗណសមើៃឹងចំៃៃួជួរ
ណដរនៃបលុរ 

kjV ៃើម្យួៗ ។ (ដូណចនះផលិតផលៃើម្យួៗ 
ik kjU V ព្តូវបាៃរំ ត់)។  

11 12 1

21 22 2

1 2

..........

..........

.... ..... .....

..........

n

n

m m mn

W W W

W W W
UV

W W W

 
 
 
 
 
 

 

1 1 2 2 ...ij i j i j ip pjW U V U V U V     
ឧទា រ ៍៣ ណគមៃបលុរម ព្ទើស  

11 12

21 22

2 3 1 0 4

1 5 2 3 1

0 4 2 7 1

A A
A

A A

  
  

      
     

ៃិង 1

2

6 4

2 1

3 7

1 3

5 2

B
B

B

 
 

   
    
   
 
  
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ផលគុ 11 12 1 11 1 12 2

21 22 2 21 1 22 2

A A B A B A B
AB

A A B A B A B

     
      

     
 

ណដ្ឋយ
11 1

6 4
2 3 1 15 12

2 1
1 5 2 2 5

3 7

A B

 
    

            

 

12 2

0 4 1 3 20 8

3 4 5 2 8 7
A B

        
      

      
 

11 1 12 2

15 12 20 8 5 4

2 5 8 7 6 2
A B A B

       
        

       
 

  

ណ ើយ    21 1

6 4

0 4 2 2 1 14 18

3 7

A B

 
 

     
 
  

 

   22 2

1 3
7 1 12 19

5 2
A B

 
    

 
 

     21 1 22 2 14 18 12 19 2 1A B A B        

ដូចណៃះ 11 12 1 11 1 12 2

21 22 2 21 1 22 2

5 4

6 2

2 1

A A B A B A B
AB

A A B A B A B

 
       

                  
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ជំពូកទី១  វុិនទ័រកនងុ n  េិង n , ទំហវំុនិទ័រ 
១.១. នសនកដីន្ដើម 

មៃវធិ្ើរើរោ ងរនុងការរំ ត់សញ្ញ  នៃវុចិទ័រ ដដលទើ១គឺធាតុនៃចំៃួៃៃិងាងអរសរតូច  ណ ើយទើ២
ណនាះគឺាងណដ្ឋយតនម្លជារ់ោរ់ណៅរនុងរូបវទិា។ ណយើងៃឹងរិភារាវធិ្ើទាងំរើរណៃះដូចខាងណព្កាម្។ 

១.១.១. ធាតុច្េនំេួេ 

ឧបមថ្នទម្ាៃ់របស់សិសសព្បាបំើនារ់បាៃចុះបញ្ា ើដូចខាងណព្កាម្(គិតជាណផ្លៃ)៖ 
156, 125, 145, 134, 178, 145, 162, 193  

ជាដំបូងណយើងាងបញ្ា ើនៃតនម្លទាងំអស់ខាងណលើណដ្ឋយៃិមិ្តតសញ្ញ  w ៃិងតនម្លធាតុៃើម្យួៗណដ្ឋយៃិមិ្តត
សញ្ញ 1 2 3 8, , .........w w w w  ដដលមៃធាតុៃើម្ួយៗមៃតនម្លព្តូវោន ៃឹងធាតុ 

1 2 3 8156, 125, 145......... 193w w w w     
ដូចណៃះ ធាតុរបស់តនម្លទាងំអស់ណយើងរំ ត់សរណសរ៖ 

 1 2 3, , ,........., nw w w w w ណៅថ្ន ជរួរើជគ ិត ឬវុចិទ័រ ( linear array or vector) ។ 

១.១.២. វុិនទ័រកនងុររូវិទា 

មៃបរមិ រូបវៃតជាណព្ចើៃដូចជាសើតុ ហ ភារៃិងណលបឿៃរបស់វាមៃព្តឹម្ដត "អាងំតងសុ់ើណត" 
ប ុណណាណ ះ ណ ើយអាចព្តូវបាៃតំណាងណដ្ឋយចំៃួៃរិត ណ ើយព្តូវបាៃណគណៅថ្ន ទំ សំាក ដល។ ម្ា ងវញិ
ណទៀត រ៏មៃបរមិ ដូចជារមល ងំ ៃិងណលបឿៃ ដដលមៃទាងំរើរគឺ "អាងំតងសុ់ើណត" ៃិង "ទិសណៅ" ។ 
បរមិ ទាងំណៃះ ដដលអាចព្តូវបាៃតំណាងណដ្ឋយព្រួញដដលមៃព្បដវង ៃិងទិសណៅសម្ព្សប ណ ើយ
ណចញម្ររើម្យួចំៃៃួដដលបាៃផតល់ឱ្យចំ ុចគល់ O ព្តូវបាៃណគណៅថ្ន វុចិទ័រ។ 

ឥ ូវណៃះណយើងសៃមត់ថ្នអនរអាៃសាា ល់ចណនាល ះ 3   ដដលចំ ុចទាងំអស់ណៅរនុងលំ ព្តូវបាៃ
តំណាងណដ្ឋយគូរលំដ្ឋបចំ់ៃៃួបើនៃចំៃៃួរិត។ ឧបមថ្នព្បភរណដើម្នៃអ័រសរនុង 3   ព្តូវបាៃណព្ជើសណរ ើស
ជាចំ ុចគល់ O សព្មប់វុចិទ័រដដលបាៃរិភារាខាងណលើ បនាទ ប់ម្រវុចិទ័រៃើម្យួៗព្តូវបាៃរំ ត់
ណដ្ឋយឯរឯងណដ្ឋយរូអរណដ្ឋណៃរបស់វាចំ ុចចុង ៃិងព្ចាសម្រវញិ។ 

មៃព្បម វធិ្ើសំខាៃ់រើរគឺ ការបូររើរវុចិទ័រ ៃិងទំ សំាក ដល ដដលភាា ប់ជាម្យួវុចិទ័រណៅរនុងរូប
វទិា។  

(រ) ផលបូរនៃវុចិទ័រ   រូបភារ ១.១   (ខ្) ផលគុ សាក ដល 



19 
 
 

១.២. វុិនទ័រកនងុ n  

សំ ំុនៃ n   វមិព្ត ទាងំអស់របស់ចំៃៃួរិតព្តូវបាៃរំ ត់ណដ្ឋយ nR   ណ ើយព្តូវបាៃណៅថ្ន 
n -លំ រ (n-space)។n  វមិព្តរិណសសម្យួណៅរនុង   nR    ដដលរំ ត់ណដ្ឋយ ៖ 

 1 2, ,..., nu a a a ដដលព្តូវបាៃណៅថ្ន ចំ ុច ឬវុចិទ័រ    ( point or vector )។ 
ដដល   

ia  គឺជា រូអរណដ្ឋណៃ សមសភាគ(រំប ូសង់) ឬជាធាតុរបស់ n ។ ណ ើយណលើសរើណៃះណៅណទៀត
ណៅណរលដដលណយើងរិភារារើលំ រ n  ។ 
 វុចិទ័ររើរ u ៃិង v  គឺណសមើោន  សរណសរ u v ព្បសិៃណបើររួវាមៃចំៃៃួសមសធាតុដូចោន  ណ ើយ
ធាតុដដលព្តូវោន គឺណសមើោន ។  
ឧទា រ ៍វុចិទ័រ  1,2,3  ៃិង  3,2,1  មៃចំៃៃួសមសធាតុដូចបើដូចោន ។ប ុដៃត វុចិទ័រទាងំណៃះមិ្ៃ
ណសមើោន ណទ ណព្ ះធាតុដដលព្តូវោន មិ្ៃណសមើោន ។ 

វុចិទ័រ  0,0,.....0   ដដលធាតុទាងំអស់គឺ 0   ព្តូវបាៃណគណៅថ្នវុចិទ័រសូៃយ ណ ើយជាធ្ម្មាព្តូវ
បាៃតំណាងណដ្ឋយ O  ។ 
ឧទា រ ៍១ 
(រ)  ទាងំណៃះគឺជាវុចិទ័រ        1 2 3 42, 5 , 7,9 , 0,0,0 , 3,4,5v v v v              

 ដដលវុចិទ័រ
1 2,v v  ជារបស់ 2R  

  វុចិទ័រ 3 4,v v  ខាងណព្កាយជារបស់   3R   ។ 
3v គឺជាវុចិទ័រសូៃយដដលណៅរនុង 3R  ។ 

(ខ្)  ររ , ,x y z    ដដល    , , 1 4,2,3x y x y z    ។ 
ចណម្លើយ 

ណដ្ឋយណព្បើៃិយម្ៃ័យរបស់សម្ភារនៃវុចិទ័រដដលធាតុទាងំអស់ព្តូវដតណសមើោន ។ 
   , , 1 4,2,3

4

2

1 3

x y x y z

x y

x y

z

   

 

 

 

 

ណដ្ឋយ ល្ងកាត់ការណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការខាងណលើណគបាៃចណម្លើយ 
     3, 1, 4x y z                        
១.២.១ វុិនទ័រជួរឈរ 

 ណរលខ្លះវុចិទ័រណៅរនុង nR  គឺភាគណព្ចើៃព្តូវបាៃសរណសរជារាងបញ្ឈរ (Vertically) ជាជាងរាង
ណផដរ (Horizontally) ។ វុចិទ័រណនាះព្តូវបាៃណៅថ្ន វុចិទ័រជរួឈរ(Column Vector) ។ ជាម្យួោន ណៃះដដរ
រនុងឧទា រ ៍១.១ វុចិទ័រដដលព្តូវបាៃសរណសរជារាងណផដរណៅថ្នវុចិទ័រជរួណដរ (Row Vector)។ ជា
ឧទា រ ៍ខ្លះខាងណព្កាម្ណៃះជាវុចិទ័រជរួឈរដដលមៃធាតុណរៀងោន ដូចខាងណព្កាម្៖ 
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1.5
1

1 3 2
, , 5 ,

32 4
6

15

 
   

       
                 

 

 
ណយើងរ៏អាចចំណាបំាៃថ្នចំណ ះព្បម វធិ្ើដដលរំ ត់ចំណ ះវុចិទ័រជរួណដរគឺមៃភារព្ស

ណដៀងោន ណៅៃឹងវុចិទ័រជរួឈរផងដដរ។ 

១.៣.្លរូកវុិនទ័រ េិង្លគុណាា អល 

ណគមៃវុចិទ័ររើរ u  ៃិង  v    រនុង nR   ដដលរំ ត់សរណសរណដ្ឋយ  1 2, ,..., nu a a a   ៃិង
 1 2, ,..., nv b b b  ណ ើយផលបូរនៃវុចិទ័រទាងំរើរព្តូវបាៃសរណសរជា u v  មៃៃ័យថ្នគឺជាការបូរព្គប់

ធាតុព្តូវោន រើ u ណៅ v  ណគបាៃ៖ 
                1 1 1 2, ,......, n nu v a b a b a b         

 
                                                                              
ផលគុ សាក ដលរនៃវុចិទ័រ  1 2, ,..., nu a a a ណដ្ឋយចំៃៃួរិត k ណគសរណសរ ku     គឺមៃៃ័យថ្នគុ 
ព្គប់ធាតុរបស់u     ណដ្ឋយណម្គុ  k   ណគបាៃ៖ 

     1 2 1 2, ,..., , ,...,n nku k a a a ka ka ka     
                           
ឧទា រ ៍១.២ 
(រ) ាង  2,4, 5u    ៃិង  1, 6,9v   ។ 
គ នា , 7 ,u v u v  ៃិង3 5u v  
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ចណម្លើយ 
គ នា , 7 ,u v u v  ៃិង3 5u v  

    

        

2 1, 4 6 , 5 9 3, 2,4

7 7 2 , 7 4 , 7 5 14, 28, 35

u v

u

        

   
 

              

     

1 1, 6, 9 1,6, 9

3 5 6,12, 15 5,30, 45 1,42, 60

v

u v

      

       
 

(ខ្) វុចិទ័រសូៃយ  0 0,0,...,0 ណៅរនុង n គឺដូចោន ណៅៃឹងតនម្ល 0  ណ ើយចំណ ះវុចិទ័រ 
 1 2, ,..., nu a a a  ណាម្យួ។  

   1 2 1 20 0, 0,..., 0 , ,...,n nu a a a a a a u        

(គ) ាង 
2

3

4

u

 
 


 
  

 ៃិង  
3

1

2

v

 
 

 
 
  

  ។ ណនាះណគបាៃ 
4 9 5

2 3 6 3 9

8 6 2

u v

      
     

   
     
          

។ 

ស្រទឹសតរីទ១.១  ចំណ ះវុចិទ័រ , ,u v w ដដលណៅរនុង nR ៃិងណម្គុ សាក ដល ',k k ណៅរនុង R ណគបាៃ 

  

           

     

         
   

' '

' '

, ,

0 , ,

0, ,

, 1

i u v w u v w v k u v ku kv

ii u u vi k k u ku k u

iii u u vii kk u k k u

iv u v v u viii u u

       

    

   

   

                     

១.៤. ្លគុណនំណុន(ាា អល) 

ឧបមថ្នវុចិទ័រ u   ៃិង v   រនុង nR   ដដលរំ ត់សរណសរណដ្ឋយ  1 2, ,..., nu a a a   ៃិង
 1 2, ,..., nv b b b   ណនាះណគបាៃផលគុ ចំ ុច ឬផលគុ ខាងរនុង ឬផលគុ សាក ដលនៃវុវិទ័រ u    

ៃិង v  គឺព្តូវបាៃសមា ល់ ៃិងរំ ត់ណដ្ឋយ  
 1 1 2 2 ... n nu v a b a b a b          

គឺមៃៃ័យថ្នជាការគុ ព្គប់ធាតុដដលព្តូវោន រចួណ ើយណធ្វើការបូរបញ្ចូ លោន ណដើម្បើបាៃចណម្លើយជាចំៃៃួ
រិត។ 

 វុចិទ័រ u  ៃិង vអរតូរូណាល់លុះព្ាផលគុ ចំ ុច(ផលគុ សាក ដល)ណសមើសូៃយ។ 
ណគសរណសរ៖ 

 0u v u v     
ឧទា រ ៍១.៣ 
(រ) ាង      1, 2,3 , 4,5, 1 , 2,7,4u v w      ។ 
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ណគបាៃ      1 4 2 5 3 1 4 10 3 9u v          
 2 14 12 0

8 35 4 39

u w

v w

    

    
 

ដូចណៃះ   u  ៃិង w  អរតូរូណាល់ោន ។ 

(ខ្) ាង 
2

3

4

u

 
 


 
  

 ៃិង 
3

1

2

v

 
 

 
 
  

 ។ 

 ណគបាៃ       2 3 3 1 4 2 6 3 8 11u v            ។  
(គ) ឧបម    1,2,3,4 , 6, , 8,2u v k   ។ រំ ត់តនម្ល k ណដើម្បើណអាយ u ៃិង  v  អរតូរូណាល់ោន ។ 
ណគបាៃ 6 2 24 8 10 2u v k k         
u  ៃិង v  អរតូរូណាល់ោន លុះព្ាដត 0u v   ណគបាៃ 10 2 0 5k k      ។ 

ស្រទឹសដរីទ១.២ ចំណ ះវុចិទ័រ , ,u v w  ដដលណៅរនុង nR  ៃិងណម្គុ សាក ដល ',k k  ណៅរនុង R ណគបាៃ   

      ,i u v w u w v w iii u v v u            
         0,ii ku v k u v vi u u     ណ ើយ 0 0u u u     

១.៤.១. ណមច្េវុិនទ័រ 

 ម្ ឬព្បដវងនៃវុចិទ័រ   1 2, ,..., nu a a a   ម្ួយព្តូវបាៃសមា ល់ណដ្ឋយ u  គឺមៃៃ័យថ្នឬសកាណរ
នៃ u u ។ ជាឧទា រ ៍ព្បសិៃណបើ  1 2, ,..., nu a a a  ណគបាៃ៖ 
 2 2 2

1 2 ... nu u u a a a       
 u  គឺមៃៃ័យថ្នឬសកាណរនៃផលបូរកាណរនៃធាតុរបស់u    ។ 
 ដូចណៃះ 0u  ណ ើយ 0u          លុះព្ាដត 0u  ។ 
 វុចិទ័រ v   ម្យួជាវុចិទ័រណៅថ្នវុចិទ័រឯរាលុះព្ាដត 1u  ឬរ៏ 1u u  ។ ចំណ ះវុចិទ័រមិ្ៃ
សូៃយ v  ណៅរនុង nR  ណគបាៃ 1

ˆ
v

v v
v v

    

គឺជាវុចិទ័រឯរា (Unique Unit Vector) ដដលមៃទិសណៅដូចណៅៃឹងវុចិទ័រ v  ។ 

ឧទា រ ៍១.៣ 
(រ) ឧបមថ្ន  1, 2 , 4 ,5,3u     ររតនម្ល u   
ចណម្លើយ 
ជាដំបូងណយើងព្តូវររ 2

u u u   ណដ្ឋយណលើរកាណរធាតុៃើម្យួៗរបស់u  រចួបូរបញ្ចូ លោន ដូចខាងណព្កាម្៖   
   

2 2 22 2 21 2 4 5 3 1 4 16 25 9 55u                  
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ណគបាៃ 55u   

(ខ្) ាង  1, 3,4 ,2v    ៃិង 1 1 5 1
, , ,

2 6 6 6
w

 
  
 

 ។ររតនម្ល v  ៃិង w  រចួរិៃិតយណម្ើលររវុចិទ័រ

ឯរា។ 

ចណម្លើយ 

ណគបាៃ 9 1 25 1 36
1 9 16 4 30 , 1 1

36 36 36 36 36
v w             

ដូចណៃះ   w  គឺជាវុចិទ័រឯរាប ុដៃត v  មិ្ៃដម្ៃណទ។  

ណយើងអាចណធ្វើការររ v̂ ដូចខាងណព្កាម្ 

1 3 4 2
ˆ , , ,

30 30 30 30

v
v

v

 
   

 
 គឺជាវុចិទ័រឯរាដឺលមៃទិសណៅដូចណៅៃឹង  v  ។ 

ស្រទឹសដរីទ១.៣  (Schwarz) ៖ ចំណ ះវុចិទ័រ ,u v  រនុង ,nR u v u v    ។ 

សព្មយបញ្ា រ់ 
ព្គប់ចំៃួៃរិត t ណ ើយៃឹងព្ទឹសតើបទ១.២ ណយើងបាៃ 
            

22 2 20 2 2 || ||tu v tu v t u u t u v v v u t u v t v               
ាង  2 2|| || , 2 , || ||a u b u v c v    ណនាះរណៃាម្ខាងណលើកាល យជា 

2 0at bt c    ព្គប់តនម្ល t។  
មៃៃ័យថ្ន សម្ើការមិ្ៃអាចមៃឫសរើរជាចំៃៃួរិតណទ ដដល 

  

 

 

2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

4 0

4

2 4 || || || ||

4 4 || || || ||

|| || || ||

b ac

b ac

u v u v

u v u v

u v u v

   



   

  
 

 

 

|| || || ||u v u v    

ស្រទឹសដរីទ១.៤  (Minkoweski) ៖ចំណ ះវុចិទ័រ , ,nu v in R u v u v    ។ 
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សព្មយបញ្ា រ់ 
ាម្វសិម្ភារ Schwarz ៃិង លរខ ៈផលគុ សាក ដល 

           

 

22 2 2

22

|| || 2 || || 2 || || || || || || || || || ||

|| || || || || ||

|| || || || || ||

u v u v u v u u u v v v u u v v u v

u v u v

u v u v

                

  

  

១.៤.២. នមាា យ មុំ េិងនំនោល 

 ចមា យរវាងវុចិទ័រ  1u a   ៃិង  1v b  ណៅរនុង R   គឺព្តូវបាៃសមា ល់ ៃិងរំ ត់សរណសរ
ណដ្ឋយ៖  
   

2

1 1 1 1, | |d u v u v a b a b       

 
 ចមា យរវាងវុចិទ័រ  1 2,u a a   ៃិង  1 2,v b b  ណៅរនុង 2R   គឺព្តូវបាៃសមា ល់ ៃិងរំ ត់
សរណសរណដ្ឋយ៖  
     

2 2

1 1 2 2,d u v u v a b a b       
 ចមា យរវាងវុចិទ័រ  1 2 3, ,u a a a   ៃិង  1 2 3, ,v b b b  ណៅរនុង 3R   គឺព្តូវបាៃសមា ល់ ៃិង
រំ ត់សរណសរណដ្ឋយ៖  

       
2 2 2

1 1 2 2 3 3,d u v u v a b a b a b         
 

 ចមា យរវាងវុចិទ័រ  1 2, ,..., nu a a a   ៃិង  1 2, ,..., nv b b b ណៅរនុង nR  គឺព្តូវបាៃសមា ល់ 
ៃិងរំ ត់សរណសរណដ្ឋយ៖  

       
2 2 2

1 1 2 2, ... n nd u v u v a b a b a b          
 មំុ្     រវាងវុចិទ័រមិ្ៃសូៃយ ,u v  ណៅរនុង nR  គឹព្តូវបាៃរំ ត់ណដ្ឋយ  

Cos
u v

u v



 ។ 

 ការរំ ត់ណៃះគឺព្តឹម្ព្តូវណដ្ឋយដផអរណលើវសិម្ភារSchwarz ព្ទឹសដើបទ១.៣ ណគបាៃ 
 1 1

u v

u v


    
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 ចំណណាលដរង (Projection) នៃវុចិទ័រ u   ណៅណលើវុចិទ័រមិ្ៃសូៃយ v   ព្តូវបាៃសមា ល់ ៃិង
រំ ត់ណដ្ឋយ៖   2

,
u v u v

proj u v u v v
v vv

  
  


 

 រិៃិតយវុចិទ័រ ,u v  រនុងរូប 1-2a ដដលមៃ *u ជាចំណណាលនៃវុចិទ័រu ម្រណលើវុចិទ័រ v  ជាម្យួទំ  ំ
*|| || || || cosu u      រូបម្ៃត   

*|| ||
cos

|| ||

OC u

OA u
    

*|| || || ||
|| || || || || ||

u v u v
u u

u v v

 
  


 

ណដ្ឋយវុចិទ័រ * * *ˆ|| || || ||
|| ||

v
u u v u

v
    ដត *|| ||

|| ||

u v
u

v


 យរជំៃសួរណៃាម្ខាងណលើណយើងទទលួបាៃ 

*

2|| || || || || ||

u v v u v
u v

v v v

 
     

ដូចណៃះ ណៅៃិយម្ៃ័យខាងណលើនៃចំណណាលនៃវុចិទ័រu ម្រណលើវុចិទ័រ v គឺ *u មៃរូបម្ៃត៖ 
*

2|| || || || || ||

u v v u v
u v

v v v

 
     

ឧទា រ ៍១ 
(រ)ឧបមថ្ន    1, 2,3 , 2,4,5u v   ។ 

១.គ នាចមា យរើរវុចិទ័រ u ម្រវុចិទ័រ v  
២.ររតនម្ល  cos cos ,u v   
៣.ររចំណណាលនៃវុចិទ័រu ម្រណលើវុចិទ័រ v  

ចណម្លើយ 
១.គ នាចមា យរើរវុចិទ័រ u ម្រវុចិទ័រ v  

ណគបាៃ        
2 2 2

, 1 2 2 4 3 5 1 36 4 41d u v u v              
២.ររតនម្ល  cos cos ,u v   

ណដើម្បើររ cos  ដដលជាមំុ្ផាុ ំណ ើងរវាង u ៃិង v  ដំបូងណយើងព្តូវររ 

រូបភារ 1-2a 
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2 2
2 8 15 9, 1 4 9 14, 4 16 25 45u v u v              

ណគបាៃ  9
cos

14 45

u v

u v



   

៣.ររចំណណាលនៃវុចិទ័រu ម្រណលើវុចិទ័រ v  
       *

2

9 1 2 4
, 2,4,5 2,4,5 , ,1

45 5 5 5

u v
proj u v u v

v

  
      

 
 

ឧទា រ ៍២ ឧបមថ្ន  1, 3,4u   ៃិង  3,4,7u  ។ 
១.ររតនម្លcos ដដលមំុ្  ,u v   
២. ររចំណណាលនៃវុចិទ័រu ម្រណលើវុចិទ័រ v  
៣.គ នាចមា យរើរវុចិទ័រ u ម្រវុចិទ័រ v  

ចណម្លើយ 
ដំបូងណយើងររតនម្ល 

2

2

. 3 12 28 19

|| || 1 9 16 26

|| || 9 16 49 74

u v

u

v

   

   

   

 

១.ររតនម្លcos ដដលមំុ្  ,u v   

ណយើងបាៃ . 19
cos

|| || . || || 26. 74

u v

u v
    

២. ររចំណណាលនៃវុចិទ័រu ម្រណលើវុចិទ័រ v  

 ណយើងបាៃ    *

2

. 19 57 76 133 57 38 133
. 3,4,7 , , , ,

|| || 74 74 74 74 74 37 74

u v
proj u v u v

v

   
         

   
 

៣.គ នាចមា យរើរវុចិទ័រ u ម្រវុចិទ័រ v  
ណយើងបាៃ        

2 2 2
, 3 1 4 3 7 4 4 49 4 62d u v u v             

១.៥. វុិនទ័រទីតាងំ រែង់ រនាេ ត់ េិង អខែនកាងកនងុ Rn 

១.៥.១.វុិនទ័រទីតាងំ 

គូរខ្លះនៃចំ ុច  iA a  ៃិង  iB b  រនុង nR  រំ ត់វុចិទ័រទើាងំ ឬអងកត់មៃទិសណៅកាត់រើ A  ណៅ B

ណយើងរំ ណតើសរណសរ AB  ។មៃរូបម្ៃតរំ ត់ណដ្ឋយវុចិទ័រ AB ៖ 
 1 1 2 2| | , ,...., n nAB B A b a b a b a       

ណព្ ះ AB  ៃិងu  មៃទំ  ំៃិងទិសណៅដូចោន  ។ រនុងរូបភារ1-2b សព្មប់ចំ ុច  1 2 3, ,A a a a ៃិង
 1 2 3, ,B b b b រនុង nR ណ ើយៃឹងវុចិទ័រu AB  ដដលមៃចំ ុចចុង 

 1 1 2 2 3 3, ,P b a b a b b     
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ឧទា រ ៍១៖ 
 ចូរររតនម្លវុចិទ័រ v ដដលបណងកើតណដ្ឋយអងកត់មៃទិសណៅ PQាម្ចំ ុចខាងណព្កាម្៖ 

   

   

. 2,3, 6 ; 1, 6, 5

. 1, 8, 4,6 ; 3, 5,2, 4

a P Q

b P Q

  

   
 

ចណម្លើយ 
ររតនម្លវុចិទ័រ v ដដលបណងកើតណដ្ឋយអងកត់មៃទិសណៅ PQាម្ចំ ុច 

   

    

. 2,3, 6 ; 1, 6, 5

1 2, 6 3, 5 6 1, 9,1

a P Q

v PQ

  

           
 

   

      

. 1, 8, 4,6 ; 3, 5,2, 4

3 1, 8 8 ,2 4 , 4 6 2,0,8, 10

b P Q

v PQ

   

            
 

១.៥.២. សមីការរែង ់

រូបភារ 1-2b 
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បលង់H ម្យួរនុង 3R  គឺសំ ំុចំ ុច  1 2 3, ,x x x  ដដលបំណរញលរខខ្ ា សម្ើការលើណៃដអ រ 
  1 1 2 2 3 3:H a x a x a x d       ណៅថ្ន សម្ើការទូណៅរបស់បលង់ 
       1 1 1 2 2 2 3 3 3: 0H a x p a x p a x p       សម្ើការសតង់ដ្ឋរ 

ដដលមៃវុចិទ័រ រម ល់មិ្ៃសូៃយ  1 2 3, ,u a a a  ណ ើយមៃចំ ុចកាត់  1 2 3, ,P p p p   ដដលមៃ
តនម្ល 

1 1 2 2 3 3d a p a p a p    ដូចរូបខាងណព្កាម្៖ 
ណ ើយបលង់H ម្យួរនុង nR  គឺសំ ំុចំ ុច  1 2, ,..... nx x x  ដដលបំណរញលរខខ្ ា សម្ើការលើណៃ

ដអ រ៖ 
  1 1 2 2: ..... n nH a x a x a x d      គឺជា សម្ើការទូណៅរបស់បលង់រនុង nR  
       1 1 1 2 2 2: ..... 0n n nH a x p a x p a x p        គឺជា សម្ើការសតង់ដ្ឋរបស់បលង់ 

ដដលមៃវុចិទ័រ រម ល់មិ្ៃសូៃយ  1 2 3, , ,...... nu a a a a ណ ើយមៃចំ ុចកាត់  1 2 3, , ,.... nP p p p p

។  ដូចោន ណៃះដដរបលង់H ម្យួរនុង 2R  គឺសំ ំុចំ ុច  ,x y មៃទព្ម្ង់ជា សម្ើការទូណៅរបស់បនាទ ត់។ 
ឧទា រ ៍១ 

.a  ណគឲ្យ H   ជាបលង់រនុង 3R   ដដលព្តូវោន ៃឹងសម្ើការៃើលើដអ រ 2 5 7 4x y z    ៃិងមៃវុចិទ័រ រម ល់ 
 2, 5,7u   ។ 

រ. បរហ ញថ្ន 2 5 7 4x y z    
ខ្. បរហ ញ u ដរង PQ  

ចណម្លើយ 
រ. បរហ ញថ្ន  1,1,1P ៃិង  5,4,2Q ជាចំៃុចសេិតរនុងបលង់ 
មៃបលង់ 2 5 7 4x y z   ណបើ  1,1,1P ៃិង  5,4,2Q ជាចំៃុចសេិតរនុងបលង់ ណនាះណផទៀងផ្លទ ត់សម្ភារ 

ររ ើ  1,1,1P ណគបាៃ2 1 5 1 7 1 4 4 4        រិត 
ររ ើ  5,4,2Q ណគបាៃ2 5 5 4 7 2 4 4 4        រិត 

ខ្. បរហ ញ u ដរង PQ  
 មៃ  2, 5,7u    
ណយើងបាៃ    5 1,4 1,2 1 4,3,1PQ Q P        
ណៅណលើបលង់H ។វុចិទ័រu = [2,−5, 7] គឺដរងៃឹងH ៃិងដូចររឺំងទុរ 

u ∙ v = [2,−5, 7] ∙ [4, 3, 1] = 8 − 15 + 7 = 0 
ណនាះវុចិទ័រ u គឺ ដរងណៅវុចិទ័រ v ។ 
(b) ររសម្ើការនៃ hyperplane H  រនុង 𝐑𝟒 ដដល ល្ងកាត់ចំ ុច P(1, 3, −4, 2) ណ ើយដរងវុចិទ័រ 
 u = [4,−2, 5, 6] ។ 
ណម្គុ អញ្ញ ត នៃសម្ើការ Hគឺសមសភាគកាត់វុចិទ័រu ដូចណៃះសម្ើការនៃ H ព្តូវដតជាទព្ម្ង់ 

4x1 − 2x2 + 5x3 + 6x4 = k 
ការជំៃសួ P រនុងសម្ើការណៃះ ណយើងទទលួបាៃ 
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4(1) − 2(3) + 5(−4) + 6(2) = k ឬ 4 − 6 − 20 + 12 = k ឬ k = −10 
ដូណចនះ 4x1 − 2x2 + 5x3 + 6x4 = −10 គឺសម្ើការនៃ H 

១.៥.៣. រនាេ ត់កនងុ nR  

បនាទ ត់ L រនុង Rn ល្ងកាត់ចំ ុច P(b1, b2, … , bn) ៃិងរនុងទិសណៅនៃវុចិទ័រ nonzero  
u = [a1, a2, … , an] 

ណរើតមៃណ ើងនៃចំ ុចX(x1, x2, … , xn)ដដលបំណរញលរខខ្ ា  

X = P + tu ឬ {

x1 = a1t + b1

x2 = a2t + b2

……………… .
xn = xnt + bn

 ឬ L(t) = (a1t + b1)  

ដដលបា រា ដម្ ព្តt យរតនម្លរិតទាងំអស់ ដូចបនាទ ត់ LរនុងR3 គឺរូបភារ រនុងរូប  ។ 

 
 (c) ររបា រា ដម្ ព្ត តំណាងនៃបនាទ ត់ L រនុង 𝐑𝟒  ល្ងកាត់ចំ ុច P(1, 2, 3, −4)  ណ ើយរនុងទិសណៅនៃ  
u = [5, 6, −7, 8] ។ ររចំ ុច Q ណលើ L ណរល t = 1 
ការជំៃសួរនុងសម្ើការខាងណលើសព្មប់ទិៃន័យ L ាម្បា រា ដម្ ព្តតំណាង :  

x1 = 5t + 1     x2 = 6t + 2     x3 = −7t + 3     x4 = 8t − 4 
ឬ សម្មូ្ល ។ 

L(t) = (5t + 1, 6t + 2,−7t + 3, 8t − 4) 
ចំណាថំ្ន t = 0 ទិៃន័យ ចំ ុច P ណលើL ។ការជំៃសួនៃ t = 1 ទិៃន័យចំ ុច Q(6, 8, −4, 4)ណលើ L  ។ 

១.៦. វ៉ាុនទ័រកនងុR3 

វុចិទ័ររនុង 𝐑𝟑  បាៃណៅចណនាល ះវុចិទ័រ ណរើតណ ើងរនុងការអៃុវតតៃ៍ជាណព្ចើៃ ជារិណសសរនុងរូបវទិា ។ជាការ
រិតណាស់ៃិមិ្តតសញ្ញ សមា ល់រិណសសគឺជាញឹរញ ប់បាៃណព្បើសព្មប់វុចិទ័រដូចខាងណព្កាម្: 

i = [1, 0, 0] ណបាះបង់ណចាលវុចិទ័រឯរារនុងទិសណៅ x 
j = [0, 1, 0] ណបាះបង់ណចាលវុចិទ័រឯរារនុងទិសណៅ y 
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k = [0, 0, 1] ណបាះបង់ណចាលវុចិទ័រឯរារនុងទិសណៅ z 
បនាទ ប់ម្រ វុចិទ័រ u = [a, b, c] រនុង𝐑𝟑 ម្យួចំៃួៃអាចបាៃបញ្ា រ់ដតម្យួរនុងទព្ម្ង់ 

u = [a, b, c] = ai + bj + ck  
ណព្ ះវុចិទ័រ i, j, k គឺវុចិទ័រឯរា ណ ើយគឺ orthogonal ណៅវញិណៅម្រ ណយើងទទលួបាៃផលគុ សាក ដល
រ ដូចខាងណព្កាម្: 

i ∙ i = 1, j ∙ j = 1, k ∙ k = 1 ៃិង i ∙ j = 0, i ∙ k = 0, j ∙ k = 0 
ណលើសរើណៃះណៅណទៀត ព្បម វធិ្ើវុចិទ័របាៃរិភារាខាងណលើ ព្បដ លបាៃបញ្ា រ់រនុង ៃិមិ្តតសញ្ញ  ijk
ដូចខាងណព្កាម្ ។ 
សៃមត់ 
 u = a1i + a2j + a3k ៃិង v = b1i + b2j + b3k 
បនាទ ប់ម្រ 
 u ∙ v = (a1 + b1)i + (a2 + b2)j + (a3 + b3)k ៃិង cu = ca1i + ca2j + ca3k 
ដដលcគឺសាក ដលរម្យួ ។ 
 u ∙ v = a1b1 + a2b2 + a3b3  ៃិង  ‖u‖ = √u ∙ v = a1

2 + a2
2 + a3

2 
ឧទា រ ៍ 1.8 ឧបមu = 3i + 5j − 2k ៃិង v = 4i − 8j + 7k ។ 
(a)ររu +|v បដៃេម្សមសធាតុដដលព្តូវោន  ទទលួបាៃ u + v = 7i − 3j + 5k 
(b)ររ3u − 2v គុ ណលខ្ដំបូងណដ្ឋយសាក ដលរ ៃិងបដៃេម្ 

 3u − 2v = (9i + 13j − 6k) + (−8i + 16j − 14k) = i + 29j − 20k 
(c) ររu ∙ v គុ ណលខ្សមសធាតុដដលព្តូវោន  ណ ើយបនាទ ប់ម្របដៃេម្: 

u ∙ v = 12 − 40 − 14 = −42 
(d) ររ‖u‖ ឬសកាណរនៃផលបូរនៃកាណរនៃសមសធាតុ‖u‖ = √9 + 25 + 4 = √38 

១.៦.១.្លគុណវុិនទ័រ       

ផលគុ វុចិទ័រនៃវុចិទ័រគឺដូចខាងណព្កាម្: 
សៃមត់ថ្នu = a1i + a2j + a3k ៃិងv = b1i + b2j + b3kបនាទ ប់ម្រ i × j,= k j × k = i, k × i =

j 
u × v = (a2b3 − a3b2)(a3b1 − a1b3)(a1b2 − a2b1) i × j,= −k j × k = −i, k × i = −j 
 = |

a1 = a2

b1  = b2
 a3

b3
| i − |

a1 = a2

b1 = b2
 a3

b3
| j + |

a1 = a2

b1  = b2
 a3

b3
| k 

ណៃះគឺជា បើសមសធាតុ នៃu × v គឺបាៃទទលួរើលំដ្ឋប់ជរួ 
[
a1 a2 a3

b1 b2 b3
]  

(ដដលបញ្ចូ លសមសសធាតុនៃ u ខាងណលើសមសធាតុនៃ v) ដូចខាងណព្កាម្: 
(1) ព្តួតោន ជរួឈរទើម្យួ ៃិងយរណដដទម្ើ ង់ 
(2) ព្តួតោន ជរួឈរទើរើរ ៃិងយរអវជិាមៃនៃណដដទម្  ង់ 
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(3) ព្តួតោន ជរួឈរទើបើ ៃិងយរណដដទម្ើ ង់ 
ចំណាថំ្ន u × v គឺវុចិទ័រម្ួយ ដូចណៃះ u × v គឺដតងដតបាៃណៅផលគុ វុចិទ័រ ឬផលគុ ខាងណព្ៅនៃ 
u ៃិងv ។ 
ឧទា រ ៍1.9 ររ u × v ដដល:(a)u = 4i + 3j + 6k, v = 2i + 5j − 3k, (b)u = [2, −1, 5], 
  v = [3, 7, 6] ។ 

(a) ងទ្បើ[4 3 6
2 5 −3

]ងដើមបបីាន u × v = (−9 − 30)i + (12 + 12)j + (20 − 6)k 
= −39i + 24j + 14k  

(b) ងទ្បើ[2 −1 5
3 7 6

]ងដើមបបីាន u × v = [−6 − 35, 15 − 12, 14 + 3] = [−41, 3, 17] 
 

ស្រទឹសដរីទ  ឲ្យu, v, w ជាវុចិទ័ររនុង 𝐑𝟑 
 (a) វុចិទ័រ u × v គឺorthogonal ណៅទាងំរើរ uផង ៃិងvផង ។ 
 (b) តនម្លដ្ឋច់ខាតនៃ” ព្តើគុ ”  
  ||u ∙ (v × w)|| 
 តំណាងឲ្យ មឌ្នៃព្បណលរើដប តណដ្ឋយវុចិទ័រ u, v, w 
 

 
ចំណា៖ំ 
 វុចិទ័រ u, v , u × v ទព្ម្ង់ព្បរ័ៃធនដសាដ មំ្យួ ណ ើយរូបម្ៃតខាងណព្កាម្ណនាះផដល់ទំ នំៃu × v : 

 ‖u × v‖ = ‖u‖. ‖v‖. sinθ        ដដលθ គឺមំុ្ណៅចណនាល ះ u ៃិង v  

 

១.៧. នំេួេកុំ្ែិន 

សំ ំុនៃចំៃៃួរំុផលិចគឺបាៃចងអុលព្បាប់ណដ្ឋយ C ។ ជាផលូវការចំៃៃួរំុផលិចម្យួគឺនៃលំដ្ឋប់គូរម្យួ (a, b) 
នៃចំៃៃួរិតដដលសម្ភារ ណលខ្បូរ ៃិងណលខ្គុ  គឺបាៃរំ ត់ខាងណព្កាម្៖ 
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 (a, b) = (c, d) ណបើសិៃលរខខ្ ា ចាបំាច់ a = c ៃិង b = d 
 (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) 
 (a, b) ∙ (c, d) = (ac − bd, ad − bc) 
ណយើងរំ ត់អតតសញ្ញ  ចំៃៃួរិតម្យួ ជាម្យួចំៃៃួរំុផលិច(a, 0) ណនាះគឺ 

 a ↔ (a, 0) 
ណៃះគឺអាចណរើតណ ើង ណព្ ះព្បម វធិ្ើនៃ ណលខ្បូរ ៃិងណលខ្គុ នៃចំៃៃួរិត បាៃបព្មុ្ងទុរខាង
ណព្កាម្ ភារព្តូវោន ទាងំណៃះ 
 (a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0) ៃិង  (a, 0) ∙ (b, 0) = (ab, 0) 
ដូណចនះណយើងណម្ើល R ដូចជាសំ ំុរងនៃC  ណ ើយជំៃសួ (a, 0)ណដ្ឋយ a ណទាះបើរយព្សួល ៃិងអាចណៅរចួ
 ។ 
 ណយើងចំណាថំ្នសំ ំុ C នៃចំៃៃួរំុផលិចជាម្យួព្បម វធិ្ើខាងណលើ ន ណលខ្បូរ ៃិងណលខ្គុ 
គឺដដលនៃចំៃៃួ ដូចសំ ំុ R នៃចំៃៃួរិត ៃិងសំ ំុ 𝐐 នៃចំៃៃួសៃិទាៃ ។ 
ចំៃៃួរំុផលិច         គឺព្តូវបាៃផដល់ណដ្ឋយ   ។ វារ៏មៃលរខ ៈរិណសសដដរ គឺ 

    2 0,1 0,1 1,0 1i ii       រ ឺ  1i    
ណលើសរើណៃះណទៀត ចំៃួៃរំុផលិចណផសងណទៀតដដល  ,z a b  អាចសរណសរណៅរនុងទព្ម្ង់ 
          
 ការរំ ត់ខាងណលើ z a bi   ដដល Re a z ព្តូវបាៃណគណៅថ្ន ដផនររិត ៃិង Im b z  ដផនរ
ៃិមិ្តតនៃ Z    គឺាងណដ្ឋយ  ,a b ។ ាម្រិត ផលបូរៃិងផលគុ នៃចំៃៃួរំុផលិចណព្ចើៃ z a bi   ៃិង 
w c di   អាចព្តូវបាៃទាញយរណដ្ឋយចាប់វធិាៃបំដបរៃិងលរខ ៈព្ត ប់ដដលណព្បើព្បាស់សាម្ញ្ញ 
ណ ើយៃិង 2 1i    ។ 
 
 
ណយើងរ៏បាៃរំ ត់ភារអវជិាមៃនៃ z  ៃិងផលដរណៅរនុង     ណដ្ឋយ 
                               ៃិង       

១.៧.១. កុំ្ែិនឆ្លែ ស ់ តច្មែោន់ខាត 

ចូរគិតរិចារណារើចំៃៃួរំុផលិច               ។ ភារឆ្ល ស់នៃ z គឺាងៃិងរំ ត់ណដ្ឋយ                         
ណនាះ                                                         ។ ចំណា ំ   គឺរិតលុះព្ាដត         ។ 
តនម្លដ្ឋច់ខាតនៃ   ាងណដ្ឋយ    គឺរំ ត់បាៃថ្នជាឫសកាណរមិ្ៃអវជិាមៃនៃ     ។ ណគសរណសរបាៃថ្ន                              
។ 
ចំណា ំ    គឺណសមើណៅៃឹង ម្នៃវុចិទ័រ          ណៅរនុង      ។ 
  ឧបមថ្ន         ។ ណនាះភារព្ចាសនៃ z គឺ 1z ៃិងការដចរណៅរនុង    នៃ    ណដ្ឋយ    ព្តូវបាៃណគណអាយ 

ណដ្ឋយ 1

2 2 2 2

z a b
z i

a b a bzz

   
 

ៃិង 1w wz
wz

z zz

   

 0,1 i

           , ,0 0, ,0 ,0 . 0,1z a b a b a b a bi      

       

      2

z w a bi c di a c bi di a c b d i

zw a bi c di ac bci adi bdi ac bd bc ad i

            

          

C

1z z    w z w z   

z a bi  z a bi a bi   

   2 2 2 2 2zz a bi a bi a b i a b       z z z

z z zz

2 2z zz a b  

z  , ba 3R

0z  C w z
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ឧទា រ ៍១      ឧបមថ្ន               ៃិង                ។ ណនាះ 
   

  

  

  

2

2 3 5 2 2 5 3 2 7

2 3 5 2 10 15 4 6 16 11

5 2 2 35 2 4 19 4 19

2 3 2 3 2 3 13 13 13

4 9 13, 25 4 29

z w i i i i i

zw i i i i i i

i iw i i
i

z i i i

z w

          

        

  
    

  

     

 

១.៨. វុិនទ័រនៅកនងុ nC  

ព្គប់សំ ំុ            នៃចំៃួៃរំុផលិច ព្តូវបាៃាងណដ្ឋយ     គឺព្តូវបាៃណគណៅថ្នរំុផលិចលំ     ។ ព្ោៃ់ណៅ
រនុងររ ើ ដផនររិត ដដលព្គប់ធាតុនៃ     គឺព្តូវណគណៅថ្នជាចំ ុចដ៏ណព្ចើៃឬរ៏ជាវុចិទ័រ ដដលធាតុនៃ    
ព្តូវបាៃណគណៅថ្នសាក ដល ណ ើយការបូរវុចិទ័រៃិងការគុ សាក ដលណៅណលើ      ណគឱ្យណដ្ឋយ 
 
 
ដដល        ៃិង   ជារបស់     ។ 
ឧទា រ ៍១ ចូរគ នាវុចិទ័រ  2 3 ,4 ,3u i i   ៃិង  3 2 ,5 ,4 6v i i i   ណៅរនុង 3C ។ ណនាះ 

     

            

2 3 ,4 ,3 3 2 ,5 ,4 6 5 ,4 4 ,7 6

5 2 5 2 2 3 , 5 2 4 , 5 2 3 16 11 ,18 13 ,15 6

v u i i i i i i i i

i u i i i i i i i i

          

            

 

១.៨.១. ្លគុណាា អលរ (្លគុណកនងុ) នៅកនងុ nC  

ចូរគ នាវុចិទ័រ  1 2, ,..., nu z z z  ៃិង  1 2, ,..., nw w w w  ណៅរនុង nC  ។ ផលគុ ចំ ុចឬរនុងនៃ
u  ៃិង v គឺព្តូវបាៃាងៃិងរំ ត់ណដ្ឋយ 

1 1 2 2. ... n nu v z w z w z w     
ៃិយម្ៃ័យណៃះបាៃបដូរណៅជាររ ើ ដផនររិតណផសងណទៀតណព្ ះ i iw w  ណៅណរលដដល iw   ជាដផនររិត។ 
 ម្នៃ  u   រំ ត់ណដ្ឋយ 2 2 2

1 1 2 2 1 2. ... ...n n nu u u z z z z z z z z z          
ណយើងបញ្ា រ់ថ្ន       ៃិងដូណចនះ    គឺវជិាមៃ ណរលដដល 0u  ណ ើយ0 ណរលដដល 0u  ។ 
ឧទា រ ៍ ១  ចូរគ នាវុចិទ័រ                                 ៃិង                             ណៅរនុង     ។ ណនាះ

                 

     
2 2 2

. 2 3 3 4 4 5 3 5 4 2 2 3 3 4 4 5 3 5 4 2

6 13 5 20 2 26 9 19

. 2 3 4 3 5 4 9 16 1 9 25 64

64 8

u v i i i i i i i i i i i i

i i i i

u u i i i

u

                

          

            

 

 

  

2 3z i  5 2w i 

nC-tuplen n

nC

C
nC

     

   
1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

, ,..., , ,..., , ,...,

, ,..., , ,...,

n n n n

n n

z z z w w w z w z w z w

z z z z zz zz zz

    



,i iz w z C

.u u u

 2 3 ,4 ,3 5u i i i     3 4 ,5 ,4 2v i i i  
3C
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  ជំពូកទី២   ្លគណុាា អលរ 
២.០. រលំកឹេិងរអេែម៖  េវុតតលនីេអ ៊ែរ 

ណគមៃ 𝐸 ៃិង 𝐸′ រើរលំ វុចិទ័រណលើកាយ 𝕂 ដតម្យួ ៃិង 𝑓 ជាអៃុវតតម្យួរើ 𝐸 ណៅ 𝐸′ ។  
ណគថ្ន 𝑓 ជាអៃុវតតលើណៃដអ រណបើ៖ 
1) ចំណ ះព្គប់ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸, 𝑓(𝑢 + 𝑣) = 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣)  
2) ចំណ ះព្គប់ 𝑢 ∈ 𝐸 ៃិង ព្គប់ 𝛼 ∈ 𝕂, 𝑓(𝛼𝑢) = 𝛼𝑓(𝑢)   
ណគមៃ 𝐸 លំ វុចិទ័រណលើកាយ 𝕂 ។  
ណគណៅ ទព្ម្ង់លើណៃដអ រណលើ 𝐸 គឺអៃុវតតលើណៃដអ រ 𝑓 ∶  𝐸 ⟶ 𝕂 ។ 

២.១. ្លគុណាា អលរ េិង ណម្្ុំ  

ៃិយម្ៃ័យ1 1 
ណគមៃ 𝐸 លំ វុចិទ័រម្យួណលើកាយ ℝ ។  
ណគណៅ ផលគុ សាក ដលរណលើ 𝐸 ព្គប់អៃុវតត 〈. , . 〉 ∶  𝐸 × 𝐸 ⟶ ℝ             
                                                                          (𝑥, 𝑦) ⟼ 〈𝑥, 𝑦〉 
ដដលមៃទព្ម្ង់៖ 
1) ប ើលើណៃដអ រ៖ ចំណ ះព្គប់ 𝑥 ∈ 𝐸 អៃុវតត 〈𝑥, . 〉 ៃិង 〈. , 𝑥〉 ជាអៃុវតតលើណៃដអ រ  
2) សុើណម្ព្ទិរ៖ ចំណ ះព្គប់ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉 
3) រំ ត់-វជិាមៃ៖ ចំណ ះព្គប់ 𝑥 ∈ 𝐸, 〈𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 ៃិង (〈𝑥, 𝑥〉 = 0  ណគបាៃ 𝑥 = 0𝐸) 
 
កាលណាលំ វុចិទ័រ 𝐸 ព្បដ្ឋប់ណដ្ឋយផលគុ សាក ដលរ 〈. , . 〉 ម្យួ ណគថ្ន គូ (𝐸, 〈. , . 〉) ជា ល ំ
ណព្បអុើលដប រោុងំចំៃៃួរិត ។ ណលើសរើណៃះ ណបើលំ វុចិទ័រ 𝐸  មៃវមិព្តរំ ត់ ណគណៅថ្ន ល ំអឺគលើ
ត។  
ឧទា រ ៍1 1 ណគមៃលំ វុចិទ័រចំៃៃួរិត ℝ3  ៃិង អៃុវតត 𝜑 ∶  ℝ3 × ℝ3 ⟶ ℝ   ដដលរំ ត់
ណដ្ឋយ៖           
                                  𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + 2𝑥2𝑦2 + 3𝑥3𝑦3 + 𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1 
បរហ ញថ្ន អៃុវតត 𝜑 ជាផលគុ សាក ដលរម្យួណលើ ℝ3 ។ 
ចណម្លើយ 
បរហ ញថ្ន អៃុវតត 𝜑 ជាផលគុ សាក ដលរម្យួណលើ ℝ3 គឺបរហ ញថ្ន 𝜑 មៃទព្ម្ង់ 
ប ើលើណៃដអ រ-សុើណម្ព្ទិរ រំ ត់វជិាមៃ ណលើ ℝ3។ 
ជាទូណៅ ណគចាប់ណផតើម្បរហ ញៃូវទព្ម្ង់សុើណម្ព្ទិរ បនាទ ប់ម្រទព្ម្ង់ប ើលើណៃដអ រ ៃិងបញ្ច ប់ណដ្ឋយទព្ម្ង់
រំ ត់-វជិាមៃ។ ជណព្ម្ើសនៃការបរហ ញៃូវទព្ម្ង់សុើណម្ព្ទិរជាមុ្ៃ គឺសព្មួ្លដល់ការបរហ ញៃូវទព្ម្ង់ 
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ប ើលើណៃដអ រ ណដ្ឋយព្ោៃ់ដតបរហ ញថ្នអៃុវតតណដ្ឋយដផនរម្យួជាអៃុវតតលើណៃដអ រ 
ឧទា រ ៍ 𝜑𝑥  ៖ ចំណ ះអៃុវតត 𝜑𝑥  គឺណគរំ ត់អណថ្រ 𝑥  ណៅៃឹង ៃិង ណគសណងកតណម្ើលណៅណលើភារលើ
ណៃដអ រជាម្យួៃឹងអណថ្រ 𝑦។ 
គេមាន 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + 2𝑥2𝑦2 + 3𝑥3𝑦3 + 𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1  
ដែល 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ℝ3 និង 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) ∈ ℝ3 ។ 
1) អៃុវតត 𝜑 មៃទព្ម្ង់សុើណម្ព្ទិរណលើ ℝ3  គឺជារ់ដសតង រើណព្ ះថ្ន ផលគុ ៃិងផលបូរនៃរើរចំៃៃួ
រិតមៃលរខ ៈព្តលប់។ 

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + 2𝑥2𝑦2 + 3𝑥3𝑦3 + 𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1 
                      𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑦1𝑥1 + 2𝑦2𝑥2 + 3𝑦3𝑥3 + 𝑦2𝑥1 + 𝑦1𝑥2 
                      𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑦1𝑥1 + 2𝑦2𝑥2 + 3𝑦3𝑥3 + 𝑦1𝑥2 + 𝑦2𝑥1 
                      𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑦, 𝑥) 
2) បរហ ញថ្នអៃុវតត 𝜑  មៃទព្ម្ង់ប ើលើណៃដអ រណលើ ℝ3  ព្ោៃ់ដតបរហ ញថ្នអៃុវតតណដ្ឋយដផនរជា
ឧទា រ ៍ 𝜑𝑥  គឺជាអៃុវតតលើណៃដអ រ (មៃៃ័យថ្ន ចំណ ះអៃុវតត 𝜑𝑥  ណគរំ ត់អណថ្រ 𝑥  ណៅៃឹង ៃិង 
ណគសណងកតណម្ើលណៅណលើភារលើណៃដអ រជាម្យួៃឹងអណថ្រ 𝑦)។ 
ាងអៃុវតតណដ្ឋយដផនរ 𝜑𝑥 ∶  ℝ3 ⟶ ℝ  
                                     𝑦 ⟼ 𝜑𝑥(𝑦) = 𝜑(𝑥, 𝑦) 
ណគៃឹងបរហ ញថ្នអៃុវតត 𝜑𝑥 គឺជាអៃុវតតលើណៃដអ រ គឺណគៃឹងបរហ ញថ្ន៖ 
                     ចំណ ះ 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ3 ៃិង 𝛼 ∈ ℝ ណគបាៃ 𝜑𝑥(𝛼𝑦 + 𝑧) = 𝛼𝜑𝑥(𝑦) + 𝜑𝑥(𝑧) 
ចំណ ះ 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ3 ៃិង 𝛼 ∈ ℝ ណគមៃ 𝜑𝑥(𝛼𝑦 + 𝑧) = 𝜑(𝑥, 𝛼𝑦 + 𝑧) 
                   𝜑𝑥(𝛼𝑦 + 𝑧) = 𝑥1(𝛼𝑦1 + 𝑧1) + 2𝑥2(𝛼𝑦2 + 𝑧2) + 3𝑥3(𝛼𝑦3 + 𝑧3) 
                                          +𝑥1(𝛼𝑦2 + 𝑧2) + 𝑥2(𝛼𝑦1 + 𝑧1) 
                       𝜑𝑥(𝛼𝑦 + 𝑧) = 𝛼(𝑥1𝑦1 + 2𝑥2𝑦2 + 3𝑥3𝑦3 + 𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1)  
                                             +(𝑥1𝑧1 + 2𝑥2𝑧2 + 3𝑥3𝑧 + 𝑥1𝑧2 + 𝑥2𝑧1)  
                       𝜑𝑥(𝛼𝑦 + 𝑧) = 𝛼𝜑(𝑥, 𝑦) + 𝜑(𝑥, 𝑧)  
                       𝜑𝑥(𝛼𝑦 + 𝑧) = 𝛼𝜑𝑥(𝑦) + 𝜑𝑥(𝑧)  
3) បរហ ញថ្នអៃុវតត 𝜑 មៃទព្ម្ង់រំ ត់-វជិាមៃណលើ ℝ3   
ចំណ ះ 𝑥 ∈ ℝ3 ណគមៃ 𝜑(𝑥, 𝑥) = 𝑥1

2 + 2𝑥2
2 + 3𝑥3

2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥1 
                              𝜑(𝑥, 𝑥) = 𝑥1

2 + 2𝑥2
2 + 3𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2 
                              𝜑(𝑥, 𝑥) = (𝑥1

2 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2
2) + 𝑥2

2 + 3𝑥3
2   

                                   𝜑(𝑥, 𝑥) = (𝑥1+𝑥2)
2 + 𝑥2

2 + 3𝑥3
2   

                    ណគបាៃ 𝜑(𝑥, 𝑥) ≥ 0 
ៃិង ណបើ 𝜑(𝑥, 𝑥) = 0 ណនាះ (𝑥1+𝑥2)

2 + 𝑥2
2 + 3𝑥3

2 = 0 

                                       {
𝑥1+𝑥2 = 0
        𝑥2 = 0
        𝑥3 = 0
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                           ណគបាៃ 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0   
ដូណចនះអៃុវតត 𝜑 មៃទព្ម្ង់រំ ត់-វជិាមៃណលើ ℝ3 
ឧទា រ ៍1.2 រនុង ℝ𝑛 អៃុវតត 〈. , . 〉 ∶  ℝ𝑛 × ℝ𝑛 ⟶ ℝ             
                                                             (𝑥, 𝑦) ⟼ ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1  

គឺជាផលគុ សាក ដលរម្យួណលើ ℝ𝑛 (ណៅថ្ន ផលគុ សាក ដលរកា ូៃិរណលើ ℝ𝑛) ។ 
ឧទា រ ៍1.3 រនុង 𝐶0([𝑎, 𝑏], ℝ)  ល ំវុចិទ័រចំៃៃួរិតនៃអៃុវតតជាប់ណលើចណនាល ះ [𝑎, 𝑏]  ដដលឱ្យតនម្ល
រនុង ℝ  អៃុវតត 〈. , . 〉 ∶  𝐶0([𝑎, 𝑏], ℝ) × 𝐶0([𝑎, 𝑏], ℝ) ⟶ ℝ             
                                                                                (𝑓, 𝑔) ⟼ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

គឺជាផលគុ សាក ដលរម្យួណលើ 𝐶0([𝑎, 𝑏], ℝ) ។ 
ឧទា រ ៍1 4 រនុង 𝑀𝑛(ℝ) អៃុវតត 〈. , . 〉 ∶  𝑀𝑛(ℝ) × 𝑀𝑛(ℝ) ⟶ ℝ             
                                                                                   (𝐴, 𝐵) ⟼ Tr(𝐴𝑇𝐵) 
គឺជាផលគុ សាក ដលរម្យួណលើ 𝑀𝑛(ℝ) (ណៅថ្ន ផលគុ សាក ដលរកា ូៃិរណលើ 𝑀𝑛(ℝ)) ។ 

េិយមេ័យ2.2 [ណម្្ុំេឹង្លគុណាា អលរ] 

ណគមៃលំ អឺគលើត (𝐸, 〈. , . 〉) ។ 
ណគណៅ ម្ផាុ ំៃឹងផលគុ សាក ដលរគឺ អៃុវតត 𝑁 ∶  𝐸 ⟶  ℝ 
                                                                          𝑥 ⟼ √〈𝑥, 𝑥〉  
ណគាងចំៃួៃរិត 𝑁(𝑥) ជាញឹរញប់ណដ្ឋយ ‖𝑥‖ (អាៃថ្ន៖  ម្នៃវុចិទ័រ 𝑥 នៃ 𝐸 )។  
ដូណចនះ ណគបាៃ ‖𝑥‖2 = 〈𝑥, 𝑥〉  ។ 
ឧទា រ ៍1.5 រនុងលំ វុចិទ័រចំៃួៃរិត ℝ𝑛  ព្បដ្ឋប់ណដ្ឋយផលគុ សាក ដលរកា ូៃិររបស់វា ចំណ ះ 
𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ណគបាៃ ‖𝑥‖ = √𝑥1

2 + ⋯+ 𝑥𝑛
2 ។ 

 
 
ស្រទឹសតរីទ2.3 [វសិម្ភារ Cauchy-Schwarz] 
ណគមៃលំ អឺគលើត (𝐸, 〈. , . 〉) ៃិង ‖. ‖  ម្ផាុ ំៃឹងផលគុ សាក ដលរ 〈. , . 〉 ។ 
ណនាះចំណ ះព្គប់ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, |〈𝑥, 𝑦〉| ≤ ‖𝑥‖ × ‖𝑦‖ ។ 
ណលើសរើណៃះ វសិម្ភារណៃះជាសម្ភារលុះព្ាដត (𝑥, 𝑦) ជាព្គួសារអាព្ស័យលើណៃដអ រម្យួនៃ 𝐸 ។ 
ឧទា រ ៍1 6 វសិម្ភារ Cauchy-Schwarz ណលើ ℝ𝑛 ៖ 
ចំណ ះ 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛  𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛 ណគបាៃ៖ 

|∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 | ≤ √∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 × √∑ 𝑦𝑖

2𝑛
𝑖=1   និង   (∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1 )2 ≤ (∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 ) ×

(∑ 𝑦𝑖
2𝑛

𝑖=1 )  
ឧទា រ ៍1 7 វសិម្ភារ Cauchy-Schwarz ណលើ 𝐶0([𝑎, 𝑏],ℝ) ៖ 
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ចំណ ះព្គប់ (𝑓, 𝑔) ∈ (𝐶0([𝑎, 𝑏], ℝ))
2
, |∫ 𝑓𝑔

𝑏

𝑎
| ≤ √∫ 𝑓2𝑏

𝑎
× √∫ 𝑔2𝑏

𝑎
 

                                             និង  (∫ 𝑓𝑔
𝑏

𝑎
)
2

≤ (∫ 𝑓2𝑏

𝑎
) × (∫ 𝑔2𝑏

𝑎
) 

 
លកេណៈ2.4 
ណគមៃលំ អឺគលើត (𝐸, 〈. , . 〉) ៃិង ‖. ‖  ម្ផាុ ំៃឹងផលគុ សាក ដលរ 〈. , . 〉 ។ 
ណគបាៃលរខ ៈដូចខាងណព្កាម្៖ 
1) ចំណ ះព្គប់ 𝑥 ∈ 𝐸 ៃិង ព្គប់ 𝜆 ∈ ℝ, ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆| × ‖𝑥‖  
2) ចំណ ះព្គប់ 𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖ ≥ 0  
3) ចំណ ះព្គប់ 𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖ = 0 ⟹ 𝑥 = 0𝐸  
4) ចំណ ះព្គប់ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖  
5) ចំណ ះព្គប់ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, ‖𝑥 + 𝑦‖ = ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖  លុះព្ាដត (𝑥, 𝑦)  ជាព្គួសារអាព្ស័យលើណៃ
ដអ រម្យួនៃ 𝐸 ។  

 
លកេណៈ2.5 
ណគមៃលំ អឺគលើត (𝐸, 〈. , . 〉) ៃិង ‖. ‖  ម្ផាុ ំៃឹងផលគុ សាក ដលរ 〈. , . 〉 ។ 
ណគបាៃលរខ ៈដូចខាងណព្កាម្៖ 
1) ចំណ ះព្គប់ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, ‖𝑥 + 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + 2〈𝑥, 𝑦〉 + ‖𝑦‖2 
2) ចំណ ះព្គប់ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, ‖𝑥 − 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 − 2〈𝑥, 𝑦〉 + ‖𝑦‖2 
3) ចំណ ះព្គប់ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, 〈𝑥 − 𝑦, 𝑥 + 𝑦〉 = ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2 
4) ចំណ ះព្គប់ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, ‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2) 
5) ចំណ ះព្គប់ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, 〈𝑥, 𝑦〉 =

1

2
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2) 

6) ចំណ ះព្គប់ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2, 〈𝑥, 𝑦〉 =
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2) 

ជាបៃតណៃះ ណយើងៃឹងសិរារនុងលំ អឺគលើត (𝐸, 〈. , . 〉) ។ 

២.២. ភាព រតូកោូល ់េិង នោល រតូណរមា៉ា ល ់

េិយមេ័យ2.6 
ណគមៃលំ អឺគលើត (𝐸, 〈. , . 〉) ។ 
1) ណគថ្នរើរវុចិទ័រ 𝑥 ៃិង 𝑦 នៃ 𝐸 អរតូរូណាល់ោន (ដដលាងណដ្ឋយ 𝑥 ⊥ 𝑦 )  
    ណបើ 〈𝑥, 𝑦〉 = 0 ។  
2) ណគមៃ ℱ = (𝑥𝑖)𝑖∈⟦1,𝑝⟧ ជាព្គួសារនៃវុចិទ័រនៃ 𝐸 ។ ណគថ្ន ℱ ជាព្គសួារអរតូរូណាល់  
    ណបើព្គប់គូ (𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑝⟧2 ដដល 𝑖 ≠ 𝑗  វុចិទ័រ 𝑥𝑖 ⊥ 𝑥𝑗 ។  
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ព្ទឹសតើបទ2.7 [ព្ទឹសតើបទរើាគ័រ] 
ណគមៃលំ អឺគលើត (𝐸, 〈. , . 〉) ៃិង ‖. ‖  ម្ផាុ ំៃឹងផលគុ សាក ដលរ 〈. , . 〉 ។ 
ណគមៃ ℱ = (𝑥𝑖)𝑖∈⟦1,𝑝⟧  ជាព្គួសារអរតូរូណាល់រំ ត់ម្យួនៃ 𝐸  ណនាះណគបាៃ៖ 
‖∑ 𝑥𝑖

𝑝
𝑖=1 ‖

2
= ∑ ‖𝑥𝑖‖

2𝑝
𝑖=1  ។ 

ព្បយត័ន៖ ព្ចាសម្រវញិគឺមិ្ៃរិត (ណលើរដលងដតររ ើ  𝑝 = 2)។ ជាឧទា រ ៍ រនុង ℝ3 យរ 𝑥1 =

(1, 0, 0), 𝑥2 = (1, 1, 0), 𝑥3 = (−1, 1, 0) ។ 
លរខ ៈ2.7 
ព្គប់ព្គួសារអរតូរូណាល់នៃលំ អឺគលើតដដលមិ្ៃផទុរវុចិទ័រសូៃយជាព្គួសារមិ្ៃអាព្ស័យ 
លើណៃដអ រ។ 

 
ៃិយម្ៃ័យ2.8 
ណគមៃលំ អឺគលើត (𝐸, 〈. , . 〉) ៃិង 𝐹 ជាលំ វុចិទ័ររងនៃ 𝐸 ។ 
ណគណៅអរតូរូណាល់នៃ 𝐹 (ដដលាងណដ្ឋយ 𝐹⊥) រំ ត់ណដ្ឋយ៖ 
                            𝐹⊥ = {𝑥 ∈ 𝐸 | ព្គប់ 𝑦 ∈ 𝐹, 〈𝑥, 𝑦〉 = 0 }   ។ 
រំ ត់សមា ល់៖ 1) {0}⊥ = 𝐸    ៃិង  2) 𝐸⊥ = {0} ។ 
លរខ ៈ2.9 
ណគមៃលំ អឺគលើត (𝐸, 〈. , . 〉) ។ ណបើ 𝐹 ៃិង 𝐺 ជាលំ វុចិទ័ររងនៃ 𝐸 ណនាះណគបាៃ៖ 
1) 𝐸 = 𝐹 ⨁ 𝐹⊥ (មៃៃ័យថ្ន៖ 𝐸 = 𝐹 + 𝐹⊥ ៃិង  𝐹⋂𝐹⊥ = {0}) 
    (𝐹 ៃិង 𝐹⊥ គឺជាល ំវុចិទ័ររងបដៃេម្ោន រនុង 𝐸) 
2) 𝐹 = (𝐹⊥)⊥ 
3) (𝐹 + 𝐺)⊥ = 𝐹⊥⋂𝐺⊥ ៃិង  (𝐹⋂𝐺)⊥ = 𝐹⊥ + 𝐺⊥ 

 
ៃិយម្ៃ័យ2.10 
ណគមៃលំ អឺគលើត (𝐸, 〈. , . 〉) ។  
ណោល  ℬ = (𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑝)  ម្យួជាណោលអរតូរូណាល់ ណបើ 〈𝑒𝑖 , 𝑒𝑗〉 = 0  ចំណ ះព្គប់ (𝑖, 𝑗) ∈

⟦1, 𝑝⟧2 ដដល  𝑖 ≠ 𝑗 ។ 
ណោល  ℬ  ជាណោលអរតូ រណម្ ណបើណលើសរើណៃះ វុចិទ័រៃើម្យួៗមៃ ម្ណសមើៃឹង 1  គឺមៃៃ័យថ្ន៖ 
〈𝑒𝑖 , 𝑒𝑗〉 = 𝛿𝑖𝑗 ដដល 𝛿𝑖𝑗 ជាៃិម្មិតសញ្ញ ព្រូៃិរគ័រ (Kronecker) រំ ត់ណដ្ឋយ  

𝛿𝑖𝑗 = {
1    ណបើ  𝑖 = 𝑗

0    ណបើ  𝑖 ≠ 𝑗
  ។ 



39 
 
 

រំ ត់សមា ល់៖ ណបើ {𝜀𝑖} ជាណោលអរតូរូណាល់ម្យួ ណនាះ វុចិទ័រ 𝑒𝑖 =
𝜀𝑖

‖𝜀𝑖‖
 រំ ត់ៃូវណោលអរតូ 

រណម្ម្យួ។ 
ព្ទឹសតើបទ2.11 
រនុងលំ អឺគលើត មៃជាៃិចចជាកាលៃូវណោលអរតូ រណម្។  

 
ណគមៃ  ℬ = (𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑝)  ជាណោលអរតូ រណម្ម្យួ ៃិង 𝑥 = ∑ 𝑥𝑖𝑒𝑖

𝑝
𝑖=1 , 𝑦 = ∑ 𝑦𝑗𝑒𝑗

𝑝
𝑗=1  

ជារើរវុចិទ័រនៃ 𝐸 ។ 
ណគបាៃ 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈∑ 𝑥𝑖𝑒𝑖

𝑝
𝑖=1 , ∑ 𝑦𝑗𝑒𝑗

𝑝
𝑗=1 〉 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑗〈𝑒𝑖 , 𝑒𝑗〉 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑗𝛿𝑖𝑗

𝑝
𝑖,𝑗=1

𝑝
𝑖,𝑗=1  

           〈𝑥, 𝑦〉 = 𝑥1𝑦1 + ⋯+ 𝑥𝑝𝑦𝑝 
 
លរខ ៈ2.12 [វធិាៃ Gram-Schmidt] 
ណគមៃ {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑝} ជាព្គួសារម្ួយមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃលំ អឺគលើត 𝐸  ៃិង 𝐹  ជាលំ រង
បងក។ ដូណចនះ ណគអាចសង់ណចញរើព្គួសារ {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑝} ៃូវណោលអរតូ រណម្ម្យួនៃ 𝐹 ។ 
ជារិណសស ណគអាចផាុ ំៃឹងព្គប់ណោលនៃ 𝐸 ៃូវណោលអរតូ រណម្នៃ 𝐸 ។ 

 
វធិាៃ Gram-Schmidt គឺសង់ជាបឋម្ាម្រំណៃើៃៃូវណោលអរតូរូណាល់ (𝜀1, 𝜀2, … , 𝜀𝑝)  នៃ 𝐹  ៃិង
ជាបនាទ ប់ៃូវណោលអរតូ រណម្ (𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑝) នៃ 𝐹 ដដល 𝑒𝑖 =

𝜀𝑖

‖𝜀𝑖‖
 ។ 

 
ដូចណៃះ ចំណ ះវធិាៃណៃះ ណគយរ 𝜀1 = 𝑣1 
                                               𝜀2 = 𝑣2 + 𝜆𝜀1 ជាម្យួៃឹងសាក ដល 𝜆 ដដល 𝜀2 ⊥ 𝜀1 ។   
ណព្កាម្លរខខ័្ ា ណៃះ ណគបាៃ៖ 0 = 〈𝜀2, 𝜀1〉 = 〈𝑣2 + 𝜆𝜀1, 𝜀1〉 = 〈𝑣2, 𝜀1〉 + 𝜆〈𝜀1, 𝜀1〉  
                                           0 = 〈𝑣2, 𝜀1〉 + 𝜆‖𝜀1‖

2      
ណដ្ឋយ 𝜀1 ≠ 0 ណគបាៃ 𝜆 = −

〈𝑣2,𝜀1〉

‖𝜀1‖2
 ។ 

ណរលសង់បាៃ 𝜀2 រចួណ ើយ ណគសង់ 𝜀3 ណដ្ឋយយរ 𝜀3 = 𝑣3 + 𝜆𝜀1 + 𝜇𝜀2 ជាម្យួៃឹង 
សាក ដលរ 𝜆 ៃិង 𝜇 ដដល 𝜀3 ⊥ 𝜀1 ៃិង 𝜀3 ⊥ 𝜀2 ។ 
ណគបាៃ៖ 0 = 〈𝑣3 + 𝜆𝜀1 + 𝜇𝜀2, 𝜀1〉 = 〈𝑣3, 𝜀1〉 + 𝜆‖𝜀1‖

2  រើណព្ ះថ្ន  〈𝜀2, 𝜀1〉 = 0   
     ៃិង   0 = 〈𝑣3 + 𝜆𝜀1 + 𝜇𝜀2, 𝜀2〉 = 〈𝑣3, 𝜀2〉 + 𝜇‖𝜀2‖

2  រើណព្ ះថ្ន  〈𝜀1, 𝜀2〉 = 0 
នាឱំ្យ  𝜆 = −

〈𝑣3,𝜀1〉

‖𝜀1‖2
    ៃិង 𝜇 = −

〈𝑣3,𝜀2〉

‖𝜀2‖2
  ។ 

ណរលណៃះ ណគណ ើញចាស់ៃូវវធិាៃាម្រំណៃើៃ។ 
ណគឧបមថ្នបាៃសង់ 𝜀1, 𝜀2, … , 𝜀𝑝−1 រចួណ ើយ  
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ណគយរ 𝜀𝑝 = 𝑣𝑝 + 𝜆1𝜀1 + 𝜆2𝜀2 + ⋯+ 𝜆𝑝−1𝜀𝑝−1  ជាម្យួៃឹងសាក ដលរ 𝜆𝑖  ដដល 𝜀𝑝 ⊥ 𝜀𝑖 
ចំណ ះ 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝 − 1⟧ ។ 
ណព្កាម្លរខខ័្ ា ណៃះ ណគររបាៃ 𝜆𝑖 = −

〈𝑣𝑝,𝜀𝑖〉

‖𝜀𝑖‖
2

  ។ 
លំនានំៃការសង់ខាងណលើណៃះ គឺបញ្ា រ់ចាស់ថ្ន {𝜀1, 𝜀2, … , 𝜀𝑝}  ជាព្គួសារអរតូរូណាល់ម្យួនៃ 𝐹 
ៃិងណគបាៃ Vect(𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑝) = Vect(𝜀1, 𝜀2, … , 𝜀𝑝) ។   

ឧទា រ ៍1 8 រនុង ℝ3 ណគមៃបើវុចិទ័រ 𝑣1 = (
1
0

−1
) , 𝑣2 = (

1
−1
−1

) , 𝑣3 = (
1

−1
0

) ។ 

1) បរហ ញថ្ន {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} ជាព្គួសារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ ℝ3 ។ 
2) រំ ត់ររាម្វធិាៃ Gram-Schmidt ៃូវណោលអរតូ រណម្ម្យួនៃ ℝ3 ។ 
ចណម្លើយ 
1) បរហ ញថ្ន {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} ជាព្គួសារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ ℝ3 
ណបើ ∑ 𝜆𝑖𝑣𝑖

3
𝑖=1 = 0 ដដលចំណ ះ 𝑖 ∈ ⟦1,3⟧, 𝜆𝑖 ∈ ℝ 

ណគបាៃ 𝜆1 (
1
0

−1
) + 𝜆2 (

1
−1
−1

) + 𝜆3 (
1

−1
0

) = 0 

            {
𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 = 0             𝐿1 
        −𝜆2 − 𝜆3 = 0             𝐿2  
−𝜆1 − 𝜆2        = 0            𝐿3 

 

            {
𝜆1 + 𝜆2           = 0              𝐿1 ⟷ −𝐿3

          𝜆2 + 𝜆3 = 0              𝐿2 ⟵ −𝐿2

𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 = 0                                  
  

            {
𝜆1 + 𝜆2           = 0          𝐿1                           
          𝜆2 + 𝜆3 = 0          𝐿2                           
                 𝜆3 = 0          𝐿3 ⟵ 𝐿3 − 𝐿1  

 

ាម្ 𝐿2 ណគបាៃ 𝜆2 = 0 ៃិង ាម្ 𝐿1 ណគបាៃ 𝜆1 = 0 
នាឱំ្យ  𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = 0 
ដូណចនះ {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} ជាព្គួសារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ ℝ3 
2) រំ ត់ររណោលអរតូ រណម្ម្យួនៃ ℝ3 
ាម្ 1) ព្គួសារ {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} ជាព្គួសារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ ℝ3 
ាម្វធិាៃ Gram-Schmidt ណគៃឹងសង់ាម្រំណៃើៃណចញរើព្គួសារ {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} ៃូវណោល 
អរតូរូណាល់ (𝜀1, 𝜀2, 𝜀3) នៃ ℝ3 ៃិងជាបនាទ ប់ៃូវណោលអរតូ រណម្ (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) នៃ ℝ3  
ដដល 𝑒𝑖 =

𝜀𝑖

‖𝜀𝑖‖
 ។ 

ណគយរ 𝜀1 = 𝑣1 
         𝜀2 = 𝑣2 + 𝜆𝜀1 ជាម្យួៃឹងសាក ដលរ 𝜆 ∈ ℝ ដដល 𝜀2 ⊥ 𝜀1  
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ណព្កាម្លរខខ្ ា ណៃះ ណគបាៃ 𝜆 = −
〈𝑣2,𝜀1〉

‖𝜀1‖2
= −

1×1+(−1)×0+(−1)×(−1)

12+02+(−1)2
= −

2

2
= −1 

ណគបាៃ 𝜀2 = (
1

−1
−1

) + (−1)(
1
0

−1
) = (

1 − 1
−1 − 0
−1 + 1

) = (
0

−1
0

) 

ណគយរ 𝜀3 = 𝑣3 + 𝛼𝜀1 + 𝛽𝜀2 ជាម្យួៃឹងសាក ដលរ 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ ដដល 𝜀3 ⊥ 𝜀1 ៃិង 𝜀3 ⊥ 𝜀2  
ណព្កាម្លរខខ្ ា ណៃះ ណគបាៃ 𝛼 = −

〈𝑣3,𝜀1〉

‖𝜀1‖2
= −

1×1+(−1)×0+0×(−1)

12+02+(−1)2
= −

1

2
 

                                  ៃិង  𝛽 = −
〈𝑣3,𝜀2〉

‖𝜀2‖2
= −

1×0+(−1)×(−1)+0×0

02+(−1)2+02
= −1 

ណគបាៃ 𝜀3 = (
1

−1
0

) + (−
1

2
) (

1
0

−1
) + (−1)(

0
−1
0

) 

          𝜀3 = (−
1

2
) (

−2 + 1 + 0
2 + 0 − 2
0 − 1 + 0

) = (−
1

2
)(

−1
0

−1
) =

1

2
(
1
0
1
) =

1

2
𝜀3

′  

          ដដល 𝜀3
′ = (

1
0
1
) 

( 𝜀3 ៃិង 𝜀3
′  រូលើណៃដអ រោន  ណ ើយ 𝜀3 ⊥ 𝜀1 ៃិង 𝜀3 ⊥ 𝜀2  ដូចណៃះ 𝜀3

′ ⊥ 𝜀1 ៃិង 𝜀3
′ ⊥ 𝜀2) 

ដូណចនះ (𝜀1, 𝜀2, 𝜀3
′) ជាណោលអរតូរូណាល់ម្យួនៃ ℝ3 ដដល  

𝜀1 = (
1
0

−1
) , 𝜀2 = (

0
−1
0

) , 𝜀3
′ = (

1
0
1
) 

ណគទាញបាៃ  (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) ជាណោលអរតូ រណម្ម្យួនៃ ℝ3 ដដល 

                           𝑒1 =
𝜀1

‖𝜀1‖
=

1

√12+02+(−1)2
(

1
0

−1
) =

1

√2
(

1
0

−1
) 

                       𝑒2 =
𝜀2

‖𝜀2‖
=

1

√02+(−1)2+02
(

0
−1
0

) = (
0

−1
0

) 

                       𝑒3 =
𝜀3
′

‖𝜀3
′‖

=
1

√12+02+12
(
1
0
1
) =

1

√2
(
1
0
1
) 

ឧទា រ ៍1 9 រំ ត់ររណោលអរតូ រណម្ម្យួនៃលំ វុចិទ័ររង 𝐹 នៃ ℝ4 ដដលបងកណដ្ឋយ 

វុចិទ័រ 𝑣1 = (

1
1
0
0

) , 𝑣2 = (

1
0

−1
1

) , 𝑣3 = (

0
1
1
1

) ។ 

ចណម្លើយ 
ជាបឋម្ ណគៃឹងណផទៀងផ្លទ ត់ថ្ន {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} ជាព្គួសារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ 𝐹 
ណបើ ∑ 𝜆𝑖𝑣𝑖

3
𝑖=1 = 0 ដដលចំណ ះ 𝑖 ∈ ⟦1,3⟧, 𝜆𝑖 ∈ ℝ 
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ណគបាៃ 𝜆1 (

1
1
0
0

) + 𝜆2 (

1
0

−1
1

) + 𝜆3 (

0
1
1
1

) = 0 

         {
𝜆1 + 𝜆2           = 0        𝐿1

𝜆1          +  𝜆3 = 0        𝐿2

       −𝜆2 + 𝜆3 = 0        𝐿3

           𝜆2 + 𝜆3 = 0        𝐿4

 

         {
𝜆1 + 𝜆2           = 0          𝐿1            
           𝜆2 + 𝜆3 = 0         𝐿2 ⟷ 𝐿4

       −𝜆2 + 𝜆3 = 0          𝐿3            
  𝜆1          +  𝜆3 = 0          𝐿4            

 

         {
𝜆1 + 𝜆2           = 0          𝐿1            
           𝜆2 + 𝜆3 = 0          𝐿2            
       −𝜆2 + 𝜆3 = 0          𝐿3            

                

   −𝜆2 + 𝜆3 = 0          𝐿4 ⟵ 𝐿4 − 𝐿1  

 

         {
𝜆1 + 𝜆2           = 0          𝐿1                                 
           𝜆2 + 𝜆3 = 0          𝐿2                                  

                     𝜆3 = 0          𝐿3 ⟵ 1 2⁄ (𝐿3 + 𝐿2)
 

ាម្ 𝐿2 ណគបាៃ 𝜆2 = 0 ៃិង ាម្ 𝐿1 ណគបាៃ 𝜆1 = 0 
នាឱំ្យ  𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = 0 
ដូណចនះ {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} ជាព្គួសារមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រនៃ 𝐹 
 
 
ាម្វធិាៃ Gram-Schmidt ណគៃឹងសង់ាម្រំណៃើៃណចញរើព្គួសារ {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} ៃូវណោល 
អរតូរូណាល់ (𝜀1, 𝜀2, 𝜀3) នៃ 𝐹 ៃិងជាបនាទ ប់ៃូវណោលអរតូ រណម្ (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) នៃ 𝐹 
ដដល 𝑒𝑖 =

𝜀𝑖

‖𝜀𝑖‖
 ។ 

ណគយរ 𝜀1 = 𝑣1 
         𝜀2 = 𝑣2 + 𝜆𝜀1 ជាម្យួៃឹងសាក ដលរ 𝜆 ∈ ℝ ដដល 𝜀2 ⊥ 𝜀1  
ណព្កាម្លរខខ្ ា ណៃះ ណគបាៃ 𝜆 = −

〈𝑣2,𝜀1〉

‖𝜀1‖2
= −

1×1+0×1+(−1)×0+1×0

12+12+02+02
= −

1

2
 

ណគបាៃ 𝜀2 = (

1
0

−1
1

) + (−
1

2
)(

1
1
0
0

) =

(

 
 

1 −
1

2

0 −
1

2

−1 − 0
1 − 0 )

 
 

=

(

 
 

1

2

−
1

2

−1
1 )

 
 

=
1

2
(

1
−1
−2
2

) =
1

2
𝜀2

′  
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           ដដល 𝜀2
′ = (

1
−1
−2
2

) 

( 𝜀2 ៃិង 𝜀2
′  រូលើណៃដអ រោន  ណ ើយ 𝜀2 ⊥ 𝜀1  ដូចណៃះ 𝜀2

′ ⊥ 𝜀1) 
ណគយរ 𝜀3 = 𝑣3 + 𝛼𝜀1 + 𝛽𝜀2

′  ជាម្យួៃឹងសាក ដលរ 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ ដដល 𝜀3 ⊥ 𝜀1 ៃិង 𝜀3 ⊥ 𝜀2
′   

ណព្កាម្លរខខ្ ា ណៃះ ណគបាៃ 𝛼 = −
〈𝑣3,𝜀1〉

‖𝜀1‖2
= −

0×1+1×1+1×0+1×0

12+12+02+02
= −

1

2
 

                                  ៃិង  𝛽 = −
〈𝑣3,𝜀2

′ 〉

‖𝜀2
′ ‖

2 = −
0×1+1×(−1)+1×(−2)+1×2

12+(−1)2+(−2)2+22
=

1

10
 

ណគបាៃ 𝜀3 = (

0
1
1
1

) + (−
1

2
)(

1
1
0
0

) +
1

10
(

1
−1
−2
2

) 

          𝜀3 =
1

10
(

0 − 5 + 1
10 − 5 − 1
10 − 0 − 2
10 − 0 + 2

) =
1

10
(

−4
4
8
12

) =
4

10
(

−1
1
2
3

) =
2

5
(

−1
1
2
3

) =
2

5
𝜀3

′  

         ដដល 𝜀3
′ = (

−1
1
2
3

) 

( 𝜀3 ៃិង 𝜀3
′  រូលើណៃដអ រោន  ណ ើយ 𝜀3 ⊥ 𝜀1 ៃិង 𝜀3 ⊥ 𝜀2

′   ដូចណៃះ 𝜀3
′ ⊥ 𝜀1 ៃិង 𝜀3

′ ⊥ 𝜀2
′) 

ដូណចនះ (𝜀1, 𝜀2
′ , 𝜀3

′ ) ជាណោលអរតូរូណាល់ម្យួនៃ 𝐹 ដដល  

𝜀1 = (

1
1
0
0

) , 𝜀2
′ = (

1
−1
−2
2

) , 𝜀3
′ = (

−1
1
2
3

) 

ណគទាញបាៃ  (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) ជាណោលអរតូ រណម្ម្យួនៃ 𝐹 ដដល 

                           𝑒1 =
𝜀1

‖𝜀1‖
=

1

√12+12+02+02
(

1
1
0
0

) =
1

√2
(

1
1
0
0

) 

                       𝑒2 =
𝜀2
′

‖𝜀2
′ ‖

=
1

√12+(−1)2+(−2)2+22
(

1
−1
−2
2

) =
1

√10
(

1
−1
−2
2

) 

                       𝑒3 =
𝜀3
′

‖𝜀3
′ ‖

=
1

√(−1)2+12+22+32
(

−1
1
2
3

) =
1

√15
(

−1
1
2
3

) 
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   ជំពូកទ៣ី   នេអទមណីង ់
៣.១ នសនកតីន្តើមច្េនេអទមីណង់ 

ម ព្ទើសកាណរ n n , ijA a     ព្តូវបាៃរំ ត់ណដ្ឋយសាក ដលរិណសសម្យួ ណៅថ្ន ណដដទម្ើ ង់នៃ
A  រំ ត់សរណសរណដ្ឋយ det( )A  រ ឺ A  រ ឺ

   
11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 

៣.១.១.នេអទមីណង់លោំរ់1 េិង2 

 ណដដទម្ើ ង់លំដ្ឋប់1 ៃិង2 ព្តូវបាៃរំ ត់ដូចខាងណព្កាម្៖ 

   
11 11a a ៃិង 11 12

11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
   

 ដូណចនះ ណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស1 1     11A a  គឺសាក ដល 
11a  ណនាះណគបាៃ 

11 11det( )A a a   ។ ណដដទម្ើ ង់លំដ្ឋប់2 រយព្សួលចំណាណំដ្ឋយណព្បើដាព្កាម្ខាងណព្កាម្៖ 

     11 12

21 22

a a

a a

 

 

ណគបាៃ ណដដទម្ើ ង់ណសមើៃឹងផលគុ នៃធាតុវជិាមៃាម្ារាង ៃិងផលគុ នៃធាតុអវជិាមៃាម្
ារាង (មៃដាព្កាម្ព្សណដៀងសព្មប់ណដណទម្ើ ង់លំដ្ឋប់3 ប ុដៃតមិ្ៃសព្មប់ណដដទម្ើ ង់លំដ្ឋប់ខ្ពស់
ជាងណៃះ) ។ 
ឧទា រ ៍1  
ណដដទម្ើ ង់លំដ្ឋប់1 គឺសាក ដលខ្លួៃវាផ្លទ ល់។ ណយើងមៃ 

det(27) 27, det( 7) 7, det( 3) 3t t        
a) 

5 3 3 2
5(6) 3(4) 30 12 18, 3(7) 2( 5) 21 10 31

4 6 5 7
          


 

ឧទា រ ៍2  

ណដ្ឋះព្សាយណដដទម្ើ ង់ សព្មប់ព្បរ័ៃធ 4 3 15

2 5 1

x y

x y

 


 
 

 ដំបូងររណដដទម្ើ ង់D នៃម ព្ទើសណម្គុ  

  4 3
4(5) ( 3)(2) 20 6 26

2 5
D


        
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ណដ្ឋយ 0D   ព្បរ័ៃធមៃចណម្លើយដតម្យួគត់។ រំ ត់យរភាគយរ
xN  ៃិង

yN  ដដលជំៃួសោ ង
សាម្ញ្ញណៅរនុងម ព្ទើសណម្គុ  ណម្គុ នៃ x  ៃិង y   ណដ្ឋយតចំួៃួៃណថ្រណនាះណគបាៃណដដទម្ើ ង់ណរៀងៗ
ខ្លួៃ 

 15 3 4 15
75 3 78 4 30 26

1 5 2 1
x yN N


          

ណគបាៃ ចណម្លើយដតម្យួគត់នៃព្បរ័ៃធគឺ  

 78 26
3, 1

26 26

yx
NN

x y
D D


        

៣.១.២. នេអទមីណងល់ោំរ់ ៣ 

រិៃិតយណលើម ព្ទើស3 3    ijA a     ។ ណដដទម្ើ ង់នៃ A ព្តូវបាៃរំៃត់ដូចខាងណព្កាម្៖ 
11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 32 21 31 22 13 32 23 11 33 12 21

31 32 33

det( )

a a a

A a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

        

   

ឧទា រ ៍ 3 ាង
2 1 1

0 5 2

1 3 4

A

 
 

 
 
  

ៃិង
3 2 1

4 5 1

2 3 4

B

 
 

  
 
  

។ ររdet( )A ៃិងdet( )B  

ណព្បើព្បាស់ដាព្កាម្រនុងរូបខាងណលើណគបាៃ៖ 
det( ) 2(5)(4) 1( 2)(1) 1( 3)(0) 1(5)(1) ( 3)( 2)(2) 4(1)(0)

40 2 0 5 12 0 21

det( ) 60 4 12 10 9 32 81

A

B

         

      

      

 

៣.១.៣. ទស្រមង់រំោសរ់ដូរសស្រមារ់នេអទមណីង់លោំរ់3 

ណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស3 3   ijA a     ព្តូវបាៃសរណសរណ ើងវញិដូចខាងណព្កាម្៖ 

 
   11 22 33 23 32 12 21 33 23 31 13 21 32 22 31

22 23 21 23 21 22

11 12 13

32 33 31 33 31 32

det( ) ( )A a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a
a a a

a a a a a a

     

  
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ដដលវាគឺជាបៃសលំើណៃដអ រនៃណដដទម្ើ ង់លំដ្ឋប់2ចំៃួៃ3 ដដលទព្ម្ង់ណម្គុ (បដូរសញ្ញ )ជរួណដរទើ1នៃ
ម ព្ទើស។ បៃសលំើណៃដអ រណៃះអាចបរហ ញរនុងទព្ម្ង់ 

11 22 23 12 21

3

3

1

1

11 12 11 12 13 11 12 13

21 22 23

31

22 3 21 2

32 33 31 33

3

3 31 322 3

a a a a a a a a

a

a

aa a a a a a a a a

a a

a

a aa a aa

a

    

ចំណាថំ្ន ម ព្ទើស 2 2 ព្តូវបាៃយរណដ្ឋយការលុប ណៅរនុងម ព្ទើសណដើម្ ររាទុរណម្គុ នៃជរួណដរៃិង
ជរួឈររបស់វា។ 
ឧទា រ ៍4  
1 2 3

4 2 3 1 2 3 2 4 3 3 4 2

0 5 1 5 1 0 1 0 5

2 3 4 3 4 2
1 2 3

5 1 0 1 0 5

1(2 15) 2( 4) 3(20) 13 8 60 55

1 2 3 1 2 3 1 2 3

4 2 3

0 5 1

     

  









 

 

         

  

លហំាត ់

គ នាណដដទម្ើ ង់រនុងលំហាត់1ដល់8ណដ្ឋយណព្បើរូហាវ រ់ទ័រណ ើង ល្ងកាត់ជរួណដរទើ១ ។ លំហាត់1ដល់ 
4 គ នាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើរូហាវ រ់ទ័រចុះ ល្ងកាត់ជរួឈរទើ២។ 
គ នាណដដទម្ើ ង់ ណដ្ឋយណព្បើរូហាវ រ់ទ័រណ ើង ល្ងកាត់ជរួណដរទើ១ 

1. 
3 0 4

3 2 2 3
2 3 2 3 4 3( 3 10) 4(10) 1

5 1 0 5
0 5 1

      




 

2. 
0 5 1

4 0 4 3
4 3 0 5 1 5(4) 1(16 6) 2

2 1 2 4
2 4 1


          

3. 
2 4 3

1 2 3 2 3 1
3 1 2 2 4 3 18 20 33 5

4 1 1 1 1 4
1 4 1



        
 



 

4. 
1 3 5

1 1 2 1 2 1
2 1 1 3 5 2 3 25 20

4 2 3 2 3 4
3 4 2

         

5. 
2 3 4

0 5 4 5 4 0
4 0 5 2 3 4 10 3 16 3

1 6 5 6 5 1
5 1 6



         
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6. 
5 2 4

3 5 0 5 0 3
0 3 5 5 2 4 205 20 24 201

4 7 2 7 2 4
2 4 7



      
 



 

7. 
4 3 0

5 2 6 2
6 5 2 4 3 4

7 3 9 3
9 7 3

    

8. 
8 1 6

0 3 4 3 4 0
4 0 3 8 6 48 29 48 125

2 5 3 5 3 2
3 2 5

        
 



 

គ នាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើរូហាវ រ់ទ័រចុះ ល្ងកាត់ជរួឈរទើ២ 

1. 
3 0 4

3 4 3 4
2 3 2 3 5 9 10 1

0 1 2 2
0 5 1

     




 

2. 
0 5 1

4 0 0 1 0 1
4 3 0 5 3 4 20 6 16 2

2 1 2 1 4 0
2 4 1

          

3. 
2 4 3

3 2 2 3 2 3
3 1 2 4 4 20 5 20 5

1 1 1 1 3 2
1 4 1



        
 



 

1 3 5
2 1 1 5 1 5

2 1 1 3 4 3 13 36 20
3 2 3 2 2 1

3 4 2

          

 
ម ព្ទើស 2 2   គឺមៃម ព្ទើសព្ចាសណ ើយព្បសិៃណបើមៃណដដទម្ើ ង់របស់វា គឺមិ្ៃសូៃយ។ ណដើម្បើ
បណងកើៃចំណ ះដឹងដផនរម ព្ទើសឱ្យបាៃទូលំទូោយ ណយើងព្តូវការៃិយម្ៃ័យម្យួសព្មប់ណដដទម្ើ ង់
នៃម ព្ទើស n n   ។ ណយើងអាចររណ ើញសព្មប់ៃិយម្ៃ័យររ ើ  3 3   អវើដដលបាៃណរើតណ ើងណៅ
ណរលម ព្ទើស 3 3A   បង្គ្ញ្ច ស គឺបាៃសព្មួ្លជរួ។ 
 រិចារណា 

i jA a      ដដល 11 0a    ។ ព្បសិៃណបើណយើងគុ ជរួទើ២ ៃិង ជរួទើ៣ នៃ A    
ណដ្ឋយ 11a   បនាទ ប់ម្រណធ្វើផលដរណម្គុ សម្ព្សបនៃជរួដំបូងរើ ២ជរួដនទណទៀតណយើងណ ើញថ្ន A   ជា
ជរួណសមើរៃឹងម ព្ទើសរើរបៃតរបនាទ ប់៖ 

 
11 12 13 11 12 13

11 21 12 22 13 23 11 22 12 21 11 23 13 21

11 31 11 32 11 33 11 32 12 31 11 33 13 31

0

0

a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a

   
   

 
   
       

    (1)   
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 ណដ្ឋយណ តុថ្ន A    មិ្ៃអាចបង្គ្ញ្ា សទាងំម ព្ទើសរំ ត់  2, 2   ឬ  3,2   ណៅខាងសាត រំនុង 
 1  គឺមិ្ៃសូៃយ។ (ណបើមិ្ៃដូណចនះណទ ណយើងអាចណធ្វើការផ្លល ស់បតូរជរួណដរមុ្ៃ ៃិងគ នា)។ ណដ្ឋយគុ ជរួ
ទើ៣ ណដ្ឋយ 11 22 12 21a a a a   បនាទ ប់ម្រជរួទើ៣ បដៃេម្ថ្មើ 11 32 12 31( )a a a a    ដងនៃជរួទើ២។ ណៃះៃឹង
បរហ ញថ្ន៖ 

 
11 12 13

11 22 12 21 11 23 13 21

11

0

0 0

a a a

A a a a a a a a a

a

 
 

 
 
  

  

 ដដល៖  
11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31a a a a a a a a a a a a a a a a a a         2   

 ណដ្ឋយណ តុថ្ន A    អាចបង្គ្ញ្ា ស   ព្តូវដតមិ្ៃសូៃយ។ វាមៃភារផទុយផងដដរ ដូចដដរណយើង
បាៃណ ើញរនុងដផនរ 3.2   ។ ណយើងណៅថ្ន   រនុងសម្ើការ  2   ថ្ន វាជាណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស 

3 3A  ។ រលំឹរថ្នណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស 2 2   
i jA a     ជាចំៃួៃ។ 

 ាង 11 22 12 21A a a a a   
 សព្មប់ម ព្ទើស 1 1   ណយើងណ ើញថ្ន  11A a   ណយើងរំ ត់ណដដទម្ើ ង់ 11A a   ។ ណដើម្បើ
ឱ្យៃិយម្ៃ័យជាទូណៅនៃណដដទម្ើ ង់មៃម ព្ទើសណព្ចើៃ ណយើងៃឹងណព្បើណដដទម្ើ ង់ 2 2  ណដើម្បើសរ
ណសរណ ើងវញិណដដទម្ើ ង់ 3 3      ដដលបាៃណរៀបរាប់ខាងណលើ។ ចាប់រើតណួព្ចើៃរនុង    អាចណធ្វើជា
ព្រុម្ដូចជា៖  
 11 22 33 11 23 32 12 21 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31( ) ( ) ( )a a a a a a a a a a a a a a a a a a       

 22 23 21 23 21 22

11 12 13

31 3232 33 31 33

. det . det . det
a a a a a a

a a a
a aa a a a

     
        

    
  

ណដ្ឋយសរណសរោ ងរយ៖  
 11 11 12 12 13 13. det . det . deta A a A a A        3   
 ដដល 11 12 13, &A A A   គឺទទលួបាៃរើ A  ដដលលុបជរួទើ1  ៃិងជរួឈរទើ1  រនុងចំណណាម្ជរួទាងំ
៣ ។ សព្មប់ម ព្ទើសកាណរ A  ាង i jA   ជាសញ្ញ នៃទព្ម្ង់ម ព្ទើសណដ្ឋយលុបជរួទើ &i j   ចំណ ះជរួ
ឈរ A  ។  

សព្មប់ឧទារ  ៍ ព្បសិៃណបើ៖ 
1 2 5 0

2 0 4 1

3 1 0 7

0 4 2 0

A

 
 


 
 
 

 

   

ណនាះ 32A  គឺចងអុលបរហ ញណដ្ឋយលុបជរួទើ៣ ៃិងជរួទើ២  

ណ តុណៃះណ ើយណគបាៃ៖   32

1 5 0

2 4 1

0 2 0

A

 
 

 
 
  
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 ដដលណយើងអាចផតល់ៃិយម្ៃ័យជំៃយួនៃណដដទម្ើ ង់ណរល 3n    ដដល ណដដទម្ើ ង់ A  ព្តូវ
បាៃរំ ត់ ណដ្ឋយណព្បើព្បាស់ណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើសរង i jA 2 2  ដូចរនុងទើ  3  ខាងណលើ។ ណៅណរល 

4n   ដដលណដដទម្ើ ង់ A  ណព្បើណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើសរង i jA 3 3  ។  

ាទូនៅ ណដដទម្ើ ង់ n n  គឺព្តូវបាៃរំ ត់ណដ្ឋយណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើសរង    1 1n n     ។ 
 

េិយមេ័យ៖ 
សម្រាប់ 2n     ដេទែមីណង់ n n   គឺ 

ijA a      ទេលជាផលបូក n  តួរនៃ i ja  ដេទែមី
ណង់ ijA   ដោយបូកៃឹងេកសញ្ញា ខុសគ្នា ទេលកំណត់ 11 12, ,..., na a a  គឺមកពីជួរេំបូងនៃ A   
។ ជាៃិមិតតសញ្ញា  

 
1

11 11 12 12det det A det A ... 1 det
n

n nA a a a a


       
1

1 1

1

1 det
n

j

j j

j

a A




   ។ 

ឧទារ  ៍ទើ១  គ នាណដដទម្ើ ង់នៃ៖ 

 
1 5 0

2 4 1

0 2 0

A

 
 

 
 
  

  

ដំណណាះព្សាយ  
 គ នាដដល 11 11 12 12 13 13det det detA a A a A a A     

 4 1 2 1 2 4
det 1 det 5 det 0 det

2 0 0 0 0 2
A

      
          

      
  

       1 0 2 5 0 0 0 4 0 2           
 ការរំ ត់សមា ល់រមួ្ោន ដនទណទៀតសព្មប់ណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើសណព្បើជាគូរនៃបនាទ ត់ឈរនៃវង់
ព្រចរ។  
 ដូណចនះ គ នារនុងឧទារ  ៍អាចរំ ត់សរណសរជា៖ 

 4 1 2 1 2 4
det 1 5 0 ... 2

2 0 0 0 0 2
A

      
          

      
  

 ណដើម្បើចូលព្ទឹសតើបនាទ ប់វា គឺព្សណដៀងោន ណដើម្បើសរណសរៃិយម្ៃ័យនៃណដដទម្ើ ង់ A  រនុងទព្ម្ង់
ខុ្សោន ោ ងចាស់។ ណគឲ្យ  , ,i jA a i j     ជារាត នៃសវ័យគុ គឺជាចំៃៃួ i jC  សរណសរណដ្ឋយ៖ 

   1 det
i j

ij i jC A


   ដ ោះ 11 11 12 12 1 1det ... n nA a C a C a C      4   

 ដ ោះ 11 11 12 12 1 1det ...... n nA a C a C a C      
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 រូបម្ៃតណៃះ គឺព្តូវបាៃណគណៅថ្ន ជាការរនាល តជរួដំបូងនៃរាត សវ័យគុ នៃ A  ។ ណយើងមិ្ៃបញ្ាូ
លដំណណាះព្សាយព្សបាម្ព្ទឹសតើមូ្លដ្ឋធ ៃ ណដើម្បើណចៀសវាងការចារព្បធាៃឆ្ា យ។ 

ស្រទឹសដរីទទី១ ៖ 

 ណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស :A n n  ព្តូវបាៃគ នាណដ្ឋយ រូហាវ រ់ទ័រ ឬសញ្ញ ម្ើ ័រ
រនាល តជរួឈរជរួណដរណាម្ួយ។ ការរនាល ត ល្ងកាត់ជរួទើ i   ណដ្ឋយណព្បើព្បាស់សញ្ញ ម្ើ ័ររនុង 
 4  គឺ៖ 
  1 1 2 2det ...i i i i in inA a C a C a C     
ការរនាល តសញ្ញ ម្ើ ័រជរួណដរទើ j ជរួឈរគឺ៖ 

1 1 2 2det ...j j j j nj njA a C a C a C     ។ 
ការបូរ ឬដររនុងសញ្ញ រូហាវ រ់់ទ័រ  ,i j  អាព្ស័យណលើវុចិទ័រទើាងំនៃ ija  ណៅរនុងម  
ម្រែីសដោយមិៃគិតពីសញ្ញា នៃ ija   ខលួៃឯង កត្តត   1

i j
   កំណត់ដោយលំ ំផ្ទ ំងនៃសញ្ញា ៖

  
   
 
  
 
   
 
 

  

ឧទារ  ៍ទើ២  ណព្បើព្បាស់ការរនាល តសញ្ញ ម្ើ ័រណៅជរួទើ៣ណដើម្បើរំ ត់សញ្ញ ណដដទម្ើ ង់ A  ដដល៖ 

 
1 5 0

2 4 1

0 2 0

A

 
 

 
 
  

 

ដំណណាះព្សាយ គ នា  

 
     

 

 

31 31 32 32 33 33

3 1 3 2 3 3

31 31 32 32 33 33

det

1 det 1 det 1 det

5 0 1 0 1 5
0 2 0

4 1 2 1 2 4

0 2 1 0 2

A a C a C a C

a A a A a A
  

  

     

   
 

     

   

ស្រទឹសតរីទទី១ ការសព្មួ្លរនុងការគ នាណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើសដដលមៃសូៃយណព្ចើៃ។ 
រនុងឧទា រ ៍ ព្បសិៃណបើជរួម្យួណសមើសូៃយទាងំអស់ ណនាះការរនាល តសញ្ញ ម្ើ ័រណៅរនុងជូរដដលមៃតរួ
ណព្ចើៃជាណលខ្សូៃយ ណ ើយសញ្ញ ម្ើ ័ររនុងតរួទាងំណនាះមិ្ៃចាបំាច់រនុងការគ នាណទ។ ការណដ្ឋះព្សាយ
ដូចោន ជាម្យួៃឹងជរួឈរដដលដដលមៃណលខ្សូៃយណព្ចើៃ។ 
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ឧទារ  ៍ទើ៣  គ នាណដដទម្ើ ង់ A  ដដល    

 

3 7 8 9 6

0 2 5 7 3

0 0 1 5 0

0 0 2 4 1

0 0 0 2 0

A

  
 


 
 
 

 
  

  

ដំណណាះព្សាយ  ការរនាល តសញ្ញ ម្ើ ័រជូរឈរទើ១ នៃ A  មៃតជួាណព្ចើៃដដលមៃតនម្លសូៃយណព្ចើៃ
ណលើរដលងតដំួបូង។  

េូចដៃោះ 21 31 41 51

2 5 7 3

0 1 5 0
det 3 0 0 0 0

0 2 4 1

0 0 2 0

A C C C C




         





  

ចាប់រើណៃះណៅ ណយើងៃឹងមិ្ៃៃិោយរើតណួលខ្សូៃយណព្ចើៃ រនុងការរនាល តសញ្ញ ម្ើ ័រណទៀតណទ បនាទ ប់រនាល
តណដដទម្ើ ង់ 4 4   ណៃះណៅជរួឈរទើ១ ណដើម្បើឱ្យចំណ ញណលខ្សូៃយណយើងមៃ៖

 
1 5 0

det 3 2 2 4 1

0 2 0

A    



  

ណដដទម្ើ ង់ 3 3   ណៃះព្តូវបាៃគ នារនុងឧទា រ ៍១ ៃឹងររណ ើញចណម្លើយណសមើៃឹង 2   ណ តុណៃះ
ណ ើយណដដទម្ើ ង់  3 2 2 12A        ។ 
ម ព្ទើសណៅរនុងឧទា រ ៍៣ ណសទើដតមៃរាងជាព្តើណកា ។  វធិ្ើណៅរនុងឧទា រ ៍ណៃះគឺរយព្សួល
រនុងការយរលំនាណំដើម្បើព្សាយណៅាម្ព្ទឹសតើ។ 

ស្រទឹសតរីទទ២ី ៖  
  ព្បសិៃណបើ A   ជាម ព្ទើសដដលមៃរាងជាព្តើណកា  ណនាះណដដទម្ើ ង់ A   ជាផលគុ ដដល
រំ ត់់ណលើម ព្ទើសព្ទូងនៃ A  ។ 

វធិ្ើសាង្គ្សតណៅរនុងឧទា រ ៍ទើ៣ ដដលមៃណលខ្សូៃយណព្ចើៃព្បព្រឹតតណៅបាៃលអណៅណរលជរួទាងំមូ្ល ឬ
ជរួឈរជាណលខ្សូៃយណព្ចើៃ រនុងររ ើ ណៃះការរនាល តសសញ្ញ ម្ើ ័រណៅាម្ជរួឈរជាផលបូរនៃណលខ្
សូៃយទាងំណនាះ ដូចណៃះណ ើយណដដទម្ើ ង់ គឺមៃតនម្លសូៃយប ុដៃតការរនាល តសញ្ញ ម្ើ ័រភាគណព្ចើៃ គឺមិ្ៃ
អាចគ នាបាៃោ ងរយព្សួល។ 
កំណត់សោំល៖់ 
 ណោងាម្សតង់ដ្ឋរសរវនថ្ាម ព្ទើស 25 25   គឺតូច។ ណៅដតមិ្ៃអាចណធ្វើការគ នាណដដទម្ើ 
ង់ 25 25  ណដ្ឋយការរនាល តសញ្ញ ម្ើ ័រ។ ជាទូណៅ ការរនាល តសញ្ញ ម្ើ ័រម្យួទាម្ទារមៃផល
គុ ណព្ចើៃជាង !n  ណ ើយ25! គឺមៃតនម្លព្បដ ល 251.5 10  ។ 
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ព្បសិៃណបើរំុរយូទ័រណនាះអាចណដ្ឋះព្សាយផលគុ បាៃរាប់ណកាដិម្យួរយៈណរលខ្លើ វាៃឹងអាចណៅតូចជាង 
500,000   ឆ្ន ណំដើម្បើគ នាណដដទម្ើ ង់ 25 25  ណដ្ឋយវ ើធ្ើណៃះ។ ណបើសំណាងលអ វាៃឹងមៃវធិ្ើណលឿៃ
ជាងណៃះដដលណយើងៃឹងររណ ើញឆ្ប់ៗ។ 
លំហាត់រើ 19 38  បរហ ញរើលរខ ះសម្បតតិនៃណដដទម្ើ ង់ ភាគណព្ចើៃជាររ ើ  2 2  ។ លទធផលរើ
លំហាត់ 33 36   ៃឹងណព្បើព្បាស់ចំ ុចបនាទ ប់ ណដើម្បើទាញយរលរខ ះសម្បតតិព្សណដៀងោន សព្មប់ម 
ព្ទើស n n  ។  
អៃុវតតលំហាត់៖  

គណ   
5 7 2 2

0 3 0 4

4 8 0 3

0 5 0 6





 



  

លរខ សម្បតតិនៃណលខ្សូៃយណព្ចើៃ។ ចាប់ណផតើម្ណដ្ឋយការរនាល តសញ្ញ ម្ើ ័រណៅជរួឈរទើ៣ ណដើម្បើទារ់
ទង់ម ព្ទើស3 3 ដដលព្តូវបាៃគ នាណដ្ឋយការរនាល តជរួឈរម្យួរបស់វា។ 

   
1 3

5 7 2 2
0 3 4

0 3 0 4
1 2 5 8 3

4 8 0 3
0 5 6

0 5 0 6







   

 




 

           
2 1 3 4

2 1 5 20
5 6

 
    


  

 
2 1

1


  បនាទ ប់ៃូវការគ នាចុងណព្កាយរើចំ ុច  2,1  នៃតនម្ល 5 រនុងណដដទម្ើ ង់ 3 3 ។ 
 

លហំាត ់

រនុងលំហាត់1-8ចូរគ នាតនម្លណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើរណៃាម្ហាវ រ់ទ័រនៃជរួណដរទើ១។ណ ើយរនុង  
លំហាត់ 1-4 រ៏អាចគ នាតនម្លណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើរណៃាម្ហាវ រ់ទ័រនៃជរួឈទើ២ផងដដរ។ 
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3 0 4 0 5 1

1. 2 3 2 2. 4 3 0

0 5 2 2 4 1

2 4 3 1 3 5

3. 3 1 2 4. 2 1 1

1 4 1 3 4 2

2 3 4 5 2 4

5. 4 0 5 6. 0 3 5

5 1 6 2 4 7

4 3 0 8 1 6

7. 6 5 2 8. 4 0 3

9 7 3 3 2 5









 







 

 
រនុងលំហាត់9-14 ចូរគ នាតនម្លណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើរណៃាម្ហាវ រ់ទ័រ ។ណ ើយរ៏អាចគ នាតនម្លណដ
ដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើរណៃាម្ហាវ រ់ទ័រនៃជរួឈឬជរួណដរ មៃភាររយព្សួលរនុងការគ នា។ 

6 0 0 5 1 2 5 2

1 7 2 5 0 0 3 0
9. 10.

2 0 0 0 2 6 7 5

8 3 1 8 5 0 4 4

3 5 8 4 4 0 0 0

0 2 3 7 7 1 0 0
11. 12.

0 0 1 5 2 6 3 0

0 0 0 2 5 8 4 3

4 0 7 3 5 6 3 2 4 0

0 0 2 0 0 9 0 4 1 0

13. 14.7 3 6 4 8 8 5 6 7 1

5 0 5 2 3 3 0 0 0 0

0 0 9 1 2 4 2 3 2 0





 



  

 

 



  





 

សព្មប់កាគ នាណដដទម្ើ ង់លំដ្ឋប់3 3  ណយើងអាចណធ្វើការគ នា ណដ្ឋយណលើរជរួឈទើ១ៃិងជរួឈ
ទើ២ ដ្ឋរ់ខាងសាត រំណៃាម្ណដដទម្ើ ង់ រចួណ ើយគុ អងកត់ព្ទូងទាងំ6 ដូចរូបខាងណព្កាម្៖ 
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ចំណ ះផលគុ អងកត់ព្ទូងចុះម្រណព្កាម្មៃសញ្ញ វជិាមៃ ចំដ រផលគុ អងកត់ព្ទូងណ ើ ណលើមៃ
សញ្ញ អវជិាមៃ។ រនុងលំហាត់ 15-18 ចូរគ នាណដដទម្ើ ង់ាម្វធិាៃខាងណលើ។ 
ចំណា៖ំ រណបៀបខាងណលើមិ្ៃអាចអៃុវតតបាៃជាទូណៅរនុងការគ នាណដដទម្ើ ង់លំដ្ឋប់4 4 បាៃណទ! 

3 0 4 0 5 1

15. 2 3 2 16. 4 3 0

0 5 1 2 4 1

3 4 3 1 3 5

17. 2 1 2 18. 2 1 1

1 4 1 3 4 2









 

 
រនុងលំហាត់ 19-24 ចូរបរហ ញរើឥទធិរលព្បម វធិ្ើជរួណដរណលើតនម្លណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស។ 
ាម្ររ ើ លំហាត់ខាងណព្កាម្ បរហ ញរើឥទធិរលព្បម វធិ្ើជរួណដរណលើតនម្លណដដទម្ើ ង់។ 

19. , 20. ,

3 4 3 4
21. , 22. ,

5 6 5 3 6 4

1 1 1

23. 3 8 4 , 3 8 4

2 3 2 2 3 2

3 2 2

24. 3 2 2 ,

6 5 6 6 5 6

a b c d a b a b

c d a b c d kc kd

a b a kc b kd

k k c d c d

k k k

a b c

a b c

 

 

   

 

 

រនុងលំហាត់25-30 ចូរគ នាតនម្លណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើសបឋម្ 
1 0 0 1 0 0

25. 0 1 0 26. 0 1 0

0 1 0 1k k
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0 0 1 0 0

27. 0 1 0 28. 0 0

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 0 1

29. 1 0 0 30. 0 1 0

0 0 1 1 0 0

k

k

 

៣.២ លកេណះទូនៅច្េនេអទមីណង់ 

 ភារអាថ្៌ារំបាងំនៃណដដទម្ើ ង់គឺការបទដបប ផ្លល ស់បតូណៅរររណបៀបគ នា ណៅណរលព្បម 
វធិ្ើព្តូវបាៃគ នា។ ដផអរាម្ព្ទឹសតើជាទូណៅនៃលទធផលលំហាត់ 19 24  រនុងចំ ុច 3.1 ។ ដំណណាះ
ព្សាយ គឺសេិតណៅចុងបញ្ច ប់នៃលំហាត់ចំ ុចណនាះ។ 
ព្ទឹសតើបទ ៖ 
ព្បម វធិ្ើនៃជរួរនុងណដដទម្ើ ង់ 
ាង A   ជាម ព្ទើសកាណរ៖ 

.a   ព្បសិៃណបើមៃផលគុ ណៅរនុងជរួម្យួនៃ A   ព្តូវបាៃបដៃេម្ណៅជរួម្យួណទៀត ណដើម្បើបណងកើតបាៃជា
ម ព្ទើស B  ណនាះ ណដដទម្ើ ង់ B  ណសមើណដដទម្ើ ង់ A  ។ 

.b  ព្បសិៃណបើជរួរើរនៃ A គឺព្តូវបាៃបតូរោន ណដើម្បើបណងកើត B  ណនាះណដដទម្ើ ង់ B ផទុយរើណដដទម្ើ ង់ A។ 

.c  ព្បសិៃណបើជរួម្យួនៃ A ព្តូវបាៃគុ ណដ្ឋយK បណងកើត B ណនាះណដដទម្ើ ង់ B ណសមើផលគុ  K   រវាង
ណដដទម្ើ ង់ A  ។ ណដ្ឋយដផអរាម្ឧទា រ ៍ ណគបាៃបរហ ញរើរណបៀបណព្បើព្បាស់ព្ទឹសតើបទទើ៣ ណដើម្បើ
ណដ្ឋះព្សាយណដដទម្ើ ង់ឱ្យមៃព្បសិទធភារ។ 
 ណដ្ឋយដផអរណៅណលើឧទា រ ៍ បាៃបរហ ញរើរណបៀបណព្បើព្បាស់ព្ទឹសដើបទទើ៣ ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយណដ
ដទម្ើ ង់ឱ្យមៃព្បសិទធភារ។  

ស្រទឹសដរីទ៨.១ ណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស A   ណ ើយណសមើៃឹងព្តង់សប  ូ TA របស់វា ណគបាៃ TA A ។ 

ឧទា រ ៍៖ គ នា det( )A  
1 4 2

2 8 9

1 7 0

A

 
 

  
 
  

 

3 1 3 2

1 4 2
4 2 1 2

2 8 9 ( 1) ( 1) ( 1)
8 9 2 9

1 7 0

(36 16) 7( 9 4) 20 35 15

A  




       
  

         

 

1 3 2 3

1 2 1
4 8 1 2

4 8 7 ( 1) ( 1) ( 1)
2 9 2 9

2 9 0

(36 16) 7( 9 4) 20 35 15

TA  

 
 

      
 



        
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ស្រទឹសដរីទ ៨.២ A  ជាម ព្ទើសកាណរ 
   i  ណបើ Aមៃជរួណដរ(ជរួឈរ)ណាម្យួសូៃយ ណនាះ 0A    
   ii  ណបើ Aមៃជរួណដរ(ជរួឈរ)ណាម្យួដូចោន  ណនាះ 0A    
   iii  ណបើ A  ជាម ព្ទើសព្តើណកា (មៃៃ័យថ្ន A  មៃធាតុណព្កាម្អងកត់ព្ទូងសូៃយឬ
ធាតុណលើអងកត់ព្ទូង) ណនាះ A   ណសមើៃឹងផលគុ នៃធាតុអងកត់ព្ទូង ។ ដូណចនះ 1I    ដដល I   ជាម ព្ទើស
ឯរា។ 

 

ឧទា រ ៍១  គ នាណដដទម្ើ ង់ A  ដដល 
1 4 0

2 8 9

1 7 0

A

 
 

  
 
  

  

ដំណណាះព្សាយ 
វធិ្ើសាង្គ្សតណដើម្បើទព្ម្ង់ថ្យនៃ A  ជាជាៃ់ ៃិងណព្បើព្បាស់រាត ណ ើយៃឹងណដដទម្ើ ង់ ៃិងម ព្ទើសដដល
មៃរាងដូចព្តើណកា  គឺជាការរំ ត់អងាត់ព្ទូង។ ការជំៃសួជរួរើដំបូងរនុងជរួឈរទើ១ គឺមិ្ៃផ្លល ស់បតូរណដ
ដទម្ើ ង់ណទ។ 

 
1 4 0 1 4 0 1 4 0

det 2 8 9 0 0 5 0 0 5

1 7 0 1 7 0 0 3 2

A

       
     

      
     
           

  

ការផ្លល ស់បតូរជរួទើ២ ៃិងជរួទើ៣ ផទុយណៅៃឹងសញ្ញ ណដដទម្ើ ង់ណនាះ៖ 

    

1 4 0

det 0 3 2 1 3 5 15

0 0 5

A

 
 

     
 
  

  

ការណព្បើព្បាស់រមួ្ោន នៃព្ទឹសតើ  3 C  រនុងការគ នាណដ្ឋយផ្លទ ល់ គឺជាការរររាត ផលគុ ម្យួរមួ្ោន នៃ
ជរួម្យួនៃម ព្ទើស។ សព្មប់ឧទា រ ៍៖ 

 5 2 3 5 2 3k k k k

     

  

     

  

ការរំ ត់ណព្បើព្បាស់ណលខ្ខុ្សោន  គឺមិ្ៃបតូរណដើម្បើណយើងណព្បើវធិ្ើណៃះរនុងឧទា រ ៍បនាទ ប់។ 

ឧទា រ ៍២  គ នាណដដទម្ើ ង់ A  ដដល 
2 8 6 8

3 9 5 10

3 0 1 2

1 4 0 6

A

 
 


 
  
 

 
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ដំណណាះព្សាយ 
ណដើម្បើគ នាៃរវៃត ណយើងចង់ឱ្យព្ជុងខាងណលើដផនរខាងណ វ្ងនៃជរួម្ួយ។ ណយើងអាចផ្លល ស់បតូរជរួ១ ណ ើយ
ៃឹង៤ ។ ជំៃសួម្រវញិណយើងយររាត រើរណចញរើជរួណលើបនាទ ប់ម្រណៅជរួដដលជំៃួសណៅរនុងជរួឈរទើ១។ 

 
1 4 3 4 1 4 3 4

3 9 5 10 0 3 4 2
det 2 2

3 0 1 2 0 12 10 10

1 4 0 6 0 0 3 2

A

    
   

  
    
     
   

    

  

បនាទ ប់ម្រណយើងអាចយររាត រើរណផសងោន ណទៀតម្ររើជរួទើ៣ ឬណព្បើជរួទើ៣ ណៅរនុងជរួឈរទើ២ ណធ្វើជាសនូ
ល។ ណយើងណព្ជើសណរ ើសព្បម វធិ្ើទើ២ ដដលបដៃេម្៤ដងនៃជរួទើ២ ណៅជរួទើ៣ ។ 

 
1 4 3 4

0 3 4 2
det 2

0 0 6 2

0 0 3 2

A

 
 

 
 
 
 

 

  

ចុងណព្កាយបដៃេម្ 1

2
  ដងនៃជរួទើ 3  ណៅជរួទើ 4   ណ ើយគ នាណដដទម្ើ ង់ណៃះ ជារាងព្តើណកា  

ណយើងណ ើញថ្ន៖ 

      

1 4 3 4

0 3 4 2
2 2 1 3 6 1 36

0 0 6 2

0 0 3 2

A

 
 

 
      
 
 

 

 

  𝑈 = [

∎
0
   

∗    
∎   

 
∗   
∗   

∗
∗

0    
0    

0    
0    

∎   
0

∗
∎

]    

សៃនិដ្ឋធ ៃមៃម ព្ទើសកាណរ A   មៃទព្ម្ង់ថ្យជាជាៃ់ U   ណដ្ឋយជំៃយួ ៃិងផ្លល ស់បតូជរួ។  ព្បសិៃណបើ
មៃការផ្លល ស់បតូរ r  ណនាះព្ទឹសតើបទទើ៣  det 1 det

r
A U    

 𝑈 = [

∎ 
0 

   ∗   
∎

∗
 ∗

 
  ∗
  ∗

 0
 0

    
0   
0   

0
0

   ∗
   ∎

]   ណៅណរល U  សេិតរនុងទព្ម្ង់ជាជាៃ់វាមៃរាងដូចព្តើណកា  ដូចណៃះណដ

ដទម្ើ ង់ det 0U   U  គឺជាតនម្លនៃអងាត់ព្ទូង 11,..., nnU U  ព្បសិៃណបើ A  គឺបណញ្ា ៀស ការរំ ត់ iiU  
គឺសេិតណៅជំុវញិទាងំអស់រើណព្ ះ nA I  ណ ើយៃិង iiU  មិ្ៃព្តូវបាៃរំ ត់ទំ  ំណៅកាៃ់ណលខ្១ ម្ា ង
ណទៀតោ ងណហាចណាស់ nnU  គឺសូៃយណ ើយតនម្ល 11,..., nnU U  គឺសូៃយ។ ណម្ើលចំ ុចណលខ្១។  

ដូចណៃះ   1
det

0

r

A
 

 

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វាគរួឱ្យចាប់អារម្ម ៍ណដើម្បើរំ ត់ថ្ន ណទាះបើជាទព្ម្ង់ជរួនៃរិរ ៌ា នាខាងណលើ គឺមិ្ៃមៃដតម្យួណទ 
រើណព្ ះវាមិ្ៃបាៃបៃេយជរួោ ងណរញណលញ ណ ើយណៅជំុវញិ គឺមិ្ៃដតម្យួ លទធផលដដលណៅជំុវញិគឺ 
មៃដតម្យួណលើរដលងមៃសញ្ញ ដរ។  រូបម្ៃត  1  មិ្ៃព្តឹម្ដតផតល់ការបរព្សាយជារ់ដសតងនៃណដដទម្ើ
 ង់ A  ប ុណណាណ ះណទ ដថ្ម្ទាងំផតល់ព្ទឹសតើបទរនុងចំ ុចណៃះ។ 
ព្ទឹសតើបទទើ៤ ៖  
 ម ព្ទើសនៃកាណរ A  ម្យួអាចបង្គ្ញ្ច ស ព្បសិៃណបើមិ្ៃដូណចាន ះណទណដដទម្ើ ង់ 0A  ។ 

 
 ព្ទើសដើបទទើ៤ បដៃេម្ររ ើ ណដដទម្ើ ង់ 0A  ណដើម្បើបញ្ា សព្ទឹសតើបទម ព្ទើស។ សារៈសំខាៃ់
នៃរ ូរ  ូដលគឺថ្ន ណដដទម្ើ ង់ 0A   ណៅណរលជរួឈរនៃ A  អាព្ស័យណលើលើណៃដអ រ បដៃេម្រើណៃះណដដទម្ើ
 ង់ 0A  ណៅណរលជរួជាណព្ចើៃនៃ A  គឺអាព្ស័យណលើលើណៃដអ រ ជរួជាណព្ចើៃនៃ A  គឺជាជរួនៃ TA  ជរួ
ឈរអាព្ស័យលើដៃដអ រនៃ TA   ណធ្វើឱ្យ TA   ណទាលដូចណៃះគឺ A   បណញ្ា ៀសព្ទឹសតើបទម ព្ទើស។ រនុងការអៃុ
វតតៃ៍អាព្ស័យណលើលើណៃដអ រជារ់ដសតងណៅជរួឈរទើ២ ឬជរួរើរដូចោន ឬរ៏ជរួឈរម្យួឬជរួម្យួ គឺសូៃយ។   

ឧទា រ ៍  គ នាណដដទម្ើ ង់ A  ដដល A

3 1 2 5

0 5 3 6

6 7 7 4

5 8 0 9

  
 

 
 
  
 
  

  

ដំណណាះព្សាយ  បដៃេម្ 2  ដងជរួទើ១ ណៅជរួទើ៣ ណដើម្បើទទលួបាៃ  

  
3 1 2 5

0 5 3 6
det det 0

6 7 7 4

5 8 0 9

A

  
 

 
  
  
 
  

  

រើណព្ ះ ជរួទើ២ ៃិងជរួទើ៣ នៃម ព្ទើសទើ២ ណសមើោន  
   
 កណំត់នំោ ំ
១. រម្មវធិ្ើរំុរយូទ័រភាគណព្ចើៃដដលអាចគ នាណដដទម្ើ ង់ A   ។ សព្មប់ម ព្ទើសទូណៅនៃ A  ណដ្ឋយ
ណព្បើព្បាស់ព្ទឹសតើនៃរូបម្ៃត  1  ខាងណលើ។ 

២. វាអាចបរហ ញរើការវាយតនម្លនៃណដដទម្ើ ង់ n n  ណដ្ឋយណព្បើព្បាស់ព្បម វធិ្ើជរួទាម្ទាព្បដ ល 
32

3

n   ព្បម វធិ្ើៃរវៃត។ បណាត រំុរយូទ័រទំណៃើបទាងំឡាយអាចគ នាណដដទម្ើ ង់ 25 25   រនុង
ដផនរម្យួណដ្ឋយណព្បើរយះណរលខ្លើ។ វាទាម្ទាព្បដ ល ១០ ០០០ ព្បម វធិ្ើ។  
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រំុរយូទ័រជាណព្ចើៃអាចដថ្ម្ទាងំណដ្ឋះព្សាយោ ងទូោយរើម ព្ទើស “ដដលធាតុភាគណព្ចើៃ គឺសូៃយ” 
ជាម្យួឱ្កាសលអដដលវា ៃិងថ្នលរខ ៈសម្បតតិនៃវតតមៃនៃណលខ្សូៃយជាណព្ចើៃ។ រិតណាស់ ការ
រំ ត់ណលខ្សូៃយអាចគ នាណដ្ឋយនដោ ងណលឿៃផងដដរ។ ការគ នារនុងឧទា រ ៍ បនាទ ប់រមួ្ប
ញ្ាូ លទាងំឥទធិរលនៃព្បម វធិ្ើជរួជាម្យួៃឹងយុទធសាង្គ្សតរើចំ ុច 3.1  រើការណព្បើបព្បាស់ការរំ ត់
សូៃយរនុងការរនាល តរូហាវ រ់ទ័រ។ 

ឧទា រ ៍៤ គ នាណដដទម្ើ ង់នៃ A  ដដល A  
0 1 2 1

2 5 7 3

0 3 6 2

2 5 4 2

 
 


 
 
 
   

  

ដំណណាះព្សាយ វធិ្ើដ៏លអណដើម្បើចាប់ណផដើម្រនុងការណព្បើព្បាស់ណលខ្ 2   រនុងជរួឈរណលខ្ 1  ជាសនូល ណដើម្បើ
បំបាត់ 2   ខាងណព្កាម្វា។ បនាទ ប់ម្រណព្បើព្បាស់រូហាវ រ់ទ័រ ណដើម្បើបៃេយទំ នំៃណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណធ្វើ
ាម្ព្បម វធិ្ើជំៃសួជរួដនទណទៀត។ ដូចណៃះ៖ 

 
0 1 2 1

1 2 1 1 2 1
2 5 7 3

det 2 3 6 2 2 0 6 5
0 3 6 2

0 3 1 0 3 1
2 5 4 2

A

 
     

         
    
         

   

  

ការផ្លល ស់បដូរជរួទើ 2   ៃិង 3   អាចបបណងកើតជាណដដទម្ើ ង់រាងព្តើណកា ។ ការណដ្ឋះព្សាយដនទ
ណទៀត គឺណដើម្បើររារការរនាល តរូហាវ រ់ទ័រណៅជរួដំបូង។ 

     
0 5

det 2 1 2 15 30
3 1

A


      


   
 

ស្រទឹសដរីទ ៨.៣ ឧបមម ព្ទើស Bបាៃរើការណធ្វើព្បម វធិ្ើជរួណដរ(ជរួឈរ)នៃធាតុរបស់ម ព្ទើស A   
  i  ណបើរើរជរួណដរ(ជរួឈរ)នៃ A  បដូរោន  ណនាះ B A    
  ii  ណបើជរួណដរ(ជរួឈរ)នៃ A  ជារាត នៃ k  ណាម្យួ ណនាះ B k A   
  iii  ណបើផលគុ នៃជរួណដរ(ជរួឈរ)នៃ A   ព្តូវបាៃបដៃេម្ណដ្ឋយជរួណដរ(ជរួឈរ)ណផសង
ណទៀត ណនាះ B A   ។       det det 1nkA k A   

 

ឧទា រ ៍១ លរខ ៈណដដទម្ើ ង់
11 12 13 11 12 13

3

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka ka ka a a a

ka ka ka k a a a

ka ka ka a a a

   
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ឧទា រ ៍២ ណគឱ្យ 
1 4 3

0 2 5

2 4 10

A

 
 


 
   

 ៃិង 12A   ។ គ នា 1 2 3, ,B B B  ។ 

 1 1

1 12 3 1 4 3

0 6 5 3 0 2 5 3 12 36

2 12 10 2 4 10

B B

 
 

     
 
     

  

 2 2

1 4 3

2 4 10 12

0 2 5

B B A

 
 

       
 
  

  

 3

1 4 3

0 2 5

0 4 16

B

 
 


 
  

     បាៃម្ររើ    1 3 3

1 4 3

0 2 5 2 12

2 4 10

R R R B A

 
 

    
 
   

  

ស្រទឹសដរីទ ៨.៤ ណដដទម្ើ ង់នៃផលគុ រើរម ព្ទើស A   ៃិង B   គឺជាផលគុ នៃណដដទម្ើ ង់ A  
ៃិងណដដទម្ើ ង់ B  ណគសរណសរ      det det detAB A B  ។ 

 

 ព្ទឹសដើបទខាងណលើៃិោយរើផលគុ ណដដទម្ើ ង់នៃអៃុគម្ៃ៍ម្យួ ។ 

ស្រទឹសដរីទ ៨.៥ យរ A  ជាម ព្ទើសកាណរ ណនាះណគបាៃ៖ 

   i  A  មៃចព្មស ដដលចព្មស់របស់វាគឺ 1 1 1
,A A

A

     

   ii  0AX   មៃចណម្លើយសូៃយដតម្យួគត់ 

   iii  ណដដទម្ើ ង់នៃ A  មិ្ៃសូៃយ  ដដល  det 0A   ។ 

 

LEMMA 8.6 យរ E  ជាធាតុនៃម ព្ទើសម្ួយ ណនាះព្គប់ម ព្ទើស ,A EA E A  ។ 

  
ស្រទឹសដរីទ ៨.៧ ឧបមម ព្ទើស A  ៃិង B  ជាម ព្ទើសដូចោន  ណនាះណគបាៃ A B  ។ 

 

ឧទា រ ៍១ គ នាណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស 
1 4 2

2 8 9

1 7 0

A

 
 

   
  

 

ចណម្លើយ 

1 4 2

2 8 9

1 7 0

A



  


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   

1 2 2

1 3 3 2 3

1 4 2

2 0 0 5

1 7 0

1 4 2 1 4 2

0 0 5 , 0 3 2

0 3 2 0 0 5

1 3 5 15

R R R

R R R R R

B



  



 

   



    

   

ឧទា រ ៍២  គ នាណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស 
2 8 6 8

3 9 5 10

3 0 1 2

1 4 0 6

A

 
 

 
  
 

 

  

 
2 8 6 8 1 4 3 4 1 4 3 4

3 9 5 10 3 9 5 10 0 3 4 2
2 2

3 0 1 2 3 0 1 2 0 12 10 10

1 4 0 6 1 4 0 6 0 0 3 2

A

  

   
  
    

  

 

1 4 3 4 1 4 3 4

0 3 4 2 0 3 4 2
2 2

0 12 10 10 0 0 6 2

0 0 3 2 0 0 3 2

A

 

   
 

 

 

 

    

1 4 3 4

0 3 4 2
2 2 1 3 6 1 36

0 0 6 2

0 0 1

A



 
    


 

ឧទា រ ៍៣ គ នាណដដទម្ើ ង់
3 1 2 5

0 5 3 6

6 7 7 4

5 8 0 9

A

  
 

  
  
 
  

  

ដំណណាះព្សាយ 

 យរ  1 3 3

3 1 2 5

0 5 3 6
2 det 0

0 5 3 6

5 8 0 9

R R R A

  
 

     
  
 
  

  

ឧទា រ ៍៤៖ គ នាណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស
0 1 2 1

2 5 7 3

0 3 6 2

2 5 4 2

A

 
 

 
 
 
   
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    

0 1 2 1 0 1 2 1
1 2 1 1 2 1

2 5 7 3 2 5 7 3
2 3 6 2 2 0 0 5

0 3 6 2 0 3 6 2
0 3 1 0 3 1

2 5 4 2 0 0 3 1

0 5
2 1 2 1 15 30

3 1

A

A

 
 

 
     

 
   

     


 

លហំាត ់

រនុងលំហាត់1-4 គ នាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើលរខ ៈណដដទម្ើ ង់ 
0 5 2 1 3 6 2 6 4 1 3 2

1. 1 3 6 0 5 2 2. 3 5 2 2 3 5 2

4 1 8 4 1 8 1 6 3 1 6 3

   

      

 

 

1 3 4 1 3 4 1 2 3 1 2 3

3. 2 0 3 0 6 5 4. 0 5 4 0 5 4

5 4 7 5 4 7 3 7 4 0 1 5

 

     

  

 

រនុងលំហាត់5-10 គ នាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើវធិ្ើជរួណៅជាទព្ម្ង់ Echelon 
1 5 6 1 5 3

5. 1 4 4 6. 3 3 3

2 7 9 2 13 7

1 3 0 2 1 3 32 4

2 5 7 4 0 1 2 5
7. 8.

3 5 2 1 2 5 4 3

1 1 2 3 3 7 5 2

1 3 1 0 2
1 1 3 0

0 2 4 1 6
0 1 5 4

9. 10. 2 6 2 3 9
1 2 8 5

3 7 3 8 7
3 1 2 3

3 5 5 2 7

 

  

  



  



    

 
 

  

 


 
 

រនុងលំហាត់11-14 គ នាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតចព្មុ្ះ 
2 5 3 1 1 2 3 0

3 0 1 3 3 4 3 0
11. 12.

6 0 4 9 5 4 6 6

4 10 4 1 4 2 4 3

2 5 4 1 3 2 1 4

4 7 6 2 1 3 0 3
13. 14.

6 2 4 0 3 4 2 8

6 7 7 0 3 4 0 4

  



 

 

  



   

 
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រនុងលំហាត់15-20 គ នាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយសាា ល់ 7

a b c

d e f

g h i

  

15. 16. 3 3 3

5 5 5

17. 18.

a b c a b c

d e f d e f

g h i g h i

a b c g h i

g h i a b c

d e f d e f

 

15. 16. 3 3 3

5 5 5

17. 18.

19. 2 2 2 20.

5

a b c a b c

d e f d e f

g h i g h i

a b c g h i

g h i a b c

d e f d e f

a b c a g b e c f

d a e b f c d e f

g h i g h i

  

  

 

រនុងលំហាត់21-23 គ នាណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស រចួររម ព្ទើព្ចាសរបស់វា 

2 3 0 5 0 1

21. 1 3 4 22. 1 3 2

1 2 1 0 5 3

2 0 0 8

1 7 5 0
23.

3 8 6 0

0 7 5 4

   
   

 
   
      

 
 

 
 
 
 
 

 

រនុងលំហាត់24-26 ណព្បើណដដទម្ើ ង់ណដើម្បើបរហ ញថ្នសំ ំុវុចិទ័រខាងណព្កាម្អាព្ស័យលើណៃដអ រៃឹងោន ។ 

3 2 2 0
4 7 3 7 8 7

5 6 1 0
24. 6 , 0 , 5 25. 4 , 5 , 0 26. , , ,

6 0 3 0
7 2 6 6 7 5

4 7 0 3

       
                     

                     
                   
                                

       
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៣.៣.ស្ររមាណវិធីជួរឈរ 

 ណយើងអាចគ នាព្បម វធិ្ើណលើជរួឈរនៃម ព្ទើសម្យួ រនុងវធិ្ើដដលព្សណដៀងៃឹងព្បម វធិ្ើ
ជរួដដលព្តូវរិចារណា។ ព្ទឹសតើបទបនាទ ប់ដដរឲ្លបរហ ញរើព្បម វធិ្ើដដលមៃផលដូចោន ៃឹងណដដទម្ើ
 ង់ជាព្បម វធិ្ើជរួ។ 

ស្រទឹសតរីទ៥ ៖   ព្បសិៃណបើ A  ជាម ព្ទើស n n  ណៃះណដដទម្ើ ង់ TA  ណដដទម្ើ ង់ A  ។ 
 

ព្ទឹសតើបទណៃះ គឺជារ់ដសតងសព្មប់ 1n    សៃនិដ្ឋធ ៃថ្ន ព្ទឹសតើបទណៃះរិតសព្មប់ណដដទម្ើ ង់ k k  
ណ ើយាង 1n k   ។ បនាទ ប់ម្ររូហាវ រ់ទ័រនៃ 1 ja   រនុង A  ណសមើៃឹងរូហាវ រ់ទ័រ 1ja   រនុង TA  រើណព្ ះរូ
ហាវ រ់ទ័របាៃវវិតតណដដទម្ើ ង់ k k  ។ ណ តុណៃះណ ើយ ការរនាល តរូហាវ រ់ទ័រនៃណដដទម្ើ ង់ A  ាម្
ជរួដំបូងណសមើៃឹងការរនាល តរូហាវ រ់ទ័រនៃណដដទម្ើ ង់ TA  ណៅជរួឈរដំបូង។ ណនាះ A  ៃឹង TA  មៃណដ
ដទម្ើ ង់ណសមើោន ។ ដូចណៃះព្ទឹសតើបទ គឺរិតសព្មប់ 1n   ណ ើយតនម្លភាររិតនៃព្ទឹសតើបទសព្មប់តនម្ល
ម្យួនៃ n  រំ ត់ថ្នរិតសព្មប់តនម្ល n  បនាទ ប់ដដរ។ ណោងណៅាម្នៃការមួ្បញ្ាូ លព្ទឹសតើបទគឺព្គប់ 

1n   ។ 
រើណព្ ះដតព្ទឹសតើបទទើ៥  ឃ្លល ៃើម្យួៗរនុងព្ទឹសដើបទទើ៣ គឺរិតណៅណរល រយ “ជរួណដរ” ព្តូវបាៃជំៃសួ
ណដ្ឋយជរួឈរ។ ណដើម្បើបញ្ា រ់លរខ ៈណនាះណដ្ឋយព្ោៃ់ដតភាា ប់ព្ទឹសដើបទ៣ណដើម្ណៅ TA  ។ព្បម វធិ្ើជរួ
ណដរណលើ TA  ជាចំៃួៃព្បម វធិ្ើជរួឈរណលើ A  ។ 
ព្បម វធិ្ើជរួឈរគឺមៃសារៈសំខាៃសព្មប់វតេុបំ ងនៃព្ទឹសតើទាងំរើរៃិងការគ នាណដ្ឋយនដជា
ោ ងណារ៏ណដ្ឋយណបើមិ្ៃសមុរសាម ញ ណយើងអាចគ នាព្បម វធិ្ើជរួព្តឹម្ដតរនុងការគ នាចំៃួៃ។ 

៣.៤. ្លគុណច្េនេអទមីណង់ េិង្លគុណច្េមា៉ា ស្រទីស 

សំរាយបញ្ា រ់ព្ទឹសតើបទណៃះគឺការអៃុវតតណៅរនុងលំហាត់។  
ស្រទឹសតរីទ៦ ៖ លរខ ៈនៃផលគុ  
 ព្បសិៃណបើ A  ៃិង B  ជាម ព្ទើស n n  ណនាះ 
 det AB     det detA B ។ 
ឧទា រ ៍៥   

បញ្ា រ់ព្ទឹសតើបទ៦ សព្មប់
6 1

3 2
A   ៃិង 4 3

1 2
B

 
  
 

 

ដំណណាះព្សាយ 
6 1 4 3 25 20

3 2 1 2 14 13
AB

     
      
       

 ណ ើយ៖ det 25 13 20 14 325 280 45AB         
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 ណៅណរល detA 9  ៃិង detB 5  
    det det 9 5 45 detA B AB      

រស្រមាម៖ មៃការភាៃ់ព្ច រំមួ្ថ្ន គឺជាព្ទឹសតើបទអាចណព្បៀបណធ្ៀបបាៃសព្មប់ផលបូរនៃម ព្ទើស។ 
ណទាះជាោ ងណារ៍ណដ្ឋយណដដទម្ើ ង់  A B  គឺមិ្ៃណសមើៃឹងណដដទម្ើ ង់ A  បូរៃឹងណដដទម្ើ ង់ 
B  ជាទូណៅ។ 

៣.៥. លកេណៈលនីេអ ៊ែរ េុគមេ៍ច្េនេអទមីណង់ 

សព្មប់ម ព្ទើស n n   ម្យួណយើងអាចរិចារណាណដដទម្ើ ង់ A  ជាអៃុគម្ៃ៍នៃវុចិទ័រជរួឈរ n  រនុង A  
។ ព្បសិៃណបើជរួឈរទាងំអស់ណលើរដលងដតម្យួ គឺព្តូវបាៃររាឱ្យណថ្រ។ ណនាះណដដទម្ើ ង់ A  ជាអៃុគម្
ៃ៍នៃលើណៃដអ ដដលមៃវុចិទ័រម្យួផ្លល ស់បតូរ។ សៃនិដ្ឋា ៃថ្នជរួទើ j  នៃ a  គឺតព្មូ្វឱ្យព្សណដៀងោន  ណ ើយសរ
ណសរណដ្ឋយ៖ 

 
1 1 1... ...j j nA a a x a a 

      
រំ ត់ការផ្លល ស់បតូរ T  ម្យួរើ n  ណៅ  ណដ្ឋយ៖  

 1 1 1( ) det ... ...j j nT x a a x a a 
     ណនាះ 

  ( )T cx cT x  សព្មប់សាក រដលទាងំ C  ៃិង x  ណៅរនុង n    2   
 ( ) ( )T u v T v    សព្មប់សាក រដលទាងំ ,u v  ណៅរនុង n    3   
លរខ ៈ  2  ជាព្ទឹសតើបទ  3 C  អៃុវតតណៅណលើជរួឈរនៃ A  ។ A   ជាភសតុាងនៃលរខ ៈ  3  ណៅ
ាម្រើការរនាល តរូហាវ រ់ទ័រនៃណដដទម្ើ ង់ A  ណៅជរួឈរទើ J  ។ (ណម្ើលឧទា រ ៍43) ណនាះ  
(ផលគុ ) លរខ ៈលើណៃដអ រនៃណដដទរម្ើ ង់ ដព្បណៅជាវបិារសំខាៃ់ៗជាណព្ចើៃដដលអាចឱ្យណយើង
សិរាបាៃកាៃ់ដតលម្អិតណៅណម្ណរៀៃណៃះ។ 
 
សំរាយបញ្ា រ់នៃព្ទឹសដើ ៣ ៃឹង ៦ 
វាជាឱ្កាសរនុងការបរហ ញព្ទឹសដើបទ៣ ណៅណរលដដលវាសេិតណៅតនួៃធាតុម ព្ទើសដដលបាៃរិភារាណៅ
ចំ ុច 2.2  ។ ណយើងណៅធាតុម ព្ទើស E  ម្យួជាជរួជំៃសួម្យួ (ម ព្ទើស) ព្បសិៃណបើ E  គឺជារ់ោរ់
រើអតតសញ្ញ   I   ណដ្ឋយបដៃេម្ផលគុ ជាជរួម្យួណៅជាជរួដនទណទៀត។ E   គឺជាការផ្លល ស់បដូរម្យួ
ព្បសិៃណបើ E  បាៃណដ្ឋយការផ្លល ស់បដូរជរួ២ នៃ I  ណដ្ឋយសាក រដល r  ម្យួមិ្ៃសូៃយ។ ជាម្យួជំនាញវទិា
សាង្គ្សតណៃះ ព្ទឹសដើបទទើ៣ អាចផ្លល ស់ទព្ម្ង់ណៅជា៖ 
ព្បសិៃណបើ A  ជាម ព្ទើស n n  ម្ួយ ណ ើយ E  ជាធាតុនៃម ព្ទើស n n  ម្យួណនាះ  

    det det detEA E A   ទេល៖ 
ព្បសិៃណបើ E  ជាជរួជំៃសួ 
ព្បសិៃណបើ E  ជាការផ្លល ស់បដូរ 
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ព្បសិៃណបើ E  ជាសាក រដលរម្យួណដ្ឋយ r   

 
1

det 1E

r




 



 

សំរាយបញ្ា រ់ព្ទើសដើបទទើ៣៖  
 សំរាយបញ្ា រ់គឺការបៃេយណៅណលើទំ នំៃ A   ។ រនុងររ ើ នៃម ព្ទើស 2 2   ព្តូវបាៃបញ្ា រ់
រនុងលំហាត់ទើ 33 36   នៃចំ ុច 3.1  ។ សៃនិដ្ឋា ៃព្ទឹសដើបទ ដដលបាៃបញ្ា រ់សព្មប់ណដដទម្ើ ង់នៃ
ម ព្ទើស k k   ដដល 2k    ាង 1n k    ៃិងាង A   ជា n n   ។ សរម្មភារនៃ E   ណលើការវវិតតនៃ 
A   រើរជរួ ឬម្យួជរួណាម្យួ។ ដូចណៃះ ណយើងអាចរព្ងើរណដដទម្ើ ង់ EA   ល្ងកាត់ជួរម្យួដដលមិ្ៃ
ផ្លល ស់បដូរណដ្ឋយសរម្មភារ E   ៃិោយជាជរួ i   ។ ាង i jA   ( ណរៀងោន  ilB   ) ជាម ព្ទើសរំ ត់ណដ្ឋយ
លុបជរួ i  ៃិងជរួឈរ j  រើ A  (ណរៀងោន  EA  )។ បនាទ ប់ម្រជរួនៃ i jB  គឺរំ ត់រើជរួនៃ i jA  ណដ្ឋយវធិ្ើ
ដូចោន ៃឹងធាតុនៃព្បម វធិ្ើជរួដដល E   បំណរញណលើ A   ។ ណៅណរលម ព្ទើសរងទាងំណៃះគឺព្តឹម្ដត 
k k  សៃមត់ណដ្ឋយណចតនាបរហ ញថ្ន៖  
 det deti j i jB A    ដដល 1 , 1,     ឬ  r   អាព្ស័យណលើធ្ម្មជាតិនៃ E  ការរនាល តរូហាវ រ់
ទ័រ ល្ងកាត់ជរួ i  គឺ៖ 

 
   

   

1

1 1

1 1

1 1

det 1 det .... 1 det

1 det .... 1 det

det

i i n

i i in in

i i

i i in in

EA a B a B

a A a A

A

 



 

 

    

    

 

  

ណដ្ឋយដ រយរ nA I   ណយើងណ ើញថ្នណដដទរម្ើ ង់ E   ណសមើ 1, 1, r   អាព្ស័យណលើធ្ម្មជាតិនៃ E   ។ 
ដូចណៃះ ព្ទើសដើបទណៃះ រិតសព្មប់ 2n    ណ ើយការរិតតនៃព្ទឹសដើបទណៃះសព្មប់តនម្លណៃះម្យួនៃ n  
រំ ត់របស់ខ្លួៃរិតសព្មប់តនម្ល n   បនាទ ប់ដដរ។ ណោងណៅាម្ណោលការ ៍ ៃិងការបញ្ចូ លព្ទឹសដើបទ
ណៃះព្តូវដតរិតព្គប់ 2n   ។ ព្ទឹសដើបទមិ្ៃសំខាៃ់សព្មប់ 1n   ។ 
សំរាយបញ្ា រ់នៃព្ទឹសដើបទទើ៦៖  
ព្បសិៃណបើ A  មិ្ៃមៃម ព្ទើសព្ចាសណនាះ រ៏មិ្ៃរិតសព្មប់ AB  ។ 
រនុងររ ើ ណៃះ ណដដទម្ើ ង់ AB    ណដដទរម្ើ ង់ A    ណដដទម្ើ ង់ B   រើណព្ ះដផនរទាងំរើរគឺសូៃយ 
ណដ្ឋយព្ទឹសដើបទទើ៤ ។ ព្បសិៃណបើ A   ព្ចាសណនាះ A   ណ ើយៃឹងម ព្ទើស nI   គឺជាជរួសម្មូ្លណដ្ឋយ
ព្ទឹសដើម ព្ទើសព្ចាស។ 
ដូចណៃះ មៃធាតុម ព្ទើសណរើតណ ើង 1,......., pE E  ដដល៖ 

  1 1 1 1...... ......p p n p pA E E E I E E E      
សណងខបណដ្ឋយខ្លើ សរណសរ A   សព្មប់ណដដទ ង់ A   ។ បនាទ ប់ម្រ អៃុវតតព្ទឹសដើបទទើ៣ ម្ដងណ ើយម្ដង
ណទៀត ណដ្ឋយបរព្សាយខាងណលើបរហ ញថ្ន 
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1 1 1

1 1

...... ...... .....

..... ..... ......

p p p

p p

AB E E B E E E B

E E B E E B

A B

  

  



  

 
លហំាត ់

រនុងលំហាត់1-4 គ នាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើលរខ ៈណដដទម្ើ ង់ 
0 5 2 1 3 6 2 6 4 1 3 2

1. 1 3 6 0 5 2 2. 3 5 2 2 3 5 2

4 1 8 4 1 8 1 6 3 1 6 3

   

      

 

 

1 3 4 1 3 4 1 2 3 1 2 3

3. 2 0 3 0 6 5 4. 0 5 4 0 5 4

5 4 7 5 4 7 3 7 4 0 1 5

 

     

  

 

រនុងលំហាត់5-10 គ នាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើវធិ្ើជរួណៅជាទព្ម្ង់ Echelon 
1 5 6 1 5 3

5. 1 4 4 6. 3 3 3

2 7 9 2 13 7

1 3 0 2 1 3 32 4

2 5 7 4 0 1 2 5
7. 8.

3 5 2 1 2 5 4 3

1 1 2 3 3 7 5 2

1 3 1 0 2
1 1 3 0

0 2 4 1 6
0 1 5 4

9. 10. 2 6 2 3 9
1 2 8 5

3 7 3 8 7
3 1 2 3

3 5 5 2 7

 

  

  



  



    

 
 

  

 


 
 

រនុងលំហាត់11-14 គ នាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយណព្បើវធិ្ើសាង្គ្សតចព្មុ្ះ 
2 5 3 1 1 2 3 0

3 0 1 3 3 4 3 0
11. 12.

6 0 4 9 5 4 6 6

4 10 4 1 4 2 4 3

2 5 4 1 3 2 1 4

4 7 6 2 1 3 0 3
13. 14.

6 2 4 0 3 4 2 8

6 7 7 0 3 4 0 4

  



 

 

  



   

 
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រនុងលំហាត់15-20 គ នាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយសាា ល់ 7

a b c

d e f

g h i

  

15. 16. 3 3 3

5 5 5

17. 18.

19. 2 2 2 20.

5

a b c a b c

d e f d e f

g h i g h i

a b c g h i

g h i a b c

d e f d e f

a b c a g b e c f

d a e b f c d e f

g h i g h i

  

  

 

រនុងលំហាត់21-23 គ នាណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស រចួររម ព្ទើព្ចាសរបស់វា 

2 3 0 5 0 1

21. 1 3 4 22. 1 3 2

1 2 1 0 5 3

2 0 0 8

1 7 5 0
23.

3 8 6 0

0 7 5 4

   
   

 
   
      

 
 

 
 
 
 
 

 

រនុងលំហាត់24-26 ណព្បើណដដទម្ើ ង់ណដើម្បើបរហ ញថ្នសំ ំុវុចិទ័រខាងណព្កាម្អាព្ស័យលើណៃដអ រៃឹងោន ។ 

4 7 3 7 8 7

24. 6 , 0 , 5 25. 4 , 5 , 0

7 2 6 6 7 5

3 2 2 0

5 6 1 0
26. , , ,

6 0 3 0

4 7 0 3

             
           

 
           
                        

       
       

 
       
       
       

       

 

រនុងលំហាត់27-28 មៃ A ៃិង Bជាម ព្ទើសលំដ្ឋប់n n ។ ណតើឃ្លល ព្បណោគណនាះ ព្តឹម្ព្តូវឫ ខុ្ស? សូម្
បញ្ា រ់ចណម្លើយៃើម្យួៗ។ 
27. a. ការបតូរជរួណដរោន  មិ្ៃប ះ ល់តនម្លណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស។ 
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  b. តនម្លណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស A  គឺជាផលគុ ធាតុសំខាៃ់(pivots)រនុងម ព្ទើស A

ទព្ម្ង់Echelon ណដ្ឋយគុ បដៃេម្  1
r

  ដដល rជាចំៃៃួដងនៃការបតូរជរួណដររនុងអំ ុងណរល
ណធ្វើព្បម វធិ្ើជរួណដរបឋម្។ 

  c. ព្បសិៃណបើជរួឈនៃម ព្ទើស Aជាសំ ំុវុចិទ័រ អាព្ស័យលើណៃដអ រៃឹងោន  ណនាះ   0det A   
  d.      det det detA B A B    
28.  a. រនុងណដដទម្ើ ង់ព្បសិៃណបើបតូរោន នៃជរួណដររើរ ណនាះណដដទម្ើ ង់ថ្មើណសមើណដដទម្ើ ង់ចាស់។ 
  b. ណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស Aជាផលគុ ធាតុនៃអងកត់ព្ទូងនៃម ព្ទើស A។ 
  c.  ណបើ   0det A  ណនាះមៃជរួណដរ ឬជួរឈរើរដូចោន   ឬ មៃជរួណដរ ឬជរួឈណសមើ០។ 
  d.   det 1 detTA A   

29. គ នា 5det B  ណបើ 
1 0 1

1 1 2

1 2 1

B

 
 


 
  

 

រនុងលំហាត់30-31 មៃ  det det .detAB A B ៃិង A Bជាម ព្ទើសលំដ្ឋប់2 2  
3 0 2 0

30. 2
6 1 5 4

3 6 4 2
31.

1 2 1 1

A B

A B

   
    
   

   
    

      

  

32. ាង A  ៃិង B  ជាម ព្ទើសលដំ្ឋប់ 3 3  ដដលមៃ det 4A   ៃិង det 3B    ។ណព្បើលរខ ៈណដដទម្ើ
 ង់គ នាណដដទម្ើ ង់ខាងណព្កាម្៖ 

 1 5

. det . det5 . det

. det . det

Ta AB b A c B

d A e A
  

33. ាង A  ៃិង B  ជាម ព្ទើសលំដ្ឋប់ 4 4  ដដលមៃ det 1A   ៃិង det 2B   ។ណព្បើលរខ ៈណដដទម្ើ
 ង់គ នាណដដទម្ើ ង់ខាងណព្កាម្៖ 

 

5

1

. det . det . det 2

. det . detT

a AB b B c A

d A A e B AB
  

34. ព្សាយបញ្ា រ់ថ្ន det det detA B C  ដដលមៃ

, ,
a c b f a b e f

A B c
c d c d c d

      
       
     

។ 

 
35. មៃ 1 0

0 1
A

 
  
 

ៃិង b b
B

c d

 
  
 

បរហ ញថ្ន  det det detA B A B   ព្បសិៃណបើ 0a d  ។ 
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៣.៦. នារ់ Cramer  មាឌ  េិងរអមែងលនីេអ ៊ែរ 
 ដផនរណៃះអៃុវតតព្ទឹសដើដផនរមុ្ៃៗណដើម្បើទទលួបាៃរូបម្ៃតព្ទឹសដើសំខាៃ់ៗ ៃិងការបរព្សាយធ្រ ើ
មព្តនៃណដដទម្ើ ង់។ 

៣.៦.១.វិធាេររស ់Cramer 

វធិាៃរបស់ Cramer គឺព្តូវការណផទៀងផ្លទ ត់រនុងការគ នាខុ្សៗោន ណព្ចើៃ។ វាអាចព្តូវបាៃណព្បើណដើម្បើសិរា
រើដំណណាះព្សាយនៃ Ax b   ព្តូវបាៃដព្បព្បួលណដ្ឋយការផ្លល ស់បដូរ b   ណទាះោ ងណារ៏ណដ្ឋយ រូបម្ៃត
ណៃះមិ្ៃមៃភារចាស់ោស់សព្មប់ការគ នាដនទណទៀតណទ ណលើរដលងដតម ព្ទើស 2 2  ឬព្បដ ល
ជា 3 3  ។ 
ចំណ ះម ព្ទើស n n   ណាម្យួ A   ៃិង B   រនុង n   ណដ្ឋយ  iA b   ជាម ព្ទើសទទលួបាៃរើ A   ណដ្ឋយ
ជំៃសួជរួឈរ i  ណដ្ឋយវុចិទ័រ b  ។ 

    1..... ....i nA b a b a   
     
                           Col i   
ព្ទឹសដើបទ៧ ៖ វធិាៃ Cramer  
 ឱ្យ A   ជាចព្មស់នៃម ព្ទើស n n   ។ សព្មប់ b   ណៅរនុង n   ណដ្ឋះព្សាយដតម្យួគត់គឺ x  
នៃ Ax b  មៃធាតុដដលបាៃផដល់ណអាយ៖ 

   
 

 1

det
, 1,2,...., 1

det

iA b
x i n

A
 

  
 

សម្រាយញ្ញា ក់៖ ត្តងជួរឈរ A   ដោយ 1,....., na a  ៃិងជួរឈរា៉ា ម្រែីសឯកធា n n I  
ដោយ 

1,...... ne e  ។ ម្របសិៃដបើ Ax b  ៃិយមៃ័យនៃផលគុណា៉ា ម្រែីសបង្ហា ញថា៖ 

        

   

1 1

1

........ ....... ....... .......

...... .......

i n n

n i

A I x A e x e Ae Ax Ae

a b a A b

  

 
  

ណដ្ឋយលរខ ៈផលគុ ម ព្ទើស៖ 

       det det deti iA I x A b   
 ណដដទម្ើ ង់រើរណៅខាងណ វ្ង ix   ។ (បណងកើតរូហាវ រ់ទ័រាម្បណណាដ យជរួណដរ i   ) ដូចណៃះ 
   det deti iA x A b   ។ ណៃះគឺព្សាយបញ្ា រ់ម្ួយណព្ ះ A  ជាចព្មស់ៃឹង det 0A  ។ 
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ឧទា រ ៍ទើ១ ណព្បើវធិាៃ Cramer ណៅណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការខាងណព្កាម្៖ 

 1 2

1 2

3 2 6

5 4 8

x x

x x

 

  
  

ដំណណាះព្សាយ ណម្ើលព្បរ័ៃធសម្ើការដដល Ax b  ។ ណព្បើការដ នាដូំចខាងណលើ៖ 

    1 2

3 2 6 2 3 6

5 4 8 4 5 8
A A b A b

      
       

      
  

 ាងំរើ det 2A  ព្បរ័ៃធសម្ើការមៃដំណណាះព្សាយដបលរៗណដ្ឋយណព្បើវធិាៃ Cramer  

 
 

 

1

1

2

2

det 24 16
20

det 2

det 24 30
27

det 2

A b
x

A

A b
x

A


  


  

  

ការអៃុវតតណៅវសិវរម្ម  
បញ្ហ វសិវរម្មសំខាៃ់ៗម្យួចំៃៃួ ជារិណសសដផនរវសិវរម្មអគាើសៃើ ៃិងព្ទឹសដើព្តួតរិៃិតយអាចផ្លល ស់បដូរ
ណដ្ឋយ Laplacetransforms។ វធិ្ើសាង្គ្សតណៃះបំដបលងព្បរ័ៃធសម្ើការឌ្ើណផរ  ង់ដសយលលើណៃដអ រ ណៅជាព្បរ័ៃធ
សម្ើការរិជគ ិតលើណៃដអ រ ដដលណម្គុ ទារ់ទងៃឹងបា រា ដម្ ព្ត។ ឧទា រ ៍បនាទ ប់បរហ ញរើព្បណភទ
ព្បរ័ៃធសម្ើការរិជគ ិតដដលអាចណរើតមៃណ ើង។ 
ឧទា រ ៍ទើ២ រិចារណាព្បរ័ៃធសម្ើការខាងណព្កាម្ ជាបា រា ដម្ព្ត។ រំ ត់តនម្លរបស់ s  ដដលសម្ើការ
ណៃះមៃចណម្លើយដតម្យួគត់ ណ ើយណព្បើវធិាៃ Cramer ណដើម្បើណដ្ឋះព្សាយ៖  

  1 2

1 2

3 2 4

6 1

sx x

x sx

 

  
  

ដំណណាះព្សាយ 
ណបើព្បរ័ៃធសម្ើការនៃ Ax b  បនាទ ប់ម្រ 

    1 2

3 2 4 1 3 4
, ,

6 3 1 3 6 1

s s
A A b A b

      
       

      
  

ណរលដដល   2det 3 12 3 2 2A s s s       ព្បរ័ៃធសម្ើការមៃដំណណាះព្សាយជារ់ោរ់ណរល 
2s    ។ សព្មប់ s  គឺមៃដំណណាះព្សាយ  1 2,x x   

  

  
1

1

det 4 2

det 3 2 2

A b s
x

A s s


 

 
  

  

     
2

2

det 3 24 8

det 3 2 2 2 2

A b s s
x

A s s s s

 
  

   
  

៣.៦.២ ររូមេតសស្រមារ់រក 1A   

 វធិាៃរបស់ណោរ Cramer មៃលរខ ៈសាម្ញ្ញណៅៃឹងរូបម្ៃតទូណៅសព្មប់ការររម ព្ទើស
ព្ចាសនៃ A  ជាម ព្ទើសកាណរ n n  ។ ដដល j  ជាជរួឈរនៃ 1A  គឺជាវុចិទ័រ x  ដដលបំណរញ។ 
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    jAx e   
 ដដល je   គឺជាជរួ j   នៃម ព្ទើសឯរា ដដល i   គឺជាធាតុនៃ x   គឺ  ,i j   ធាតុនៃ 1A   ណដ្ឋយ
វធិាៃណោរ Cramer ។  
 ចាថំ្ន j iA   រំ ត់ឱ្យអៃុគម្ៃ៍ម ព្ទើសរបស់ A   ព្ទង់ព្ទាយដដលបាៃបណងកើតណ ើងណដ្ឋយលុបជរួ
ណដរ j  ៃិងជរួឈរ i  ។ ការរព្ងើររូរហាវ រ់ទ័រ A  ចុះជរួឈរ i  នៃ  i iA e   
បង្ហា ញថា៖      det 1 det 3

i j

i i j i j iA e A C


     
 ណដ្ឋយ j iC   គឺជារូហាវ រ់ទ័រនៃ A   ។ ណដ្ឋយ  2   ធាតុនៃ  ,i j   នៃ 1A   គឺរូហាវ រ់ទ័រ j iC  
ដដលដចរៃឹង det A ។ ចំណាថំ្ន អរសរតូចណព្កាម្ ណៅណលើ j iC  ជាការបង្គ្ញ្ច សនៃ  ,i j   

   

11 12 1

12 22 21

1 2

1
4

det

n

n

n n nn

C C C

C C C
A

A

C C C



 
 
 

 
 
 
  

  

 ម ព្ទើសរបស់រូហាវ រ់ទ័រណៅខាងសាដ នំៃ  4  ណគណៅថ្នការបដៃេម្ (  Classical adjoint ) នៃ A  
។ បាៃបណញ្ចញឱ្យ adj A   ។ ( រយ adjoint  គឺមៃអតេៃ័យម្ួយណទៀតរនុងអតេបទរព្មិ្តខ្ពស់ណលើប
ដម្លងលើណៃដអ រ) ព្ោៃ់ដតៃិោយណ ើងវញិណដ្ឋយរៃយល់ោ ងសាម្ញ្ញ  4  ។ 

 
ស្រទឹសដរីទទី៨៖  រូបម្ៃតព្ចាស  
  ដយើងឱ្យ A  ជាា៉ា ម្រែីសម្រាស n n  ។ ប ទ ប់មក 1 1

det
A adj A

A

    ។ 

ឧទា រ ៍៣  ររចព្មសនៃម ព្ទើស 
2 1 3

1 1 1

1 4 2

A

 
 

 
 
  

  

ដំណណាះព្សាយ 
  ាម្រូហាវ រ់ទ័រ 

  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 1 1 1 1 1
2 , 3 , 5

4 2 1 2 1 4

1 3 2 3 2 1
14 , 7, 7

4 2 1 2 1 4

1 3 2 3 2 1
4 , 1 , 3

1 1 1 1 1 1

C C C

C C C

C C C

 
         

 

          
 

         
 

  

 ម ព្ទើស adjugate   គឺការផ្លល ស់បដូរម ព្ទើសនៃរូហាវ រ់ទ័រ។ [ឧទា រ ៍ណៅរនុង 12C   ណៅរនុង 
 2,1  ]។  
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 េូដចាោះ  
2 14 4

3 7 1

5 7 3

adj A

 
 

 
 
   

  

 ណយើងអាចគ នា det A  ណដ្ឋយផ្លទ ល់ ប ុដៃតការគ នាបាៃផដល់ការព្តួតរិៃិតយៃូវការគ នា
ខាងណលើៃឹងផលគុ  det A  

  

2 14 4 2 1 3 14 0 0

3 7 1 1 1 1 0 14 0 14

5 7 3 1 4 2 0 0 14

adj A A I

     
     

     
     
            

  

ាប់ពី   14adj A A I   ម្រែីសដីបែែី៨ បង្ហា ញថា det 14A  ដ ើយ 

  1

2 14 4 1/ 7 1 2 / 7
1

3 7 1 3 /14 1/ 2 1/14
14

5 7 3 5 /14 1/ 2 3 / 4

A

    
   

   
   
         

  

 
កំណត់នំេួេ 
 វធិាៃ Cramer គឺជាការជំៃយួព្ទឹសដើផងដដរ។ វាអាចព្តូវបាៃណព្បើណដើម្បើសិរារើដំណណាះព្សាយ
នៃសម្ើការ Ax b   គឺជាការផ្លល ស់បដូរធាតុណៅរនុង b   ឬធាតុណៅរនុង A   (ណដ្ឋយសារដតរំ ុសនៃការ
រិណសាធ្ៃ៍ណៅណរលដដលទទលួបាៃធាតុសព្មប់ b  ឬ A  )។ ណរល A  គឺជាម ព្ទើស 3 3  ជាម្យួៃឹង
ធាតុដដលរមួ្បញ្ចូ លោន ជាណព្ចើៃ វធិាៃរបស់ណោរ Cramer ណរលខ្លះព្តូវបាៃណព្ជើសណរ ើសសព្មប់ការ
គ នាណដ្ឋយផ្លទ ល់ ណព្ ះការកាត់បៃេយជរួណដរនៃ  ,A b  ដដលមៃៃរវៃតសមុគសាម ញណ ើយ អាចមៃ
ភារព្ចបូរព្ចបល់ ៃិងការគ នាណដដទម្ើ ង់ោ ងរយព្សួល។ ចំណ ះម ព្ទើស n n  ធំ្ជាង (រិត 
ឬសមុគសាម ញ) វធិាៃរបស់ណោរ Cramer គឺោម ៃព្បសិទធភារណទ។ ការគ នាណដដទម្ើ ង់ម្យួព្តូវការ
ណដ្ឋះព្សាយ Ax b  ណដ្ឋយកាត់បៃេយជរួណដរ។ 

 1 1

1

. .

.

Ax b

A Ax A b

x A b

 









 

៣.៦.៣. នេអទមីណង់រកច្្េស្រកឡា ឬមាឌ 

 ណៅរនុងណម្ណរៀៃបនាទ ប់ ណយើងៃឹងណផទៀងផ្លទ ត់ការបរព្សាយធ្រ ើ មព្តណដដទម្ើ ង់ដដលបាៃ
រ ៌ា នាណៅរនុងជំរូរណៃះ។ ណទាះបើជាការរិភារាទូណៅអំរើព្បដវង ៃិងចមា យរនុង n   ៃឹងមិ្ៃផដល់ឱ្យ
រ ូតដល់ជំរូរទើ៦ ណយើងសៃមត់ណៅទើណៃះថ្នកាគិតាម្ Eucliden  ធ្ម្មានផទព្រឡាៃឹងមឌ្ព្តូវបាៃ
រៃយល់រចួណ ើយសព្មប់ 2  ៃិង 3  ។ 
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ស្រទឹសដរីទទី៩ ៖ ព្បសិៃណបើ A   គឺជាម ព្ទើស 2 2   នផទនៃព្បណល ូព្កាម្ គឺជាណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយជរួ
ឈរ A  គឺ det A  ។ ណបើ A  ជាម ព្ទើស 3 3  មឌ្នៃព្បណល ូព្កាម្ជាណដដទម្ើ ង់នៃជរួឈររបស់ A  
គឺ det A  ។ 

 
៣.៦.៤. រង្ហា ញធរណីមាស្រត៖  

បរហ ញថ្នព្ទឹសដើណៃះគឺរិតសព្មប់ម ព្ទើសអងកត់ព្ទូង 2 2  ៖ 

 
0

det
0

a
A ad

d

 
  

 
នផទចតុណកា    

 វាៃឹងព្គប់ព្ោៃ់ណដើម្បើបរហ ញថ្ន ម ព្ទើស 2 2    1 2,A a a  អាចព្តូវបាៃផ្លល ស់បដូរណៅជាម ព្ទើសអងកត់
ព្ទូងាម្រណបៀបម្យួដដលមិ្ៃផ្លល ស់បដូរនផទនៃព្បណល ូព្កាម្ព្សបោន ណ ើយ det A   ។ ដផនរ 3.2   ណយើងដឹង
ថ្នតនម្លដ្ឋច់ខាតនៃណដដទម្ើ ង់មិ្ៃដព្បព្បួលណទណៅណរលជរួឈរទើ២ ព្តូវបាៃផ្លល ស់បដូរ ឬជរួឈរណព្ចើៃជរួ
ព្តូវបាៃបដៃេម្ណៅជាជរួម្ួយណទៀត។ ណ ើយវាៃឹងរយព្សួល ណដើម្បើបរហ ញថ្ន ការណធ្វើដំណណាះព្សាយដបប
ណៃះព្គប់ព្ោៃ់ ណដើម្បើបំដបលង A  ណៅជាម ព្ទើសអងកត់ព្ទូង។ ការផ្លល ស់បដូរជរួឈរ គឺមិ្ៃផ្លល ស់បដូរ 
ព្បណល ូព្កាម្ណទ។ ដូចណៃះ វាព្គប់ព្ោៃ់ណដើម្បើបញ្ច រ់រើធ្រ ើ មព្តធ្ម្មាដូចខាងណព្កាម្ ដដលអៃុវតតៃ៍
ចំណ ះវុចិទ័ររនុង 2  ឬ 3  ។ 
 ឱ្យ 1a   ៃិង 2a   ជាវុចិទ័រមិ្ៃសូៃយ។ បនាទ ប់ម្រសាក រដល C   នផទនៃព្បណល ូព្កាម្ណដដទម្ើ ង់
ណដ្ឋយ 1a  ៃិង 2 1a Ca  ។ 
 ណដើម្បើបញ្ា រ់ថ្ន វាជាណសចរដើដថ្លងការណៃះណយើងអាចសៃមត់ថ្ន 2a   មិ្ៃដម្ៃជារ ុគុ នៃ 1a  
ណទ សព្មប់ព្បណល ូព្កាម្២ ឬណព្ចើៃអាចៃឹងថ្យចុះៃឹងមៃនផទសូៃយ។ ព្បសិៃណបើ L  ជាបនាទ ត់កាត់ O  
ៃិង 1a  ណនាះ 2a L  គឺជាបនាទ ត់កាត់ 2a  ព្សបណៅៃឹង L  ណ ើយ 2 1a Ca  គឺសេិតណៅណលើបនាទ ត់។  
ណម្ើលរូបទើ២ ចំ ុច 2a  ៃិង 2 1a Ca មៃចមា យកាត់ព្តង់ចំ ុចដូចោន ណៅៃឹង L  ។ ដូចណៃះ  
ព្បណល ូព្កាម្ទាងំរើរសេិតរនុងរូបភារទើ២ មៃនផទដូចោន  ចាប់រើណគដចរមូ្លដ្ឋា ៃរើ 0   ដល់ 1a   ណៃះ
បញ្ា រ់រើភសតុាងសព្មប់ 2  ។ 
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សព្មយសព្មប់ 3  គឺព្សណដៀងោន ។ ព្ទឹសដើបទណៃះ គឺរិតសព្មប់ម ព្ទើសអងកត់ព្ទូង 3 3  ។ ណម្ើល
រូបទើ៣ ៃិងម ព្ទើស 3 3   អាចព្តូវបាៃបដម្លងណៅជាម ព្ទើសអអកត់ព្ទូងណដ្ឋយការណធ្វើឱ្យជរួឈរមិ្ៃផ្លល ស់
បដូរ det A  ។ (គិតអំរើការណធ្វើឲ្យជួរណដរណៅណលើ TA  ។ ដូណចនះ វាព្ោៃ់ដតណដើម្បើបរហ ញថ្នដំណ ើ រការទាងំ
ណៃះមិ្ៃប ះ ល់ដល់មឌ្ព្បណល ូព្កាម្ដដលរំ ត់ណដ្ឋយណដដទម្ើ ង់ជរួឈរនៃ A  ។ 

 ព្បណល ូព្កាម្ វាគឺព្តូវបាៃណគបរហ ញរនុងរូបភារទើ ៤ ដដលជាព្បអប់ដ្ឋរ់ព្សណមលរើរ ដដល
មឌ្ ៃិងនផទនៃមូ្លដ្ឋា ៃណៅរនុងបលង់សា ៃ  1 3,a a   គុ ៃឹងរម្ពស់នៃ 2a   ខាងណលើសា ៃ  1 3,a a   ។ វុ ិ
ចទ័រ 2 1a Ca   មៃរម្ពស់ដូចោន  ណព្ ះ 2 1a Ca   ណៅរនុងបលង់សំ ំុបងករ  1 3,a a   ដដលព្សបណៅៃឹង
សំ ំុបងករ  1 3,a a ។  
 ដូចណៃះ មឌ្នៃព្បណល ូព្កាម្ គឺមិ្ៃដព្បព្បួលណៅណរលដដល  1 2 3a a a   គឺដព្បព្បួលណៅ 
 1 2 1 3a a Ca a   ។ ដូចណៃះ ដំណ ើ រការនៃការជំៃសួជរួឈរ គឺមិ្ៃបាៃប ះ ល់ដល់មឌ្ណនាះណទ 
ណដ្ឋយសារការផ្លល ស់បដូរជរួឈរ មិ្ៃអាចណធ្វើឲ្យមឌ្ដព្បព្បួល។ ការបរហ ញព្តូវបាៃបញ្ច ប់។  

រូបទើ២ ព្បណល ូព្កាម្ដដលមៃនផទណសមើោន  

រូបទើ៣ 
មឌ្  
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ឧទា រ ៍៤ គ នានផទព្បណល ូព្កាម្ដដលរំ ត់ណដ្ឋយណដដទម្ើ ង់ព្តង់ចំ ុច៖ 
      2, 2 , 0 , 3 , 4 , 1   ៃិង  6 , 4  

ដំណណាះព្សាយ 
 បរព្សាយដំបូងណលើព្បណល ូព្កាម្ណៅៃឹងព្បភរណដើម្ជារំរូល។ សព្មប់ឧទា រ ៍ ររិំលណចញរំរូល 
 2, 2   ម្រររ០ ណចញរើរំរូលទាងំ៤ ។ ព្បណល ូព្កាម្ថ្មើមៃនផទព្រឡាដូចោន  ៃិងវាជារំរូល 
     0 , 0 , 2 , 5 , 6 , 1   ៃិង  8 , 6   ។ ណម្ើលរូបទើ  b  ណៃះគឺជាព្បណល ូព្កាម្ដដលមៃណដដទ

ម្ើ ង់ជរួឈរនៃ 2 6

5 1
A

 
  
 

  

  det 28A    នផទព្រឡានៃព្បណល ូព្កាម្គឺ 28  ។ 

៣.៧. រអមែងលនីេអ ៊ែរ  

 ណដដទម្ើ ង់ គឺណព្បើសព្មប់រ ៌ា នាអំរើលរខ ៈធ្រ ើ មព្តដ៏សំខាៃ់នៃការបដម្លងលើណៃដអ រណៅ
រនុងបលង់ 3   ។ ព្បសិៃណបើ T   គឺជាបដម្លងលើណៃដអ រ ណ ើយ S   ជាសំ ំុរនុងដដៃរំ ត់របស់ T   ណអាយ 
 T s   បញ្ា រ់សំ ំុរូបភារនៃចំ ុចរនុង S   ។ ណយើងណផ្លដ តណៅណលើនផទព្រឡា(ឬមឌ្)នៃ  T s   ណព្បៀប

ណធ្ៀបជាម្យួៃឹងនផទព្រឡា(ឬមឌ្)នៃសំ ំុណដើម្ S   ។ ណដើម្បើភាររយព្សួលណៅណរលដដល S   ជានផទ
ដដលរ័ទធជំុវញិណដ្ឋយព្បណល ូព្កាម្ណនាះរ៏ចាត់ទុរ S  ជាព្បណល ូព្កាម្ដដរ។ 

រូបទើ៤ ព្បណល ូព្កាម្ដដលមៃមឌ្ណសមើោន  
 

រូបទើ៥ បរព្សាយរើព្បណល ូព្កាម្ម្ិៃមៃការដព្បព្បលួនផទព្រឡា 



77 
 
 

ស្រទឹសដរីទទី១០ ៖  
 ឱ្យ 2 2:T    គឺជាបដម្លងលើណៃដអ រណដដទម្ើ ង់ A   ណដ្ឋយម ព្ទើស 2 2   ។ ណបើ S   គឺជា
ព្បណល ូព្កាម្រនុង 2  ណនាះ៖ 
    នផទព្រឡានៃ    detT s A   នផទព្រឡានៃ   5S  
  ណបើ T   គឺជាណដដទម្ើ ង់ដដលរំ ត់ណដ្ឋយ A   ម ព្ទើស 3 3   ណ ើយណបើ S   ជាព្បណល
 ូព្កាម្រនុង 3  ណនាះ ៖ 
  នផទព្រឡានៃ    detT s A  មឌ្នៃ   6S   

 
បរហ ញ៖ រិចារណាណៅណលើររ ើ  2 2   ជាម្ួយ  1 2,A a a    A  គឺជាព្បណល ូព្កាម្នៃចំ ុចណដើម្
រនុង 2  ណដដទម្ើ ង់ណដ្ឋយវុចិទ័រ 1b  ៃឹង 2b  បាៃម្ររើ៖ 

   1 1 2 2 1 2: 0 1 ,0 1S s b s b s s        
រូបនៃ S  ណៅណព្កាម្ T  មៃចំ ុចរើ៖     
     1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

T s b s b s T b s T b

s Ab s Ab

  

 
  

 ណរលដដល 1 20 1 ,0 1s s     ។ វាណធ្វើាម្  T s  គឺជាព្បណល ូព្កាម្ដដលរំ ត់ណដ្ឋយ 
ណដដទម្ើ ង់ជរួឈរនៃម ព្ទើស  1 2Ab Ab  ។ ម ព្ទើសណៃះអាចសរណសរជា AB  ណរល  1 2B b b   
។ ណព្បើព្ទឹសដើបទទើ៩ ណ ើយផលគុ ជាព្ទឹសដើសព្មប់ណដដទម្ើ ង់។  

 នផទនៃ    det det detT s AB A B     det A  នផទនៃ s    7   

 ដាព្កាម្ព្បណល ូព្កាម្មៃទព្ម្ង់ p S   ដដល p   ជាវុចិទ័រ ណ ើយ S   ជាព្បណល ូព្កាម្ព្តង់
ចំ ុចណដើម្ខាងណលើ។ វាគឺមិ្ៃរយព្សួលណ ើញថ្ន T  បដម្លង  p S  ណៅជា    T p T S  ។  
(ណម្ើលលំហាត់ទើ២៦) ណដ្ឋយសារដតការបដម្លងមិ្ៃមៃផលប ះ ល់ណលើនផទព្រឡានៃសំ ំុ។  

 នផទម្រកឡានៃ    T p S  នផទម្រកឡានៃ     T p T S  
     នផទម្រកឡានៃ   T s  បទមលង 
    det A   នផទម្រកឡានៃ S  ដោយសមីការ  7   
    det A   នផទម្រកឡានៃ p S បទមលង 

 ណៃះគឺបរហ ញថ្ន  5   ណព្បើបាៃទាងំអស់សព្មប់ព្បណល ូព្កាម្រនុង 2   ។ ណនាះបញ្ា រ់ថ្ន  6  
សព្មប់ម ព្ទើស 3 3  រនុងររ ើ ព្សណដៀងោន ។ 
 ណៅណរលដដលរាោម្ណធ្វើព្ទឹសដើបទទើ១០ ណៅៃឹងនផទម្ួយរនុង 2  ឬ 3  ដដលមិ្ៃព្តូវបាៃភាា ប់
ណដ្ឋយព្តង់ ឬបលង់ ណយើងព្តូវដតព្បឈម្មុ្ខ្ ៃិងណដ្ឋះព្សាយនៃរណបៀបរំ ត់ ៃិងការគ នានផទឬមឌ្។ 
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ណៃះគឺជាសំ ួរដដលសិសសបាៃសិរារនុងការគ នា ណ ើយណយើងព្ោៃ់ដតគូសបញ្ា រ់ៃូវគំៃិតព្តង់ 
2  ។ ព្បសិៃណបើ  គឺជាតំបៃ់បលង់ដដលមៃនផទព្រឡារំ ត់ណនាះ  ព្តូវបាៃបា ៃ់សាម ៃណដ្ឋយព្រឡា

ចព្តងាតូចម្យួ ដដលសេិតណៅរនុង  ។ កាណរតូចលមម្នផទព្រឡានៃ  ព្តូវបាៃបា ៃ់សាម ៃព្បម វធិ្ើជិត
បំផុតាម្ការចង់បាៃណដ្ឋយផលបូរដផនរនៃកាណរតូចៗ។ (ណម្ើលរូបទើ៦ ) 

 

ការបា ៃ់សាម ៃណធ្វើឱ្យព្បណសើរណ ើងដូចជាព្រឡាចព្តងាកាល យណៅជាលអ។ 
 ព្បសិៃណបើ T   បដម្លងលើណៃដអ រដដលជាប់ទារ់ទងជាម្យួម ព្ទើស : 2 2A    បនាទ ប់ម្រ រូបភារ
នៃនផទបលង់ R   សេិតណៅណព្កាម្ T   ព្តូវបាៃបា ៃ់ព្បម ណដ្ឋយរូបភារកាណរតូចៗណៅខាងរនុង R   ។ ភសតុ
ាងព្ទឹសដើបទទើ១០ រូបភារៃើម្យួៗជាព្បណល ូព្កាម្ នផទព្រឡារបស់វាគឺ det A   ណរលនផទព្រឡានៃកា
ណរ។ ព្បសិៃណបើ R   ជាព្បជំុនៃកាណរខាងរនុង R   ណនាះនផទព្រឡានៃ  T R   ជា det A   ណរលនផទព្រឡានៃ 
R   ។ ណម្ើលរូបភារទើ៧ នផទព្រឡានៃ  T R   គឺណៅជិតនផទព្រឡានៃ  T R   ។ អាគុយម្ ង់ដដល រ់រ័ៃធ
ៃឹងការរំ ត់អាចព្តូវផដល់ឱ្យណដើម្បើបរហ ញអំរើព្ទឹសដើបទទូណៅនៃព្ទឹសដើបទទើ១០ ។ 

 
 ណសចរដើសៃនិដ្ឋា ៃព្ទឹសដើបទទើ១០ ជាប់ទារ់ទងណៅណរល S   គឺជានផទរនុង 2   ដដលមៃនផទព្រឡា
រំ ត់ ឬនផទរនុង 3  ជាម្យួៃឹងការរំ ត់មឌ្។ 

រូបទើ៦ ការបា ៃ់សាម ៃតំបៃ់បលង់ណដ្ឋយព្បជុំនៃកាណរ 
 

រូបភារទើ៧ សៃមត់  ណដ្ឋយព្បជំុនៃព្បណល ូព្កាម្ 
 



79 
 
 

ឧទា រ ៍៥ ឱ្យ a   ៃិង b   គឺជាចំៃៃួរិតវជិាមៃ។ ររនផទព្រឡានៃតំបៃ់ E   ណដ្ឋយដដៃរំ ត់រាងណអ
លើប មៃសម្ើការ ៖ 

2 2

1 2

2 2
1

x x

a b
    

ដំណណាះព្សាយ 
 ណយើងអះអាងថ្ន E   គឺជារូបភារសេិតរនុងឯរារបស់ D   ដដល
សេិតណៅខាងណព្កាម្ការបំដបលងលើណៃដអ រ  T   ណដណទម្ើ ង់ណដ្ឋយ

ម ព្ទើស 
0

0

a
A

a

 
  
 

  ណព្ ះណបើ 1

2

u
u

u

 
  
 

  1

2

,
x

x
x

 
  
 

 ៃិង 

x Au   
 ដ ោះ៖  1 2

1 2,
x x

u u
a b

   ។ 
វាដូចថ្ន u   គឺណៅរនុងថ្នសឯរាជាម្យួ 2 2

1 2 1u u    ព្បសិៃ 

x   ណៅរនុង E   ជាម្យួ 
2 2

1 2 1
x x

a b

   
    

   
  ាម្រយៈការបណងកើត

ព្ទឹសដើបទទើ១០  
  នផទម្រកឡានៃដេលីប   នផទម្រកឡានៃ TCD   
  det A  នផទម្រកឡានៃ D   
   

2
1ab ab      

បញ្ហ នៃការអៃុវតត ៖ ណបើ S  ជាព្បណល ូព្កាម្ណដលរំ ត់ណដ្ឋយណដដទម្ើ ង់នៃវុចិទ័រ 

1 2

1 5
,

3 1
b b

   
    
   

 ណ ើយណអាយ 
1 1

0 2
A

 
  
 

 គ នានផទព្រឡានៃរូប S  ណៅខាងណព្កាម្ 

x Ax  ។ 

លហំាត ់

លំហាត់ 1-6 ចូរបអូៃៗណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការ 
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 31 2

1 3 1 3

2 3 1 2 3

5 7 3 4 6
1. 2.

2 4 1 5 2 7

3 2 7 5 3 9
3. 4.

5 6 5 3 5

2 42 7

5. 3 8 6. 2 2

2 3 3 3 2

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x xx x

x x x x

x x x x x

    
 

    

     
 
       

    
 
       
        

 

លំហាត់ 7-10 ចូរបអូៃៗណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការជាម្ួយបា រា ដម្ ព្ត s  ។រចួរ ៌ា នាចណម្លើយរបស់វា។ 
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1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

6 4 5 3 5 3
7. 8.

2 2 2 9 5 2

2 1 2 1
9. 10.

3 6 4 3 6 2

sx x sx x

x sx x sx

sx sx sx x

x sx sx sx

    
 

     

     
 

    

 

លំហាត់ 11-16 ចូរបអូៃៗររម តព្ទើស Adjugate  ។រចួគ នាម ព្ទើសព្ចាសរបស់វា។ 
0 2 1 1 1 3

11. 3 0 0 12. 2 2 1

1 1 1 0 1 0

3 5 4 3 6 7

13. 1 0 1 14. 0 2 1

2 1 1 2 3 4

3 0 0 1 2 4

15. 1 1 0 16. 0 3 1

2 3 2 0 0 3

    
   


   
      

   
   
   
      

   
   
 
   
      

 

17.   ណបើមៃម ព្ទើស Aលំដ្ឋប់ 2 2  ។ ររម ព្ទើសព្ចាសនៃម ព្ទើស A។ 
18.   ឧបមថ្នព្គប់ធាតុទាងំអស់នៃម ព្ទើស A  ជាចំៃៃួគត់ៃិងមៃ  det 1A   ។ បរហ ញថ្ន ណ តុអវើ 
បាៃធាតុទាងំអស់នៃម ព្ទើស 1A ជាចំៃៃួគត់ដដរ? 
លំហាត់ 19-22 ចូរបអូៃៗណដ្ឋះព្សាយនផទព្រឡាព្បណល ូព្កាម្ ាម្រូអណដ្ឋណៃរំរូលៃើំម្យួៗ៖ 

       

       

       

       

19. 0,0 , 5,2 , 6,4 , 11,6

20. 0,0 , 1,3 , 4, 5 , 3, 2

21. 1,0 , 0,5 , 1, 4 , 2,1

22. 0, 2 , 6, 1 , 3,1 , 3,2

  

 

  

 

23. ចូរបអូៃៗណដ្ឋះព្សាយររមឌ្ព្បណ រើដប តាម្រូអណដ្ឋណៃរំរូលណៅណលើគល់តព្មុ្យ ៃិងរំរូលជាប់
គល់តព្មុ្យៃើម្យួៗមៃ      1,0, 2 , 1,2,4 , 7,1,0 ៕ 
24. ចូរបអូៃៗណដ្ឋះព្សាយររមឌ្ព្បណ រើដប តាម្រូអណដ្ឋណៃរំរូលណៅណលើគល់តព្មុ្យ ៃិងរំរូលជាប់
គល់តព្មុ្យៃើម្យួៗមៃ      1,4,0 , 1, 5,2 , 1,2, 1    ៕ 
25.ណព្បើព្ទឹសតើមឌ្ ព្សាយបញ្ា រ់ថ្នណ តុអវើណដដទម្ើ ង់3 3  មៃ  det 0A   កាលណាវាោម ៃម ព្ទើស
ព្ចាស។  

26. ាង S  គឺជាព្បណល ូព្កាម្ រំ ត់ណដ្ឋយវុចិទ័រ 
1 2

2 2
,

3 5
b b

    
    
   

 ណ ើយាង

6 2

3 2
A

 
  

 
។ ររនផទព្រឡានៃរូបភារ S ណព្កាម្បដម្លល x Ax។ 

27. អៃុវតតាម្ាម្លំហាត់26 ជាម្យួ 1 2

4 0
,

7 1
b b

   
    

   
ណ ើយាង 7 2

1 1
A

 
  
 

។ 
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28. ចូររររូបម្ៃតនផទព្រឡាព្តើណកា  ដដលមៃរំរូល 10 v ៃិង 2v រនុង 2R ។ 
29. បរហ ញថ្ន រូបម្ៃតនផទព្រឡាព្តើណកា ដដលមៃរំរូល    1 1 2 2, , ,x y x y ៃិង  3 3,x y រនុង 2R  

1 1

2 2

3 3

1
1

det 1
2

1

x y

A x y

x y

 
 

 
 
  

  

 

៣.៨.មីេ័រ កហូាវ ក់ទ័រ េិងអ េនយ(Minors, Cofactors, Ad joint) 

ណគឱ្យម ព្ទើស៖ 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
 

  
 
 

 

ម ព្ទើស Minor , 22 23

11

32 33

a a
M

a a

 
  
 

 

Minorនន 11 11 22 33 32 23a M a a a a    

ម ព្ទើសMinor , 21 23

12

31 33

a a
M

a a

 
  
 

 

Minorនន 12 12 21 33 31 23a M a a a a    

ម ព្ទើសMinor , 21 22

13

31 32

a a
M

a a

 
  
 

 

Minor នន 13 13 21 32 31 22a M a a a a    

ម ព្ទើសMinor , 12 13

21

32 33

a a
M

a a

 
  
 

 

Minor នន 21 21 12 33 32 13a M a a a a    

ម ព្ទើសMinor , 11 13

22

31 33

a a
M

a a

 
  
 

 

Minor នន 22 22 11 33 31 13a M a a a a    

ម ព្ទើសMinor , 11 12

33

21 22

a a
M

a a

 
  
 

 

Minor នន 33 33 11 22 21 12a M a a a a    

ម ព្ទើសនៃ Minors :
11 12 13

21 22 23

31 32 33

M M M

M M M

M M M

 
 
 
 
 
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ចំណា៖ំ Minor គឺទព្ម្ង់ខ្លើណដដទម្ើ ង់ នៃ ម ព្ទើសMinor ណរៀងោន ។ 
សញ្ញ Minor ព្តូវបាៃណៅថ្ន Cofactor។ 
Cofactor នៃធាតុណៅរនុង thi ជួរណដរ thj ជរួឈរ គឺាងណដ្ឋយ 

ijC  
 1

i j

ij ijC M


   

ម ព្ទើសនៃ
11 12

21 22 23

31 32 33

13M M M

Cofactors M M M

M M M

  
 

   
  

 

      

11 12 13

21 22 23

31 32 33

C C C

C C C

C C C

 
 

  
 
 

 

Adjoint នៃម ព្ទើស A  គឺជាបំដលងនៃម ព្ទើសCofactorរបស់វា។ វាគឺាងណដ្ឋយ adj A  

11 21 31

12 22 32

13 23 33

11 21 31

12 22 32

13 23 33

adj (A) = T

C C C

C C C C

C C C

M M M

M M M

M M M

 
 

  
 
 

  
 

   
  

 

៣.៩. ថាន ក់ច្េអ េនយ(Classical Adjoint) 

ាង 
ijA a     មៃម ព្ទើស n n  ណៅណលើ K  ៃិង ាង ijA  បញ្ា រ់រើCofactor នៃ ija  ។ Classical 

Adjoint នៃ Aាងណដ្ឋយ adj A គឺជាបំដលងនៃម ព្ទើស Cofactorនៃ A។ គឺ 

T

ijadj A A     

ណយើងៃិោយថ្ន “Classical adjoint” ជំៃសួណអាយរយ “adjiont” រើណព្ ះ  រយ “adjiont” បចចុបបៃន
ព្តូវបាៃណព្បើសព្មប់គំៃិតខុ្សោន ទាងំព្សុង។ 

ឧទា រ ៍១  ាង
2 3 4

0 4 2

1 1 5

A

 
 

 
 
  

 ។ររ Cofactor នៃ 9 ធាតុ នៃ A ខាងណព្កាម្៖ 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

4 2 0 2 0 4
18 , 2 , 4

1 5 1 5 1 1

3 4 2 4 2 3
11 , 14 , 5

1 5 1 5 1 1

3 4 2 4 2 3
10 , 4 , 8

4 2 0 2 0 4

A A A

A A A

A A A

 
         

 

 
         

 

 
           

 

 

ការបំដលងម ព្ទើស Cofactor ខាងណលើដដលទិៃនផលណៅជា Classical adjiont នៃ A ណនាះគឺ 
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18 11 10

2 14 4

4 5 8

adj A

   
 

 
 
  

 

 

ឧទា រ ៍ទើ២  ណគឱ្យ 
2 1 4

3 2 5

0 1 1

A

 
 


 
  

 ។ ររម ព្ទើសព្ចាស 1A  

ាម្រូបម្ៃត  1 1
| | 0A adj A that A

A

     

 4 0 12 0 10 3 8 7 1A             

11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 5 3 5 3 2
7 , 3 , 3

1 1 0 1 0 1

1 4 2 4 2 1
5 , 2 , 2

1 1 0 1 0 1

1 4 2 4 2 1
3 , 2 , 1

2 5 3 5 3 2

A A A

A A A

A A A

          
 

         
 

         

 

 

7 5 3

3 2 2

3 2 1

adj A

  
 

 
 
  

 

ណគបាៃ ម ព្ទើសព្ចាស   

1

1

7 5 3
1

3 2 2
1

3 2 1

7 5 3

3 2 2

3 2 1

A

A





  
 

 
 
  

 
 

  
 
   

 

ឧទា រ ៍ទើ៣  មៃម ព្ទើស 
2 1 2

3 2 2

1 2 3

A

 
 

  
 
 

 ។ គ នា adj A ៃិង 1A  

ចណម្លើយ 

គ នា adj A  

11 12 13

2 2 3 2 3 2
2 , 7 , 4

2 3 1 3 1 2
A A A           
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 2 3 2 3 2
2 , 7 , 4

2 3 1 3 1 2

1 2 2 2 2 1
1 , 4 , 3

2 3 1 3 1 2

1 2 2 2 2 1
2 , 2 , 1

2 2 3 2 3 2

A A A

A A A

A A A

         

         

         

 

ណគបាៃ 
2 1 2

7 4 2

4 3 1

adj A

 
 

 
 
  

 

គ នា 1A  

ណយើងមៃ 
2 1 2

3 2 2

1 2 3

A

 
 

  
 
 

 

ាម្រូបម្ៃត  1 1
| | 0A adj A that A

A

     

   12 2 12 4 8 9 26 21 5A           

2 1 2

7 4 2

4 3 1

adj A

 
 

 
 
  

 

ណគបាៃ  1

2 1 2

5 5 52 1 2
1 7 4 2

7 4 2
5 5 5 5

4 3 1
4 3 1

5 5 5

A

 
 

   
      
   
    

 
  

 

ដូចណៃះ  1

2 1 2

5 5 5

7 4 2

5 5 5

4 3 1

5 5 5

A

 
 

 
  
 
 
 
  
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៣.១០.  េុវតតេ៍សមីការលនីេអ ៊ែរ នារ់ររស ់Cramer 

ស្រទឹសតរីទ ៣.១០ ព្បរ័ៃធ(កាណរ) AX B  មៃដំណណាះព្សាយ លុះព្ាដត 0D   ។ ណៅរនុងររ ើ  
ដំណណាះព្សាយដបលរ ព្តូវបាៃផតល់ណដ្ឋយ  

     

1 2
1 2

1 1 2 2

, , ...,

det , det , ..., det

n
n

n n

NN N
x x x

D D D

N A N A N A

  

  

 

 

ស្រទឹសតរីទ ៣.១១ ព្បរ័ៃធកាណរណសមើសាច់ម្យួ 0AX   មៃដំណណាះព្សាយ មិ្ៃណសមើសូៃយ លុះព្ាដត 
0D A   

ឧទា រ ៍១  ណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការ ណព្បើណដដទម្ើ ង់ 
5

2 3 1

2 3

x y z

x y z

x y z

  


   
   

 ។ 

ចណម្លើយ 
ដំបូងគ នាណម្គុ នៃម ព្ទើសD  

1 1 1

1 2 3 2 6 1 4 3 1 5

2 1 1

D          



 

រើណព្ ះ 0D   មៃព្បរៃធដំណណាះព្សាយរិណសសណដើម្បើគ នាណយើងជំៃសួណរៀងោន  ណម្គុ នៃណៅរនុង
ម ព្ទើសនៃណម្គុ  , ,x y z  ណដ្ឋយ , ,x y zN N N លរខខ្ ា ណថ្រទិៃនផលណៃះ 

5 1 1

1 2 3 10 9 1 6 15 1 20

3 1 1

1 5 1

1 1 3 10

2 3 1

1 1 5

1 2 1 15

2 1 3

x

y

z

D

D

D

          



    



   

 

ដូណចនះដំណណាះព្សាយដតម្ួយគត់នៃព្បរ័ៃធគឺ

4 2 3
yx z

DD D
x y z

D D D
        

ណនាះគឺជាវុចិទ័រចណម្លើយ  4, 2,3    
ឧទា រ ៍ទើ២ ណព្បើ Cramer គឺជារបួៃណដ្ឋះព្សាយសព្មប់ y ណដ្ឋយមិ្ៃចាបំាច់ណដ្ឋះព្សាយសព្មប់

,x z  ៃិង w  ដដលមិ្ៃសាា ល់ 
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4 6

3 7 1

7 3 5 8 3

2 3

x y z w

x y z w

x y z w

x y z w

   


   


    
    

 

ចណម្លើយ 
ដំបូងគ នាណម្គុ នៃម ព្ទើសD  

4 1 1 1

3 7 1 1
.........

7 3 5 8

1 1 1 2

D


 


គិតណដ្ឋយខ្លួៃឯង 

4 6 1 1

3 1 1 1
.........

7 3 5 8

1 3 1 2

yD


 
 

គិតណដ្ឋយខ្លួៃឯង 

.....................
yD

y
D

   
ណនាះគឺជាវុចិទ័រចណម្លើយ   
 
ឧទា រ ៍៣ ណគឱ្យរណៃាម្ Ax b  ជាព្បរ័ៃធរនុងឧទា រ ៍ ២ 

(រ) ណដ្ឋះព្សាយាម្របួៃ Cramer  
(ខ្) ណដ្ឋះព្សាយណដ្ឋយការលុបបំបាត់របស់ ាូស  

 (គ) ណតើវធិ្ើសាង្គ្សតណាដដលទារ់ទងៃឹងការគ នារយ? 

៣.១១. រែុកមា៉ា ស្រទីសេងិកតាត កំណត់ 

 ព្ទឹសតើបទខាងណព្កាម្គឺជាលទធផលចម្បងនៃដផនរណៃះ 

ស្រទឹសតរីទ ៣.១២៖ សៃមត់ថ្ន M  គឺជាម ព្ទើសកាណររាងព្តើណកា ខាងណលើ (ព្តើណកា ណព្កាម្) ដដល
មៃបលុរអងកត់ព្ទូង  1 2, ,..., nA A A  ណនាះ ៖ 
           1 2det det det ...det nM A A A  ។ 

សូម្រត់សមា ល់ថ្ន M  គឺជាម ព្ទើសកាណររាងព្តើណកា ខាងណលើ (ព្តើណកា ណព្កាម្) វាយតនម្លរាត
រំ ត់នៃបលុរអងកត់ព្ទូងៃើម្ួយៗ 

ឧទា រ ៍១  ររណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស

2 3 4 7 8

1 5 3 2 1

0 0 2 1 5

0 0 3 1 4

0 0 5 2 6

M

 
 

 
 
 

 
  
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ណគបាៃ 11 12

21 22

2 3 4 7 8

1 5 3 2 1

0 0 2 1 5

0 0 3 1 4

0 0 5 2 6

M M
M

M M

 
 

   
    
   

 
  

 

M គឺជាម ព្ទើសព្តើណកា ណលើ ណ តុណៃះតំនលរំ ត់នៃបលុរអងកត់ព្ទូងៃើម្យួៗ 

11

2 3
10 3 13

1 5
M

 
    

 
 

22

2 1 5

3 1 4 12 20 30 25 16 18 29

5 2 6

M

 
 

         
 
  

 

ណគបាៃ 11 22 13 29 377M M M      
 
 
 

ឧទា រ ៍១  ររណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើស

3 4 0 0 0

2 5 0 0 0

0 9 2 0 0

0 5 0 6 7

0 0 4 3 4

M   

11 12 13

21 22 23

31 32 33

3 4 0 0 0 3 4 0 0 0

2 5 0 0 0 2 5 0 0 0

0 9 2 0 0 0 9 2 0 0

0 5 0 6 7 0 5 0 6 7

0 0 4 3 4 0 0 4 3 4

M M M

M M M M

M M M

 
 

  
 
  

 

 M គឺជាម ព្ទើសណមម  ព្តើណកា ណព្កាម្ ណ តុណៃះតំនលរំ ត់នៃបលុរអងកត់ព្ទូងៃើម្ួយៗ 

11

22

33

3 4
15 8 7

2 5

2 2

6 7
24 21 3

3 4

M

M

M

   

 

   

 

ណនាះ   11 22 33det 7 2 3 42M M M M M       
 



88 
 
 

ឧទា រ ៍៣ រំ ត់តនម្លណដដទម្ើ ង់ៃើម្យួៗខាងណព្កាម្៖
1 2 1 3 1 1 3 5 7 9 1 2 3 4 5

2 1 1 2 3 2 4 2 4 2 5 4 3 2 1

. . .3 1 0 2 1 0 0 1 2 3 0 0 6 5 1

5 1 2 3 4 0 0 5 6 2 0 0 0 7 4

2 3 1 1 2 0 0 1 3 1 0 0 0 2 3

a b c



 





  

 

រំ ត់សំោល់ ៖ សៃនត់ថ្ន A B
M

C D

 
  
 

 ដដល , , ,A B C D  គឺជាម ព្ទើសកាណរ   ។ ជាទូណៅវាមិ្ៃរិតណទ 

M A D B C  ។ 
 

៣.១២. មាឌ 

រាត រំ ត់ទារ់ទងណៅៃឹងសញ្ញ  នៃតំបៃ់ៃិងរព្មិ្តសំណ ងដូចខាងណព្កាម្ 1 2, ,..., nu u u  រនុង n  
ព្តូវវុចិទ័រ អៃុញ្ញ តឱ្យ S ជាបា រា ដ លបា រា ដ លដដលរំ ត់ណដ្ឋយវុចិទ័រ។  
ណនាះ  1 1 2 2 .... : 0 1 , 1,.....,n n iS a u a u a u a i n        ណ ើយជា 2,n S (ជាបា រា ណ ល) 
 V S  ររតនម្ល S ណៅណរល 2n   ណនាះ តនម្លដ្ឋច់ខាតនៃ    detV S Absolutevalueof A  

ដដល A គឺជាម ព្ទើសដដលមៃជរួណដរ 1 2, ,..., nu u u   ជាទូណៅព្បសិៃណបើៃិងព្បសិៃណបើវុចិទ័រ   0V S   
រំុបណងកើតព្បរ័ៃធរូអរណដ្ឋណៃសព្មប់ n  (i.e. ព្បសិៃណបើៃិងព្បសិៃណបើវុចិទ័ររឹងដផអរណលើលើណៃដអ រ) 
ឧទា រ ៍១ ររមឌ្នៃព្បណលរើដប តដរងរំ ត់ណដ្ឋយវុចិទ័របើ         

     1 2 31,1,0 , 1,1,1 , 0,2,3u u u    ណៃះ   3,V S S in  (រូបភារ១)  
មឌ្រំ ត់នៃម ព្ទើសដដលមៃជរួណដរ   

1 1 0

1 1 1 3 0 0 0 2 3 2

0 2 3

V                    

ដូចណៃះ   2 2V S     
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ឧទា រ ៍២ ររមឌ្  V S  នៃព្បណលរើដប ត ណនាះ S រនុង 3R រំ ត់ណដ្ឋយវុចិទ័រ 
       

       

1 2 3

1 2 3

. 1,1,1 , 1,3, 4 , 1,2, 5

. 1,2,4 , 2,1, 3 , 5,7,9

a u u u

b u u u

    

   
 

 V S  គឺជាតនម្លដ្ឋច់ខាតនៃមឌ្រំ ត់នៃម ព្ទើស M ដដលជរួណដរគឺជាវុចិទ័រផតល់។   
ដូចណៃះ  

 

 

1 1 1

1 3 4 15 4 2 3 8 5 7

1 2 5

7 7

a M

V s

          



   

 

 

 

1 2 4

2 1 3 9 30 56 20 21 36 0

5 7 9

0 0

b M

V s

        

  

 

 
ឧទា រ ៍៣ ររមឌ្  V S  នៃព្បណលរើដប ត ណនាះ S រនុង 3R រំ ត់ណដ្ឋយវុចិទ័រ
       

       

1 2 3

1 2 3

. 1,2, 3 , 3,4, 1 , 2, 1,5

. 1,1,3 , 1, 2, 4 , 4,1,5

a u u u

b u u u

     

    
 

 V S  គឺជាតនម្លដ្ឋច់ខាតនៃមឌ្រំ ត់នៃម ព្ទើស M ដដលជរួណដរគឺជាវុចិទ័រផតល់។   
ដូចណៃះ  

 

 

1 2 3

3 4 1 20 4 9 24 1 30 18

2 1 5

18 18

a M

V s



        



  

 

 

 

1 1 3

1 2 4 10 16 3 24 4 5 0

4 1 5

0 0

b M

V s

          

  

 

 
 
ឧទា រ ៍៤  ររមឌ្  V S  នៃព្បណលរើដប ត ណនាះ S រនុង 4R រំ ត់ណដ្ឋយវុចិទ័រ 

       1 2 3 41, 2,5, 1 , 2,1, 2,1 , 3,0,1, 2 , 1, 1,4, 1u u u u           
 V S  គឺជាតនម្លដ្ឋច់ខាតនៃមឌ្រំ ត់នៃម ព្ទើស M ដដលជរួណដរគឺជាវុចិទ័រផតល់។  ដូចណៃះ  
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 

1 2 5 1

2 1 2 1
17

3 0 1 2

1 1 4 1

17 17

M

V s

 


 



 

  

 

នេអទមីណង់ច្េស្ររមាណវិធីលនីេអ ៊ែរ 

ាង F  ជាព្បតិបតតិររលើណៃដអ រណលើវុចិទ័រV  ដដលមៃវមិព្តរំ ត់។  សូម្ឱ្យ Aជាតំណាងម 
ព្ទើសនៃ F  ដដលទារ់ទងណៅៃឹងមូ្លដ្ឋា ៃម្យួចំៃៃួ S  នៃ V  បនាទ ប់ម្រណយើងរំ ត់រាត រំ ត់
របស់ F  សរណសរ  det F ៖  det F A  

ស្រទឹសតរីទ៨.១៣  ាងF   ៃិង G  ជាសញ្ញ ព្បម វធិ្ើលើណៃដអ រណៅណលើវុចិទ័ររនុងលំ V បនាទ ប់ម្រ 
i.      det det detF G F G  
ii. F មនិអាចបញ្ច្ញ្ជច សបានងរទ្បសិនងបើ  det 0F   ។ 

ឧទា រ ៍១  ាង F  ជាព្បម វធិ្ើលើណៃដអ រ(Linear operation)ណៅរនុង 3  ៃិង ាង A   
ជាម ព្ទើសដដលតំណាងណអាយ F  ទារ់ទងណៅៃឹងណោលនៃ 3  

( , , ) (2 4 , 2 3 ,5 )F x y z x y z x y z x y z         

ៃិង
2 4 1

1 2 3

5 1 1

A

 
 

 
 
  

  

ណនាះ det( ) 4 60 1 10 6 4 55F A           
ឧទា រ ៍២ ររណដដទម្ើ ង់នៃ 3 3:F   រំ ត់ណដ្ឋយ 
                 ( , , ) ( 3 4 ,2 7 , 5 3 )F x y z x y z y z x y z        
ណដដទម្ើ ង់ឬព្បម វធិ្ើលើណៃដអ រ F គឺណសមើៃឹងណដដទម្ើ ង់ឬម ព្ទើសដដលតំណាងណអាយF ។ 
ដូចណៃះដំបូងររម ព្ទើស A  ដដលតំណាងណអាយ F  ណៅរនុងណោលធ្ម្មាដដលជរួណដររបស់វា ជាណម្គុ 
នៃ ( , , )x y z ណរៀងោន ។ 

 ណគបាៃ   
1 3 4

0 2 7

1 5 3

A

 
 


 
  

 

ដូចណៃះdet( ) 6 21 0 8 35 0 8F A           
ឧទា រ ៍៣ ររណដដទម្ើ ង់នៃបដម្លងលើណៃដអ រៃើម្ួយៗខាងណព្កាម្៖ 

2 2( )  :a T   រំ ត់ណដ្ឋយ ( , ) (2 9 ,3 5 ),T x y x y x y     
ណដដទម្ើ ង់ឬព្បម វធិ្ើលើណៃដអ រ F គឺណសមើៃឹងណដដទម្ើ ង់ឬម ព្ទើសដដលតំណាងណអាយF ។ 
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ដូចណៃះដំបូងររម ព្ទើស A  ដដលតំណាងណអាយ F  ណៅរនុងណោលធ្ម្មាដដលជរួណដររបស់វា ជាណម្គុ 
នៃ ( , )x y ណរៀងោន ។ 

 ណគបាៃ    
2 9 2 9

det 10 18 8
3 5 3 5

A F A
  

        
  

 

ដូចណៃះdet( ) 8F A   
3 3( )  F :b  រំ ត់ណដ្ឋយ ( , , ) (3 2 ,5 7 , ),F x y z x z y z x y z      

ណដដទម្ើ ង់ឬព្បម វធិ្ើលើណៃដអ រ F គឺណសមើៃឹងណដដទម្ើ ង់ឬម ព្ទើសដដលតំណាងណអាយF ។ 
ដូចណៃះដំបូងររម ព្ទើស A  ដដលតំណាងណអាយ F  ណៅរនុងណោលធ្ម្មាដដលជរួណដររបស់វា ជាណម្គុ 
នៃ ( , , )x y z ណរៀងោន ។ 

 ណគបាៃ    

3 0 1 3 0 1

0 5 7 det 0 5 7 15 0 0 5 21 1

1 1 1 1 1 1

A F A

  
 

          
 
  

 

ដូចណៃះdet( ) 1F A    
3 2( )  F :c  រំ ត់ណដ្ឋយ ( , , ) (2 7 4 ,4 6 2 ).F x y z x y z x y z      

ណដដទម្ើ ង់ឬព្បម វធិ្ើលើណៃដអ រ F គឺណសមើៃឹងណដដទម្ើ ង់ឬម ព្ទើសដដលតំណាងណអាយF ។ 
ដូចណៃះដំបូងររម ព្ទើស A  ដដលតំណាងណអាយ F  ណៅរនុងណោលធ្ម្មាដដលជរួណដររបស់វា ជាណម្គុ 
នៃ ( , , )x y z ណរៀងោន ។ 

 ណគបាៃ    

2 7 4 2 7 4

4 6 2 det 4 6 2 0

0 0 0 0 0 0

A F A

  
 

      
 
  

 

ដូចណៃះdet( ) 0F A   
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  ជំពូកទី៤         ងាត់ស្រទងូកមម 
៤.១. តច្មែផ្ទេ ល ់េិង វុិនទ័រផ្ទេ ល ់

េិយមេ័យ៤.១ 
ណបើ Aជាម ព្ទើសលំដ្ឋប់ n n ណនាះវុចិទ័រមិ្ៃសូៃយ X នៃ nR ណៅថ្ន វុចិទ័រផ្លទ ល់ នៃម ព្ទើស Aកាលណា
     AX X  
ចំណ ះតនម្លណាម្យួជាចំៃួៃណថ្រ។ តនម្លសាក ដល ណៅថ្ន  តនម្លផ្លទ ល់ នៃម ព្ទើស A ណ ើយវុចិទ័រ X ព្តូវ
បាៃណៅថ្ន វុចិទ័រផ្លទ ល់ ដដលព្តូវៃឹង តនម្លផ្លទ ល់  ។ 
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ស្រទឹសតរីទ ៤.១ 
ណបើ Aជាម ព្ទើសលំដ្ឋប់ n n ម្យួណនាះតនម្លផ្លទ ល់  នៃ nR  នៃម ព្ទើស Aកាលណាវាណផទៀតផ្លទ ត់ 

     det 0

0

I A X

I A X





 

 
 

សម្ើការណៃះណៅថ្ន សម្ើការសមា ល់នៃ A។ 
ឧទា រ ៍ទើ១៖ វុចិទ័រផ្លទ ល់នៃម ព្ទើស 2 2  

 វុចិទ័រ 1
x

2

 
  
 
 គឺជាវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ 3 0

8 1
A

 
  

 
  

ដដលព្តូវៃឹងតនម្លផ្លទ ល់ 3   ណគបាៃ 
3 0 1 3 1

x 3 3x
8 1 2 6 2

A
       

          
       

  

ាម្លរខ ៈធ្រ ើ មព្ត ផលគុ នៃ Aបាៃម្ររើវុចិទ័រណដ្ឋយផលគុ រាត ៃឹង3 
ឧទា រ ៍ទើ២ ររតនម្លផ្លទ ល់ (Eigenvalue) 

រនុងឧទា រ ៍ទើ១ណយើងបាៃររណ ើញថ្ន 3  គឺជាតនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើស  3 0

8 1
A

 
  

 
 

ប ុដៃតណយើងមិ្ៃបាៃរៃយល់រើវធិ្ើសាង្គ្សតរនុងការររវាណទ។ ណព្បើសម្ើការសមា ល់ 
(characteristic equation)ណដើម្បើររព្គប់តនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើសណៃះ។ 

ដំណណាះព្សាយ 
ាម្រូបម្ៃតរនុងព្ទឹសដើបទខាងណលើ តនម្លផ្លទ ល់នៃ A គឺជាចណម្លើយនៃសម្ើការdet( ) 0I A     
ណគអាចសរណសរ៖ 

3 0
0

8 1








 
  

ណគបាៃ          3 1 0     
ណនាះបរហ ញណអាយណ ើញថ្ន តនម្លផ្លទ ល់នៃ A   គឺ 3    ៃិង 1    ។ ដូចណៃះ បដៃេម្រើតនម្លផ្លទ ល់ 3 

ណៅរនុងឧទា រ ៍ទើ១ ណយើងបាៃររណ ើញតនម្លផ្លទ ល់ម្ួយណទៀតគឺ 1    
ឧទា រ ៍ទើ៣៖ មៃតនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើស3 3  ។ 

ររតនម្លផ្លទ ល់នៃ
0 1 0

0 0 1

4 17 8

A

 
 


 
  
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ដំណណាះព្សាយ 
រ ុធាសមា ល់នៃ A គឺ 

3 2

1 0

det( ) det 0 1 8 17 4

4 17 8

I A



    



 
 

     
 
   

  

តនម្លផ្លទ ល់នៃ A ព្តូវដតណផទៀងផ្លទ ត់ៃឹងសម្ើការដឺណព្រទើ៣    
3 28 17 4 0      (5)       

2( 4)( 4 1) 0        
ណនាះដំណណាះព្សាយណៅសល់របស់សម្ើការ(5)ព្តូវៃឹងសម្ើការដឺណព្រទើ២ 

2( 4 1) 0     
ដដលអាចណដ្ឋះព្សាយាម្រយៈរូបម្ៃតណដ្ឋះព្សាយសម្ើការដឺណព្រទើ២ ដូចណៃះ តនម្លផ្លទ ល់នៃ A គឺ 

4, 2 3     ៃិង 2 3     
ឧទា រ ៍ទើ៤៖ តនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើសព្តើណកា ណលើ (Eigenvalues of a Upper Triangular Matrix) 
ររតនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើសព្តើណកា ណលើ        

11 12 13 14

22 23 24

33 34

44

0

0 0

0 0 0

a a a a

a a a
A

a a

a

 
 
 
 
 
 

 

ដំណណាះព្សាយ 
 រលំឹរណ ើងវញិរើណដដទម្ើ ង់នៃម ព្ទើសព្តើណកា គឺជាផលគុ នៃធាតុដដលដដលណៅរនុងអងកត់ព្ទូង
(ព្ទឹសដើបទ2.1.2) ណគបាៃ៖ 

11 12 13 14

22 23 24

33 34

44

11 22 33 44

0
det( ) det

0 0

0 0 0

( )( )( )( )

a a a a

a a a
I A

a a

a

a a a a










   

    
 

  
  
  
 

 

    

 

ដូចណៃះ សម្ើការសមា ល់គឺ:      11 22 33 44( )( )( )( ) 0a a a a          
ៃិងតនម្លផ្លទ ល់: 
                   11 22 33 44, , ,a a a a         
ដដលរិតព្បារដជាធាតុនៃអងកត់ព្ទូនៃម ព្ទើស A   
ស្រទឹសតរីទ៖ ណបើ A  ជាម ព្ទើសព្តើណកា ណលើ(ព្តើណកា ណព្កាម្)ណនាះតនម្លផទល់នៃម ព្ទើស្ A  គឺជាធាតុ
របស់អងកត់នៃម ព្ទើស A។ 
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ឧទា រ ៍៥ តនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើសព្តើណកា ណព្កាម្(Eigenvalues of a Lower Triangular Matrix)៖ 
ាម្រយៈការសណងកត តនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើសព្តើណកា ណព្កាម្ 

1
0 0

2

2
1 0

3

1
5 8

4

A

 
 
 
  
 
 
  
  

 គឺ 1 2
,

2 3
    ៃិង 1

4
    

ស្រទឹសតរីទ៥.១.៣ ណបើ A  ជាម ព្ទើសទំ ំn n  ណនាះសំណ ើ រខាងណព្កាម្សម្មូ្លោន ។ 
    រ. ជាតនម្លផ្លទ ល់នៃ A  
    ខ្. ជាចណម្លើយម្យួនៃសម្ើការសមា ល់  det 0I A     
      គ. ព្បរ័ៃធសម្ើការ  det 0I A x    មៃចណម្លើយណព្ចើៃរា ប់មិ្ៃអស់ 

     . មៃវុចិទ័រមិ្ៃសូៃយ x  ដដល Ax x ។ 

   
៤.២. ការរកវុិនទ័រផ្ទេ ល ់េិង នោលច្េលហំផ្ទេ ល ់

 េិមយេ័យ៤.២ ាង A  ជាម ព្ទើសទំ ំ n n   ៃិងជាតនម្លផ្លទ ល់នៃ A  ។ លំ ចណម្លើយនៃព្បរ័ៃធសម្ើ
ការ   0I A x    ណៅថ្នលំ ផ្លទ ល់នៃ A  ដដលព្តូវៃិងតនម្លផ្លទ ល់ ណ ើយាងណដ្ឋយ E ។ 

ឥ ូវណៃះណយើងដឹងរើរណបៀបររតនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើស ណយើងៃិងរិចារណាណលើបញ្ហ នៃការររវុចិទ័រផ្លទ ល់
ដដលព្តូវៃិងវា។ ាម្ៃិយម្ៃ័យវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ A ដដលព្តូវៃិងតនម្លផ្លទ ល់ៃិងតនម្ល គឺជាវុចិទ័រមិ្ៃសូៃ
ៃយដដលណផទៀងផ្លទ ត់   0I A x    ដូណចនះណយើងអាចររវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ A ដដលព្តូវៃិង វាអាចបរហ ញដូច
ជាៈ 
1. លំហររងររននម៉ា ទ្រីស I A   

2. Kernel ននទ្បមនវធីិងលើម៉ា ទ្រីស : n n

I AT R R    

3. សំណំុននវុចិររ័ចំង េះ Ax x  ។ 

ឧទា រ ៍១ ររណោលនៃលំ ផ្លទ ល់នៃម ព្ទើស
1 3

2 0
A

 
  
 

 

   ចណម្លើយៈ ទព្ម្ង់សម្ើការនៃ A  គឺ 

    
1 3

1 6 2 3 0
2


   



 
      


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        ដូណចនះ តនម្លផ្លទ ល់នៃ A  គឺ 2 , 3     ។  
ដូណចនះមៃតនម្លផ្លទ ល់រើរនៃ A ដដលម្យួសព្មប់តនម្លផ្លទ ល់។ 

     ាម្ៃិម្យៃ័យៈ 1

2

x
X

x

 
  
 

 គឺជាវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ A ដដលព្តូវៃិងតនម្លផ្លទ ល់  

លុះព្ាដត   0I A x   ណនាះណគបាៃ 

  1

2

1 3 0

2 0

x

x





      
    

    
 

 

រនុងររ ើ ដដល 2  សម្ើការណៃះកាល យជា 

1

2

3 3 0

2 2 0

x

x

     
    

    
 

 
 ដំណណាះព្សាយទូណៅរបស់សម្ើរណៃះគឺ 1 2,x t x t                                

(ណផទៀងផ្លទ ត់) ចាប់រើណៃះអាចព្តូវបាៃសរណសររនុងទព្ម្ង់ម ព្ទើសជា 1

2

1

1

x t
t

x t

     
      
    

  

ាម្ណនាះណគបាៃ 1

1

 
 
 
 គឺជាណោលនៃលំ ផ្លទ ល់ដដលព្តូវៃិង 2  ។ 

ណយើងទុរវាណអាយអនរណធ្វើាម្គព្មូ្នៃការគ នាទាងំណៃះៃិងបរហ ញថ្ន              ជាណោលនៃលំ ផ្លទ ល់
ដដលព្តូវៃិង 3   ។ 

ឧទា រ ៍២  ររណោលនៃលំ ផ្លទ ល់នៃម ព្ទើស 3 0

8 1
A

 
  

 
                       

ចណម្លើយ រនុងឧទា រ ៍ម្ួយណយើងបាៃររណ ើញទព្ម្ង់នៃ   3 1 0                                          
អវើដដលណយើងទទលួបាៃគឺ 3  ៃិង 1   ។ ដូណចនះមៃលំ ផ្លទ ល់រើរនៃ A ដដលព្តូវៃិងតនម្លផ្លទ ល់ទាងំ
ណៃះ។ 

ាម្ៃិយម្ៃ័យ 1

2

x
X

x

 
  
 

គឺជាវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ A ព្តូវៃិងតនម្លផ្លទ ល់ លុះព្ាដត xជាតនម្លរា ប់មិ្ៃ 

អស់នៃ   0I A x    

ណនាះគឺ 1

2

3 0 0

8 1 0

x

x





     
    

     
                                               

   ណបើ 3   បនាទ ប់ម្រសម្ើការណៃះកាល យជា 1

2

0 0 0

8 4 0

x

x

    
    

    
                                   

 ដំណណាះព្សាយទូណៅរបស់សម្ើការណៃះគឺ  1 2

1
,

2
x t x t                                  
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(ណផទៀងផ្លទ ត់) ឬណៅរនុងទព្ម្ង់ម ព្ទើស   1

2

1 1

2 2

1

x t
t

x
t

   
            

   

                                     

ដូណចនះ 
1

2

1

 
 
 
 

 គឺជាណោលនៃលំ ផ្លទ ល់ដដលព្តូវៃឹង 3   

  ណបើ 1    ណគបាៃ 1

2

3 0 0

8 1 0

x

x





     
    

     
បនាទ ប់ម្រសម្ើការណៃះកាល យជា 1

2

4 0 0

8 0 0

x

x

     
    

    
                                   

 ដំណណាះព្សាយទូណៅរបស់សម្ើការណៃះគឺ  1 20,x x t                                  

(ណផទៀងផ្លទ ត់) ឬណៅរនុងទព្ម្ង់ម ព្ទើស   1

2

0 0

1

x
t

x t

     
      
    

                                     

ដូណចនះ 0

1

 
 
 
 គឺជាណោលនៃលំ ផ្លទ ល់ដដលព្តូវៃឹង 1    

 

ឧទា រ ៍៣៖ វុចិទ័រផ្លទ ល់ៃិង ណោលនៃលំ ផ្លទ ល់ 
 

 ររណោលនៃលំ ផ្លទ ល់ 
0 0 2

1 2 1

1 0 3

A



                                   

 

ចណម្លើយៈ   ទព្ម្ង់សម្ើការនៃ A គឺ 0I A    

                              
0 2

1 2 1 0

1 0 3







   

 

   

ដូណចនះ  តនម្លផ្លទ ល់នៃ A គឺ 1 , 2   មៃលំ ផ្លទ ល់រើរនៃ A។ 

ាម្ៃិយម្ៃ័យ 
1

2

3

x

X x

x

 
 


 
  

 ជាវុចិទ័រណផទៀងផ្លទ ត់នៃ A ដដលព្តូវៃិង លុះព្ា xជាចណម្លើយរា ប់មិ្ៃអស់ 
 

នៃ   0I A X    រនុងទព្ម្ង់ម ព្ទើស 

   
1

2

3

0 2 0

1 2 1 0

1 0 3 0

x

x

x







    
    

   
    
         

   (5) 

រនុងររ ើ 2  សម្ើការ(5)កាល យជា 

 
1

2

3

2 0 2 0

1 0 1 0

1 0 1 0

x

x

x

    
    

  
    
         
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លទធផលនៃការណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការណៃះណព្បើវ ើធ្ើណហាា ស(ណផទៀងផ្លទ ត់) 

 
1

2

3

1 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

x

x

x

    
    


    
        

 

ាង 3 2 1, ,x s x t x s     

ណគបាៃ
1

2

3

0 1 0

0 0 1

0 1 0

x s s

X x t t s t

s sx

             
           

     
           
                     

 

ដូណចនះវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ A ដដលព្តូវៃឹង 2  ជាវុចិទ័រមិ្ៃសូៃយនៃទព្ម្ង់វុចិទ័រ 

 
0

1

0

 
 
 
  

   ៃិង
1

0

1

 
 
 
  

 

វុចិទ័រទាងំណៃះមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ បាៃម្ររើណោលម្យួនៃលំ ផ្លទ ល់ដដលព្តូវៃិង 2  ។ 

ររ ើ ណបើ 1  បនាទ ប់ម្រ(5)កាល យជា 

                     
1

2

3

1 0 2 0

1 1 1 0

1 0 2 0

x

x

x

    
    

   
    
         

 

លទធផលនៃការណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធណៃះ (ណផទៀងផ្លទ ត់)។ 

                     
1

2

3

1 0 2 0

0 1 1 0

0 0 0 0

x

x

x

    
    

 
    
        

 

ាង 3x s ណគបាៃ 2 1, 2x s x s    

                      
1

2

3

2 2

1

1

x s

X x s s

sx

      
     

  
     
         

 

ដូណចនះវុចិទ័រផ្លទ ល់ដដលព្តូវៃឹង 1  ជាវុចិទ័រមិ្ៃសូៃយនៃទព្ម្ង់ 

      
2

1

1

 
 
 
  

 

ដូណចនះ    វុចិទ័រ  
2

1

1

 
 
 
  

 ជាណោលនៃលំ ផ្លទ ល់ដដលព្តូវៃិង 1  ។ 
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ឧទា រ ៍៤៖ ររណោលលំ នៃម ព្ទើស
2 1 1

1 2 1

1 1 2

L

 
 

 
 
   

 

 

រ ុធាសមា ល់      

   

2

2

2 1 1

1 2 1 2 2 1 2 1

1 1 2

1 4



   



 

 

             


  

 

ររតនម្លផ្លទ លណដ្ឋយណព្បើ    
2

0 1 4 0I A        ណគបាៃ 

                          1 1 21, 4      

ដូណចនះ         Lមៃតនម្លផ្លទ ល់ 1 1  (ដដលមៃរើររាត ) ៃិង 2 4  (ដដលមៃម្យួរាត )។ 

ណដើម្បើររវុចិទ័រផ្លទ ល់ដដលផាុ ំណដ្ឋយតនម្លផ្លទ ល់ៃើម្យួៗណយើងណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធអូម្ ូដសៃ  
                                                  0I L X      

                                
1

2

3

2 1 1 0

1 2 1 0

1 1 2 0

x

x

x







      
    

      
        

                                                                                                 

                             
 ណបើ 4  ណយើងរំ ត់យរម ព្ទើសបដៃេម្ចំណ ះព្បរ័ៃទលើណៃដអ រ 

 

                                   

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

2 1 1 0

1 2 3 0

1 1 2 0

1 2 1 0

0 3 3 0

0 3 3 0

1 2 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

     
    

     
         

      
    

      
         

      
    

    
    
    

   
  

  
  
   


 
 
 



 

ាង 3 1 2x t x x t      

            

1

1

1

t

X t t

t

    
   

      
   
   
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វុចិទ័រណាម្យួនៃទព្ម្ង់ 
1

1

1

t

 
 
 
 
 

  គឺជាវុចិទ័រផ្លទ ល់ដដលព្តូវៃិងតនម្លផ្លទ ល់ 4  ។ 

ដូណចនះ Lកាត់បនាទ ត់ព្តង់គល់តព្មុ្យ។ 

 ណបើ 1  ម្តងណទៀតណយើងរំ ត់យរម ព្ទើសបដៃេម្ ៃិងររសំ ំុចណម្លើយ 

1 1 1 0 1 1 1 0

1 1 1 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0

    
   

   
       

 

 បនាទ ប់ម្រសំ ំុចណម្លើយមៃបា រា ដព្ម្ តរើរគឺ s  ៃិង t  ណព្ ះ 3 2 1, ,x s x t x t s                                                            

ដូណចនះ Lបាៃម្ររើសំ ំុ
1 1

1 0

0 1

X s t

   
   

    
   
   

 

សំ ំុណៃះគឺបលង់ម្យួកាត់គល់តព្មុ្យ។ ដូណចនះផលគុ រើរតនម្លផ្លទ ល់មៃរើរវុចិទ័រផ្លទ ល់មិ្ៃ 

អាព្ស័យ 
1

1

0

 
 
 
 
 

ៃិង
1

0

1

 
 
 
 
 

 ដដលរំ ត់ណដ្ឋយបលង់មិ្ៃដព្បព្បូល។ 

៤.៣. សវយ័គុណច្េមា៉ា ស្រទីស 

បលង់នៃតនម្លផ្លទ ល់ៃិងវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃម ព្ទើស A  គឺបាៃររណ ើញវាគឺជាបញ្ហ សាម្ញ្ញរនុងការររតនម្លផ្លទ ល់
ៃិងវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃសវ័យគុ វ ើជាមៃណាម្យួនៃ A  ។ ឧទា រ ៍ណបើ  ជាតនម្លផ្លទ ល់នៃ A  ណ ើយ x  ជាវុចិ
ទ័រដដលព្តូវៃឹងវាណនាះ 

       2 2A x A Ax A x Ax x x          

ដូណចនះ 2 ជាតនម្លផ្លទ ល់នៃ 2A  ៃិង xជាវុចិទ័រផ្លទ ល់ដដលព្តូវៃិងវា។ 

ជាទូណៅណយើងបាៃលទធផលដូចខាងណព្កាម្៖ 
 

ស្រទឹសតរីទ៥.១.៤ ណបើ kជាចំៃៃួគត់វជិាមៃ ,  ជាតនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើស A ៃិង xជាវុចិទ័រដដលព្តូវៃិង
វាណនាះ k ៃិង xជាវុចិទ័រដដលព្តូវៃិងវាណនាះ។ 

 
ឧទា រ ៍៨៖ សវ័យគុ នៃម ព្ទើស ររតនម្លផ្លទ ល់ៃិងវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ 𝐴7 ។ 
 

រនុងឧទា រ ៍៧ ណយើងបាៃបរហ ញថ្ន តនម្លផ្លទ ល់នៃ 
0 0 2

1 2 1

1 0 3

A

 
 


 
  
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គឺ 𝜆 = 2 ៃិង λ = 1 បាៃរើព្ទឹសតើបទ 5.1.4 ទាងំរើរ 𝜆 = 27 = 128  ៃិង 𝜆 = 17 = 1 ជាតនម្លផ្លទ ល់នៃ 

𝐴7 ។ ណយើងរ៏ដថ្ម្ទាងំបរហ ញថ្ន  
1

1

0

 
 
 
  

   ៃិង 
0

1

0

 
 
 
  

  ជាវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ 𝐴 ដដលទារ់ទងណៅៃឹងតនម្លផ្លទ ល់

 𝜆 = 2  បាៃរើព្ទឹសតើបទ 5.1.4 វាដថ្ម្ទាងំជាវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ 𝐴7  ដដលទារ់ទងៃឹង 𝜆 = 27 = 128  ។ 

ព្សណដៀងោន ណៃះ វុចិទ័រផ្លទ ល់  
2

1

1

 
 
 
  

  នៃ 𝐴 ដដលទារ់ទងណៅៃឹងតនម្លផ្លទ ល់ λ = 1 រ៏ជាវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ 𝐴7 

ដដលទារ់ទងៃឹង 𝜆 = 17 = 1 ។  

តច្មែផ្ទេ ល ់េិងភាពស្រាស 
 ចំ ុចបនាទ ប់នៃព្ទឹសតើបទបាៃបណងកើតទំនារ់ទំៃងរវាងតនម្លផ្លទ ល់ ៃិងភារព្ចាសនៃម ព្ទើស ។ 

 

ស្រទឹសតរីទ៥.១.៥ ម ព្ទើសកាណរ 𝐴 ម្យួ គឺព្ចាស ណបើ 𝜆 = 0 មិ្ៃដម្ៃជាតនម្លផ្លទ ល់នៃ 𝐴 ។ 

លហំាត់  

ណៅរនុងឧទា រ ៍ 1-2 ទទលួបាៃណដ្ឋយការគុ  ដដល 𝑥 ជាវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ 𝐴 ៃិងដសវងររតនម្លផ្លទ ល់
ដដលទារ់ទង ។ 

4 0 1 1

1. 2 3 2 ; 2

1 0 4 1

2 1 1 1

2. 1 2 1 ; 1

1 1 2 1

A X

A X

   
   

 
   
      

    
   

   
   
       

 

4. ររទព្ម្ង់នៃសម្ើការសំោល់នៃម ព្ទើសខាងណព្កាម្៖ 

 

 

0 0 2 0

1 0 1 0

0 1 2 0

0 0 0 1

10 9 0 0

4 2 0 0

0 0 2 7

0 0 1 2

a

b

 
 
 
 
 
 

 
 


 
  
 
 
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5. ររតនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើសរនុងលំហាត់ទើ3 ។ 
 

 

4 3 2

4 3 2

3 2 0

8 19 24 48 0

a

b

   

   

    

    
 

4. ររណោលនៃលំ ផ្លទ ល់នៃម ព្ទើសរនុងលំហាត់ទើ3 ។ 

(a) 𝜆 = 1 ∶  ងគ្នល   
2

3

1

0

 
 
 
 
 
 

  ,   
0

0

0

1

 
 
 
 
 
 

    

𝜆 = 2 ∶  ងគ្នល   
1

0

1

0

 
 
 
 
 
 

   

 

𝜆 = −1 ∶  ងគ្នល   
2

1

1

0

 
 
 
 
 
 

   

(b)  𝜆 = 4 ∶  ងគ្នល   

3

2

1

0

0

 
 
 
 
 
 
  

   

 
6. ងោយសងងាតងមើល រក្តនមលផ្ទទ ល់ននម៉ា ទ្រីសខាងងទ្កាម៖ 

 

 

 

1 6
.

0 5

3 0 0

. 2 7 0

4 8 1

1
0 0 0

3

1
0 0 0

. 3

0 0 1 0

1
0 0 0

2

a

b

c

 
 
 

 
 

 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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7. ររតនម្លផ្លទ ល់នៃ 𝐴9 : 
1 3 7 11

1
0 3 8

2

0 0 0 4

0 0 0 2

A

 
 
 

  
 
 
  

 

  
9. ាង 𝐴 ជាម ព្ទើស 2 × 2 ម្យួ ៃិងព្បាប់បនាទ ត់ម្យួដដលកាត់គល់តព្មុ្យនៃ 𝑅2 ដដលមិ្ៃដព្ប
ព្បួលណព្កាម្ 𝐴  ណបើ 𝐴𝑥  ណនាះណលើបនាទ ត់ដដល 𝑥  ណៅណលើ។ ររសម្ើការបនាទ ត់ទាងំអស់រនុង 𝑅2 
ព្បសិៃណបើមៃ ណៅរនុងម ព្ទើសដដលផតល់ឱ្យ ។ 

 

 

 

4 1
.

2 1

0 1
.

1 0

2 3
.

0 2

a A

b A

c A

 
  
 

 
  

 

 
  
 

 

10. បរហ ញថ្នទព្ម្ង់នៃសម្ើការម ព្ទើស 2 × 2  𝐴 ម្យួ អាចសរណសរណៅជា 
𝜆2 − 𝑡𝑟(𝐴)𝜆 + det(𝐴) = 0 ដដល 𝑡𝑟(𝐴) ជា trace នៃ 𝐴 ។ 

11. ណដ្ឋយណព្បើព្បាស់លទធផលណៅរនុងលំហាត់ទើ18 ណដើម្បើបរហ ញថ្នណបើ  a b
A

c d

 
  
 

  

ណនាះចណម្លើយនៃទព្ម្ង់សម្ើការនៃ 𝐴 គឺ 

𝜆 =
1

2
[(𝑎 + 𝑑) ± √(𝑎 − 𝑑)2 + 4𝑏𝑐] 

ណព្បើព្បាស់លទធផលណដើម្បើបរហ ញថ្ន 𝐴 មៃ 
(a)  តនមលផ្ទទ ល់ពិតពីរងផេងគ្នន  ងបើ (𝑎 − 𝑑)2 + 4𝑏𝑐 > 0 
(b)  តនមលផ្ទទ ល់ពិតពីរដូចគ្នន  ងបើ (𝑎 − 𝑑)2 + 4𝑏𝑐 = 0 
(c)  តនមលផ្ទទ ល់កំុ្ផលិចងផេងគ្នន  ងបើ (𝑎 − 𝑑)2 + 4𝑏𝑐 < 0 
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៤.២.  ងាត់ស្រទូងកមម 

ណយើងរត់សមា ល់ណ ើញថ្ន ណបើម ព្ទើស 𝐵 វាដូចណៅៃឹង 𝐴 ណនាះវារ៏រិតដដរចំណ ះ ព្ទើស 𝐴 វាដូចណៅៃឹង 
𝐵 ។ ណយើងអាចបរហ ញថ្ន 𝐵 ដដល 𝐵 = 𝑄−1𝐴𝑄 ណដ្ឋយបាៃរើ 𝑄 = 𝑃−1។   ជាររ ើ ដដលណយើងជាធ្ម្ម
ាៃិោយថ្ន 𝐴 ៃិង 𝐵 ជាម ព្ទើសដូចោន  ណបើមៃម ព្ទើសណាម្យួដូចណៅៃឹងម ព្ទើសម្យួណទៀត។ 
ឧទា រ ៍១  ររម ព្ទើស P ដដលណធ្វើអងកត់ព្ទូងរម្មណលើម ព្ទើស A   

   

0 0 2

1 2 1

1 0 3

A

 
 


 
      

ដំណណាះព្សាយ រនុងឧទា រ ៍ទើ៧នៃដផនរមុ្ៃណយើងបាៃររណ ើញសម្ើការនៃ  A  គឺ 
  

2
1 2 0 1, 2           

ណ ើយណោលនៃវុចិទ័រផ្លទ ល់មៃ៖ 

 

1 2

3

1 0

2 0 , 1

1 0

2

1 1

1

p p

p





   
   

  
   
      

 
 

 
 
     

សរុម្ម្រមៃណោលនៃវុចិទ័រផ្លទ ល់ចំៃៃួ៣  

ដូណចនះម ព្ទើស P គឺ
1 0 2

0 1 1

1 0 1

P

  
 


 
  

  

ណផទៀងផ្លទ ត់៖ 1

1 0 2 0 0 2 1 0 2 2 0 0

1 1 1 1 2 1 0 1 1 0 2 0

1 0 1 1 0 3 1 0 1 0 0 1

P AP

         
       

 
       
               

  

ដូណចនះ 
1 0 2

0 1 1

1 0 1

P

  
 


 
  

 

 
ឧទា រ ៍២ ម ព្ទើស A មិ្ៃអាចណធ្វើអងកត់ព្ទូងរម្មបាៃ 
ររម ព្ទើស P ដដលណធ្វើអងកត់ព្ទូងរម្មណលើ 

  

1 0 0

1 2 0

3 5 2

A

 
 


 
     
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ដំណណាះព្សាយ 
 សម្ើការនៃ A គឺ 

 
    

2

1 0 0

det 1 2 0 1 2

3 5 2

I A



   



 
 

      
 
      

សម្ើការអាចសរណសរ   
2

1 2 0 1, 2          
ណនាះតនម្លផ្លទ ល់នៃ A គឺ 1, 2   ។ ណយើងៃឹងបរហ ញអនរៃូវមូ្លដ្ឋា ៃណោលវុចិទ័រផ្លទ ល់ខាងណព្កាម្ 

  

1

2

1

8

1
1

8

1

0

2 0

1

p

p





 
 
 
   
 
 
 
  

 
 

 
 
     

ណដ្ឋយ Aជាម ព្ទើសលំដ្ឋប់3 3   ដតមូ្លដ្ឋា ៃណោលវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃ Aមៃដត២ ណនាះ A មិ្ៃអាចណធ្វើអងកត់
ព្ទូងរម្មបាៃណទ។ 

ព្ទឹសដើបទ ៥.២.២   ព្បសិៃណបើ  1 2, ,..., kv v v  គឺជាវុចិទ័រផ្លទ ល់នៃម ព្ទើស Aម្យួដដលព្តូវោន ជាម្ួយតនម្ល

ផ្លទ ល់ណផសងោន  ណគថ្ន  1 2, ,..., kv v v មិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ។ 
 
ព្ទឹសដើបទ ៥.២.៣    ណបើ Aជាម ព្ទើសមៃលំដ្ឋប់n n  ណ ើយមៃ n  តនម្លផ្លទ ល់ណផសងោន ណនាះម ព្ទើស A

អាចណធ្វើអងកត់ព្ទូងរម្មបាៃ។ 
ឧទា រ ៍៣ ណព្បើព្បាស់ព្ទឹសដើបទ ៥.២.៣ 
ណយើងបាៃណ ើញរនុងឧទា រ ៍ទើ៣នៃដផនរមុ្ៃ 

 

0 1 0

0 0 1

4 17 8

A

 
 


 
     

ម ព្ទើស A  មៃតនម្លផ្លទ ល់ណផសងោន គឺ 1 24, 2 3      ៃិង 3 2 3     ដូណចនះ A  អាចណធ្វើអងកត់ព្ទូង

រម្មបាៃៃិង 1

4 0 0

0 2 3 0

0 0 2 3

P AP

 
 

  
 

 
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សព្មប់ការររម ព្ទើសឆ្ល ស់នៃ P   ព្បសិៃណបើណយើងព្តូវការអាចណព្បើ P  ម្រររណៅរនុងឧទា រ ៍១នៃដផនរ
ណៃះ។ 
ឧទា រ ៍៤ អងកត់ព្ទូងរម្មនៃម ព្ទើសព្តើណកា  
ចំណ ះតនម្លផ្លទ ល់នៃម ព្ទើសព្តើណកា ដដលជាធាតុអងកត់ព្ទូងនៃម ព្ទើសព្តើណកា ។ ណគថ្នម ព្ទើសព្តើ
ណកា ដដលមៃធាតុខុ្សោន ណៅណលើអងត់ព្ទូងគឺអាចណធ្វើអងកត់ព្ទូងរម្មបាៃ។ 
ឧទា រ ៍ ណគមៃម ព្ទើស A  

  

1 2 4 0

0 3 1 7

0 0 5 8

0 0 0 2

A

 
 
 
 
 

    
Aជាម ព្ទើសដដលអាចណធ្វើអងកត់ព្ទូងរម្មបាៃជាម្យួៃឹងតនម្លផ្លទ ល់ 

 1 2 3 41, 3, 5, 2           
 

៤.២.១.ភាពសមមូល 

 ម ព្ទើសព្សណដៀងោន មៃលរខ ៈដូចោន ជាណព្ចើៃ។ ឧទា រ ៍ ណបើ 𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃 ណនាះវាមៃៃ័យថ្ន 𝐴 
ៃិង 𝐵 មៃណដដទម្ើ ង់ណសមើោន  ណគបាៃ 
det(𝐵) = det(𝑃−1𝐴𝑃) = det(𝑃−1) det(𝐴) det(𝑃) 

              = 1

det (𝑃)
det(𝐴) det(𝑃) = det (𝐴) ។ 

ារាង1   ភារសម្មូ្ល 
លក្ខណៈ                               ការពណ៌  
ណដដទម្ើ ង់                           𝐴 ៃិង 𝑃−1𝐴𝑃 មៃណដដទម្ើ ង់ដូចោន  
ភារព្ចាស                             𝐴 មៃភារព្ចាស ព្បសិៃណបើ 𝑃−1𝐴𝑃 ព្ចាស 
រ  ង់                                       𝐴 ៃិង 𝑃−1𝐴𝑃 មៃរ  ង់ដូចោន  
ភារោម ៃតនម្ល                         𝐴 ៃិង 𝑃−1𝐴𝑃 ោម ៃតនម្លដូចោន  
គៃលង                                    𝐴 ៃិង 𝑃−1𝐴𝑃 មៃគៃលងដូចោន  
រ ុធាសមា ល់                       𝐴 ៃិង 𝑃−1𝐴𝑃 មៃរ ុធាសមា ល់ដូចោន  
តនម្លផ្លទ ល់                              𝐴 ៃិង 𝑃−1𝐴𝑃 មៃតនម្លផ្លទ ល់ដូចោន  
ទំ លំំ ផ្លទ ល់                       ណបើ λ ជាតនម្លផ្លទ ល់នៃ 𝐴 ណ ើយ 𝑃−1𝐴𝑃 ណនាះលំ ផ្លទ ល់នៃ 𝜆  
                                           ណ ើយលំ ផ្លទ ល់នៃ 𝑃−1𝐴𝑃 ព្តូវោន ៃឹង 𝜆 មៃទំ ណំសមើោន ។ 
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េិយមេ័យ២ 
ម ព្ទើសកាណរ A   ម្យួអាចណធ្វើអងកត់ព្ទូងរម្មបាៃ ណបើវាដូចោន ណៅៃឹងម ព្ទើសអងកត់ព្ទូងណាម្យួ។ មៃ
ៃ័យថ្ន ម ព្ទើស P ដដលមៃម ព្ទើសព្ចាស 1P AP ជាម ព្ទើសអងកត់ព្ទូង។ រនុងររ ើ ណៃះណគថ្ន ម ព្ទើស
P អងកត់ព្ទូងរម្ម A  

 

ស្រទឹសតរីទ  
ណបើ ម ព្ទើសកាណរ Aមៃទំ ំn n ណនាះសំណ ើ រខាងណព្កាម្ សម្មូ្លោន ។ 
រ.  Aអាចណធ្វើអងកត់ព្ទូងរម្មបាៃ។ 
ខ្. Aមៃ n វុចិទ័រផ្លទ ល់ដដលមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ។ 
ជំហាៃដំបូង កាត់បៃេយព្បរ័ៃធសម្ើការឲ្យណៅជាទំរង់ Echelon ណដ្ឋយអៃុវតតព្បម វធិ្ើដូចខាងណព្កាម្ 
« ជំៃសួ 𝐿1 ណដ្ឋយ −2𝐿1 + 𝐿2 » ណ ើយជំៃសួ 𝐿3 ណដ្ឋយ−5𝐿1 + 𝐿3 » បនាទ ប់ម្រ ជំៃសួ 𝐿3  ណដ្ឋយ 
−2𝐿2 + 𝐿3 »  
ព្បម វធិ្ើខាងណលើបាៃលទធផលគឺ 

 
1 2 3 4 5

3 4 5

3 4 5

2 3 2 4 0

3 2 0

2 6 4 0

x x x x x

x x x

x x x

    

  

  

         ៃិង       1 2 3 4 5

3 4 5

2 3 2 4 0

3 2 0

x x x x x

x x x

    

  
 

ព្បរ័ៃធណៅរនុងទព្ម្ង់ Echelon មៃអណថ្រណសរ ើចំៃៃួបើ 𝑥2 , 𝑥4 , 𝑥5   
ដូណចនះ 𝑚𝑊 = 3ចណម្លើយជាវុចិទ័របើដដលបងកបាៃជាណោលម្យួនៃ W ព្តូវបាៃទាញបាៃដូចខាងណព្កាម្៖ 
(1). យរ 𝑥2 = 1 , 𝑥4 = 0 , 𝑥5 = 0 ជំៃសួសម្ើការ ណ ើយទាញបាៃចណម្លើយ 𝑢1 = (−2,1,0,0,0) 
(2). យរ 𝑥2 = 0 , 𝑥4 = 1 , 𝑥5 = 0 ជំៃសួសម្ើការ ណ ើយទាញបាៃចណម្លើយ 𝑢2 = (7,0,3,1,0) 
(3). យរ 𝑥2 = 0 , 𝑥4 = 0 , 𝑥5 = 1 ជំៃសួសម្ើការ ណ ើយទាញបាៃចណម្លើយ 𝑢3 = (−2,0, −2,0,1) 
វុចិទ័រ 𝑢1 = (−2,1,0,0,0) ,𝑢2 = (7,0,3,1,0) , 𝑢3 = (−2,0, −2,0,1)បងកបាៃជាណោលម្យួនៃ W ។ 
ចំណា ំ
 ចណម្លើយណាម្យួនៃព្បរ័ៃធណៅរនុងឧទា រ ៍ 3.18 អាចសរណសរជាទព្ម្ង់ 

     

 

1 2 3 2,1,0,0,0 7,0,3,1,0 2,0, 2,0,1

2 7 2 ,   ,  3 2 ,  ,   

au bu cu a b c

a b c a b c b c

       

    
 

ឬ 1 2 3 4 52 7 2 ,   ,  3 2 ,  ,   x a b c x a x b c x b x c          
ដដល a , b , c ជាចំៃៃួណថ្រណាម្ួយ ។ សណងកតថ្ន ការសរណសរខាងណលើគឺជាការសរណសរជាទព្ម្ង់បា រា ដម្
ព្តនៃចណម្លើយទូណៅណព្កាម្ជណព្ម្ើសបា រា ដម្ ព្ត 𝑥2 = 𝑎 , 𝑥4 = 𝑏 , 𝑥5 = 𝑐 ។ 
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៤.២.២. ស្ររព័េធសមកីារមិេ ូម៉ាូអសេ េិងទំនាក់ទំេង ូម៉ាូអសេ 

ាង 𝐴𝑋 = 𝐵  ជាព្បរ័ៃធសម្ើការមិ្ៃអូម្ ូដសៃនៃសម្ើការលើណៃដអ រ។ ណនាះ 𝐴𝑋 = 0  ណៅថ្នព្បរ័ៃធសម្ើ
ការទំនារ់ទំៃងអូម្ ូដសៃ ។ ជាឧទា រ ៍៖ 

2 4 7

3 5 6 8

x y z

x y z

  

  
    ៃិង   2 4 0

3 5 6 0

x y z

x y z

  

  
 

បាៃបរហ ញថ្នព្បរ័ៃធមិ្ៃអ ូម្ ូដសៃម្យួ ៃិងព្បរ័ៃធទំនារ់ទំៃងអ ូម្ ូដសៃរបស់វា ។  
 ទំនារ់ទំៃងរវាងចណម្លើយ U   នៃព្បរ័ៃធមិ្ៃអ ូម្ ូដសៃ AX B  ៃិងចណម្លើយ W  នៃព្បរ័ៃធទំនារ់
ទំៃងអ ូម្ ូដសៃរបស់វា 0AX  មៃណៅរនុងព្ទឹសដើបទខាងណព្កាម្។ 

ស្រទឹសដរីទ៣.១៥ ាង 𝑣0  ជាចណម្លើយរិណសសម្យួនៃ AX B  ណ ើយាង W ជាចណម្លើយទូណៅនៃ 
0AX   ។ ណនាះខាងណព្កាម្គឺជាចណម្លើយទូណៅនៃ :AX B  

𝑈 = 𝑣0 + 𝑊 = {𝑣0 + 𝑤:𝑤 ∈ 𝑊} 
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ជំពូកទី៥   េុគមេល៍នីេអ ៊ែរ លហំឌុល 
៥.១. នសកតីន្តើម 

ណៅរនុងជំរូរណៃះ ណយើងសិរារូបភារបនាទ ត់លើណៃដអ រ រើទំ វំុចិទ័រ V   ណៅរនុងកាយ K   នៃទំ សំាក ដលរ
របស់វា។ រនុងធ្ម្មជាតិព្ទឹសតើបទទាងំអស់ ៃិងលទធផលសព្មប់រូបភារបនាទ ត់លើណៃដអ រណដ្ឋយមៃឥទធិ
រលណលើ V   សព្មប់ររ ើ រិណសសណៃះ។ ណទាះោ ងណារ៏ណដ្ឋយ ណយើងចាត់ទុររូបភារបនាទ ត់លើណៃដអ 
រទាងំណៃះ 
ណដ្ឋយដ ររើោន  ណដ្ឋយសារដតសារៈសំខាៃ់ជាមូ្លដ្ឋា ៃរបស់ររួណគ ៃិងណដ្ឋយសារដតទំនារ់ទំៃង
រិណសសនៃ V   ណៅកាយ K  រូបភារបនាទ ត់លើណៃដអ រ ផតល់ឱ្យភារបណងកើៃការយល់ណ ើញ ៃិងលទធផលថ្មើ
ដដលមិ្ៃអៃុវតតណៅរនុងររ ើ ទូណៅ។ 

៥.២. េុគមេ៍លនីេអ ៊ែរ េិង លហំឌុល 

៥.២.១. េុគមេ៍លនីេអ ៊ែរ  

ាង V   ជាលំ វុចិទ័រណលើកាយ K  ម្យួ។ រូបភារ :V K    ព្តូវបាៃណគណៅថ្នអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ (ឬ
ទព្ម្ង់លើណៃដអ រ)ព្បសិៃណបើព្គប់វុចិទ័រ ,u v V ព្គប់ ,a b K ៖ 
     au bv a u b v      

ម្ា ងវញិណទៀត អៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ ណៅណលើ V  គឺជារូបភារបនាទ ត់លើណៃដអ ររើ V  ណៅ K  ។ 
ឧទា រ ៍១.១ 
 ាង : n

i K K  គឺជារូបភារទើ i រំ ត់ណដ្ឋយ  1 2, ,...,i n ia a a a  ។ ណនាះ i គឺលើណៃដអ រ 
ដូចណៃះ  1 2, ,...,i n ia a a a  ជាអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ nK ។ 
ឧទា រ ៍១.២ 
 ាង V  គឺជាលំ វុចិទ័រនៃរ ុធាមៃអណថ្រ t  រំ ត់ណលើ R  ។ាង :J V R  គឺអាងំណតព្កាល 

    
1

0
J p t p t dt   ណនាះ J គឺលើណៃដអ រ 
ដូចណៃះ Jជាអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រណលើ V ។ 
ឧទា រ ៍១.៣ 
  ាងV  គឺជាលំ វុចិទ័រនៃម ព្ទើសកាណរលំដ្ឋប n  រំ ត់ណលើកាយ K  ។ាង :T V K  គឺជារូប
ភារផលបូរអងកត់ព្ទូង   11 22 .... ijT A a a a     ដដល 

ijA a     
ណនាះគឺ T  រំ ត់ណដ្ឋយផលបូរនៃធាតុអងកត់ព្ទូងម ព្ទើស A  ។ T មៃទព្ម្ង់ជាលើណៃដអ រ  
ដូណចនះ វាគឺជាអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រណលើ V  
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៥.២.២. លហំឌលុ 

សំ ំុអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រណលើលំ រវុចិទ័រ V  ណៅណលើកាយ K  គឺជាលំ រវុចិទ័រណលើ K  ផងដដរ ដដលមៃ
ផលបូរៃិងផលគុ សាក ដលរ រំ ត់ណដ្ឋយ៖ 

      

    

v v v

k v k v

   

 

  


 

ដែល    និង   អៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រណលើលំ រវុចិទ័រ V  ណ ើយ k K  ។លំ ណៃះ ណគណៅថ្ន ល ំឌុ្ល ាង
អរសរ *V  
ឧទា រ ៍២.១ 
 ាង nV K គឺជាលំ វុចិទ័រនៃ n tuple ណយើងរំ ត់វុចិទ័រជរួឈរ។ លំ ឌុ្ល *V រំ ត់លំ វុចិទ័រ
ជរួណដរ។អៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ  1 2, ,....., na a a  រនុង *V  គឺជារូបភារតំណាងណដ្ឋយ៖ 
    1 2 1 2 1 2 1 1 2 2, ,..., , ,..., , ,..., ....

T

n n n n nx x x a a a x x x x a x a x a        
រណៃាម្រូបម្ៃតណៅខាងណលើព្តូវបាៃណគណៅថ្ន ទព្ម្ង់លើណៃដអ រ។ 

៥.៥. ស្ររមាណវីធីនធវើឲ្យសេូយ  

 ណយើងាងW  ជាសំ ំុរងនៃលំ វុចិទ័រ V (មិ្ៃចាបំាច់លំ រងណទ)។អៃុគម្ៃ៍ *V   ជាអៃុ
គម្ៃ៍លើណៃដអ រម្យួ ព្តូវបាៃណគណៅថ្ន ព្បម វ ើធ្ើណធ្វើឲ្យសូៃយ នៃ W ព្បសិៃណបើ   0w  ព្គប់ w W  
មៃៃ័យថ្ន ព្បសិៃប់ព្គប់    0W  ។ដដលបរហ ញណយើងថ្ន សំ ំុនៃរូបភារតំណាងទាងំអស់ណនាះ 
រំ ត់ណដ្ឋយ 0

W  ណ ើយណយើងណៅថ្នវ ើធ្ើណធ្វើឲ្យសូៃយ នៃ W   ណ ើយវារ៏ជាលំ រងម្ួយរបស់ *V  ។ 
បញ្ា រ់កាៃ់ដតចាស់ 00 W ។ 
ឥ ូវណយើងឧបមថ្ន 0, W   មៃតនម្លសាក ដលរ ,a b K ៃិងមៃ w W  
         0 0 0a b w a w b w a b          

ដូចណៃះ   0a b w   ណ ើយ 0W ជាលំ រងនៃ *V  
រនុងររ ើ  W  ជាលំ រងនៃ V  ណយើងមៃទំនារ់ទំៃងដូចខាងណព្កាម្រវាង W  ៃិងវ ើធ្ើណធ្វើឲ្យសូៃយ 0W

របស់វា។  
ព្ទឹសតើបទ ៥.៥. 
 ឧបមថ្នV មៃវមិព្តអាចរំ ត់បាៃ ណ ើយW គឺជាលំ រងម្យួរបស់V  ណនាះណយើងបាៃ៖ 

  
 

0

0
00 0

dim dim dimi W W V

ii W w W

 

 
 

ដដល   00 0: 0W v V v W      ដដល 00W ជាដផនរសេិតរនុងលំ រងV ។ 
សព្មប់បញ្ា រ់ 

i   0dim dim dimW W V   
ឧបមថ្នមៃdimV n ណ ើយdimV r n   
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ណយើងៃឹងបរហ ញថ្ន 0dimW n r    ណដ្ឋយយរសំ ំុណោល 1 2, ,... rw w w  របស់W  ៃិងបរហ ញថ្នវាជា
ណោលរបស់V មៃសំ ំុ 1 2 1 2 1, ,... , , ....r nw w w v v v 

 
ណយើងរិៃិតយ ណោលរបស់ឌុ្ល 

 1 2 1, ... , ,.....,r n r     
 

ាម្ៃិយម្ៃ័យ ណោលឌុ្ល ព្គប់ព្បម វធិ្ើណធ្វើឲ្យសូៃយរបស់ ជារបស់
iw  ណនាះ 0

1.... n r W    ។ 
បញ្ា រ់ថ្ន i គឺជាណោលរបស់ 0W ឥ ូវ j ជាដផនរនៃ *V ណ ើយដូៃណៃះវាអាព្ស័យលើណៃដអ រ។ 

       

   

   

1 1 1 1

1 1 1

1 1

... .....

0 ... 0 .....

.....

r r n r n r

r n r n r

n r n r

w w v v

v v

v v

        

      

    

 

 

 

     

     

  
 

ដូចណៃះ  1 1,..., n  
ជាសំ ំុបងក(spans)ៃិងជាណោលនៃ 0W ។ាម្សព្មយខាងណលើណគបាៃ 

 0dim dim dimW n r V W     
0dim dim dimW W V   

 
 

0
00 0ii W w W   

ឧបមថ្នមៃdimV n ណ ើយdimW r ណនាះ *dimV n ណ ើយាម្ការព្សាយបញ្ា រ់( i ) 
  0dimW n r   

 00dim 1W n n r     

 
00

00

dim dimW W

W W



 
 

៥.៣. នោលលហំឌុល 

 សៃមត់ថ្នV គឺជាលំ រវុចិទ័រនៃ n វមិព្តណៅណលើK ។ ណោងាម្ព្ទឹសដើបទ5.11 វមិព្តនៃលំ 
រណទវរV   រ៏ជា n  វមិព្តដដរ(រើណព្ ះ K  មៃវមិព្ត1  ណៅណលើខ្លួៃវាផ្លទ ល់)។ ជារ់ដសដង ព្គប់មូ្លដ្ឋន ៃនៃV

ៃើម្យួៗរំ ត់បាៃ V   មូ្លដ្ឋន ៃម្យួដូចខាងណព្កាម្(ណម្ើលលំហាត់11.3  សព្មប់ការសព្មយបញ្ា រ់)
។ 
ស្រទឹសដរីទ 5.1 សៃមត់ថ្ន 1,..., nv v ជាណោលម្យួរបស់V ណៅណលើK ។ ាង

1
,..., n V   ជាអៃុគម្ៃ៍

លើណៃដអ ដដលរំ ត់ណដ្ឋយ  
1

0
i j ij

if i j
v

if i j
 


  


ណនាះ 

1
,..., n  ជាមូ្លដ្ឋា ៃម្យួរបស់V ។ 

 
ណោល i ខាងណលើគឺណគណៅថ្ន ណោលលំ ឌុ្ល 1v ។ រូបម្ៃតខាងណលើ ដដលជា ការណព្បើព្បាស់ 

Kronecker delta ij គឺជាការសរណសរកាត់ 
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       

       

       

1 1 1 2 1 3 1

2 1 2 2 2 3 2

1 2 1 1

1, 0, 0, ... , 0

0, 1, 0, ... , 0

............................................................................

0, 0,... , 0, 1

n

n

n n n n n

v v v v

v v v v

v v v v

   

   

   

   

   

   

 

ាម្ព្ទឹសដើបទ5.2 ដដលដផៃទើលើណៃដអ  i ទាងំណៃះគឺដបលរ ៃិងរំ ត់បាៃលអ។ 
៥.៣. ព្សាយបញ្ា រ់ព្ទឹសដើបទ 11.1  សៃមត់ថ្ន  1,..., nv v  ជាណោលម្យួរបស់ V  ណៅណលើ K  ។ ាង

1
,..., n V    រំ ត់ណដ្ឋយ   0i jv   ចំណ ះ i j  ប ុដៃត   1i jv   ចំណ ះ i j  ។ ណនាះ 

1
,..., n   ជា

ណោលរបស់V ។  
 ជាដំបូងណយើងបរហ ញថ្ន 

1
,..., n  សា ៃV ។ ាងជាធាតុរបស់V   ៃិងសៃមត់ថ្ន 

     1 1 2 2, , ..... n nv k v k v k      
យរ 1 1 ... n nk k     ណគបាៃ 

          1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 1... ... 1 0 ... 0n n n n nv k k v k v k v k v k k k k                     
ដូចោន ដដរចំណ ះ 2,..., ,i n  

          1 1 1 1... ... ...i n n i i i i i n n i iv k k v k v k v k v k               
ដូចណៃះ    i iv v    ចំណ ះ 1,....,i n  ។ រើណព្ ះ    ៃិង   ព្តូវោន ណៅណលើណោលវុចិទ័រដដល

1 1 ... n nk k       ណគទាញបាៃថ្ន 
1
,..., n  សា ៃV ។ 

 វាសំខាៃ់ដដលព្តូវព្សាយឱ្យណ ើញថ្ន 
1
,..., n  គឺមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ។ សៃមត់ថ្ន 

1 1 2 2 ... 0n na a a       
គុ អងាសងខាងៃឹង 1v ណយើងបាៃ 

          1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 2 10 0 ... ... 1 0 ... 0n n n n nv a n v a v a v a v a a a a                     
ដូចោន ដដរចំណ ះ 2,..., ,i n  

          1 1 1 10 0 ... ... ...i n n i i i i i n n i iv a a v a v a v a v a               
ដូចណៃះ 1 0,..., 0na a   ។ ដូណចនះ  

1
,..., n   គឺមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ ណ ើយ  

1
,..., n   ជា

ណោលនៃV ។ 
ឧទាហរណ៍5.3 ណគមៃមូ្លដ្ឋា ៃ     1 22.1 , 3,1v v  ណៅណលើ 2។ ររមូ្លដ្ឋា ៃណទវរ 1 2,  ។ 
ណយើងដសវងររអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ   1 ,x y ax by     ៃិង  2 ,x y cx dy     ដដល
        1 1 1 2 2 1 2 21, 0, 0, 1v v v v         ចំណ ះលរខខ្ ា ទាងំបួៃណៃះនាឱំ្យណយើង
បាៃព្បរ័ៃធសម្ើការដូចខាងណព្កាម្ 

   

   
1 1 1

1 2 1

2,1 2 1

3,1 3 0

v a b

v a b

 

 

    


    
 ៃិង    

   
2 1 2

2 2 2

2,1 2 0

3,1 3 1

v c d

v c d

 

 

    


    
 

ដំណណាះព្សាយ ររណ ើញថ្ន 1, 3a b    ៃិង 1, 2c d    ។ ដូណចនះណ ើយ  1 , 3x y x y     ៃិង
 2 , 2x y x y    ដដលជាទព្ម្ង់នៃមូ្លដ្ឋា ៃណទវរ។ 
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ព្ទឹសដើបទរើរខាងណព្កាម្ ( បាៃព្សាយបញ្ា រ់ណៅរនុងលំហាត់11.4  ៃិង11.5  ណរៀងោន ) ដដលផដល់ទំនារ់
ទំៃងរវាងមូ្លដ្ឋា ៃ ៃិងណទវររបស់ព្ទឹសដើបទទាងំរើរ។ 
ស្រទឹសដរីទ 5.2  ៖ ាង  1,..., nv v  ជាមូ្លដ្ឋា ៃម្យួរបស់V  ៃិងាង  

1
,..., n   ជាមូ្លដ្ឋា ៃណទវរណៅរនុង

V ។ ណនាះ 
     i    ចំណ ះវុចិទ័រu V  ដដល      1 1 2 2 ... n nu u v u v u v      ។ 
     ii   ចំណ ះអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ      1 1 2 2 ... n nv v v          ។ 
 

ព្សាយបញ្ា រ់ព្ទឹសតើបទ 
  ាង  1`,..., nv v  ជាណោលនៃ V   ៃិងាង  1,..., n   ជាណោលឌុ្យអាល់រនុង V   ។ព្គប់ u V   ៃិង

V             , ,i i i ii i
i u u v ii v       

សៃមត់ថ្ន 1 1 2 2 ... n nu a v a v a v     
ណនាះ        1 1 1 1 2 2 2 1 2 1... 1 0 ... 0n n n nu a v a v a v a a a a                
ដូចោន ដដរ 2,....,i n  
       1 1 ...i i i i i n i n iu a v a v a v a         

ណគបាៃ      1 1 2 2, ,..., n nu a u a u a      ជំៃសួចណម្លើយរនុងសម្ើការ  1  ណគបាៃ  i  
 ជំហាៃបនាទ ប់បរហ ញ  ii  គុ អៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ ណៅអងាសងខាងនៃ  i  
             

           

       

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

...

...

...

n n

n n

n n

u u v u v u v

v u v u v u

v v v u

      

     

     

   

   

   

 

រើណព្ ះព្គប់      1 2 2 2, ... n nu V v v v           ។ 
 
ស្រទឹសដរីទ 5.3  ៖ ាង  1,..., nv v   ៃិង  1,..., nw w  ជាមូ្លដ្ឋា ៃម្យួរបស់V  ណ ើយាង 

1
,..., n   ៃិង

 
1
,..., n   ជាមូ្លដ្ឋា ៃណៅរនុងV   ណទវរណៅ iv   ៃិង iw  ណរៀងោន ។ សនាម ត់ថ្ន P  ជាម ព្ទើសបតូរណោល រើ

 iv ណៅ iw ។ ណនាះ  1P


 គឺជាម ព្ទើស change-of-basis រើ i ណៅ i ។ 
ព្សាយបញ្ា រ់ព្ទឹសតើបទ 

 ាង iv  ៃិង iw  ជាណោលនៃV  ៃិងាង i  ៃិង i  ជាណោលឌុ្យអាល់រនុងV   ។ាង P  ជាទព្ម្ង់បតូ
រណោលម ព្ទើសរើ iv ណៅ iw ។ណនាះ  1

T

P ជាទព្ម្ង់បតូរណោលម ព្ទើសរើ i ណៅ i ។ 
 សៃមត់ថ្ន 1,....,i n  

1 1 2 2 ...i i i in nw a v a v a v    ៃិង 1 1 2 2 ...i i i in nb b a v       
ណគបាៃ

ijP a     ៃិង ijQ b    ។ ណយើងព្តូវបរហ ញថ្ន  1
T

Q P  
ាង iR រំ ត់ជរួណដរទើ i នៃQ ៃិង

jC រំ ត់ជរួឈរទើ j នៃ TP ។ ណគបាៃ 



114 
 
 

 1 2, ,...,i i i inR b b b ៃិង  1 2, ,...,
T

j j j jnC a a a  
ាម្ៃិយម្ៃ័យណោលឌុ្យអាល់ 

    1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

... ...

...

i j i i in n j j jn n

i j i j in jn i j ij

w b b b a v a v a v

b a b a b a R C

   



      

     
 

ដដល
ij ជាណដលាព្រូណ រ័រ។ ដូណចនះ T

i j ijQP RC I          
ដូចណៃះ    

1
1

T
TQ P P


  ។ 

  ព្សាយបញ្ា រ់ព្ទឹសដើបទ 11.1  សៃមត់ថ្ន  1,..., nv v  ជាមូ្លដ្ឋា ៃម្ួយរបស់ V  ណៅណលើ K  ។ ាង
1
,..., n V    រំ ត់ណដ្ឋយ   0i jv   ចំណ ះ i j  ប ុដៃត   1i jv   ចំណ ះ i j  ។ ណនាះ 

1
,..., n   ជា

មូ្លដ្ឋា ៃណទវររបស់V ។  
 ជាដំបូងណយើងបរហ ញថ្ន 

1
,..., n  ណៅរនុងV ។ ាងជាធាតុរបស់V   ៃិងសៃមត់ថ្ន 

     1 1 2 2 1 1, , ..... ,v k v k v k      
យរ 1 1 ... n nk k     ណគបាៃ 

          1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 1... ... 1 0 ... 0n n n n nv k k v k v k v k v k k k k                     
ដូចោន ដដរចំណ ះ 2,..., ,i n  

          1 1 1 1... ... ...i n n i i i i i n n i iv k k v k v k v k v k               
ដូចណៃះ    i iv v    ចំណ ះ 1,....,i n  ។ រើណព្ ះ    ៃិង   ព្តូវោន ណៅណលើវុចិទ័រមូ្លដ្ឋា ៃដដល

1 1 ... n nk k       ណគទាញបាៃថ្ន 
1
,..., n  ណៅរនុងV ។ 

 វាសំខាៃ់ដដលព្តូវព្សាយឱ្យណ ើញថ្ន 
1
,..., n  ជាលើណៃដអ ឯររាជយ។ សៃមត់ថ្ន 

1 1 2 2 ... 0n na a a       
គុ អងាសងខាងៃឹង 1v ណយើងបាៃ 

          1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 2 10 0 ... ... 1 0 ... 0n n n n nv a n v a v a v a v a a a a                     
ដូចោន ដដរចំណ ះ 2,..., ,i n  

          1 1 1 10 0 ... ... ...i n n i i i i i n n i iv a a v a v a v a v a               
ដូចណៃះ 1 0,..., 0na a  ។ ដូណចនះ 

1
,..., n  ជាលើណៃដអ ឯររាជយ ណ ើយ 

1
,..., n  ជាមូ្លដ្ឋា ៃនៃV ។ 

 

៥.៤. លហំឌុលទ២ី  (Second Dual Space) 

រិៃិតយណ ើងវញិ៖ ព្គប់ល ំវុចិទ័រ V  មៃលំ ឌុ្យអាល់ *V  ដដលមៃអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រទាងំអស់ណៅ
ណលើV  ដូចណៃះ *V  មៃលំ ឌុ្យអាល់ **V  ណៅថ្នលំ ឌុ្យអាល់ទើ២នៃV  ដដលមៃអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ 
រទាងំអស់ណៅណលើ *V ។ 
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 ណយើងៃឹងបរហ ញថ្នព្គប់ v V  រំ ត់ព្គប់ធាតុជារ់ោរ់ម្យួ **v V  ។ ដំបូងចំណ ះ 
*V  រំ ត់ ( ) ( )v v  ។ 

វាព្តូវបាៃបរហ ញរនុងអៃុវតតៃ៍ *:v V K  គឺលើណៃដអ រ។ សព្មប់ទំ សំាក ដល ,a b K   ៃិងអៃុគម្ៃ៍
*, V    

ណយើងបាៃ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )v a b a b v a v b v av bv               

ណនាះ v  គឺលើណៃដអ រ ដូចណៃះ **v V ព្ទឹសដើបទខាងណព្កាម្(បរហ ញរនុងលំហាត់12.7)។ 

ព្ទឹសដើបទ5.4៖ ណបើV មៃវមិព្តរំ ត់ អៃុវតតៃ៍ v v  គឺអុើសូម្ ភើសនៃ V ណលើ **V ។ 
អៃុវតតៃ៍ខាងណលើ v v   ណៅថ្ន អៃុវតតៃ៍ធ្ម្មជាតិនៃ V  ណលើ **V  ។  ណយើងរំ ត់ថ្នអៃុវតតៃ៍ណៃះៃឹងមិ្ៃ
ណៅណលើ **V  ណបើV  មៃវមិព្តមិ្ៃរំ ត់ ណទាះជាោ ងណាវាណៅដតលើណៃដអ រ មិ្ៃដតប ុណណាណ ះវាដតងដតជា
អៃុវតតៃ៍ម្យួទល់ម្យួ។ 
ឥ វួណយើងសៃមតថ្ន V មៃវមិព្តរំ ត់។ ណដ្ឋយណព្បើព្ទឹសដើបទ11.4  ។ អៃុវតតៃ៍ធ្ម្មជាតិរំ ត់អុើសូម្ 
ភើសរវាង V  ណលើ **V  លុះព្ាដតបាៃណលើរណ ើង ណនាះណយើងៃឹងរំ ត់ V  ជាម្យួ **V  ណដ្ឋយណព្បើអៃុវតតៃ៍
ណៃះ។ 
ាម្លរខខ្ ា ខាងណលើណយើងៃឹងបរហ ញ V  គឺជាលំ នៃអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រណៅណលើ **V  ណ ើយសរណសរ 

**V V ណយើងព្តូវរត់សមា ល់ថ្ន ណបើ i គឺជាណោលនៃ *V ឌុ្យអាល់ណៅៃឹងណោល iv នៃV  
ណនាះ iv គឺជាណោលនៃ **V V ដដលឌុ្យអាល់ណៅៃឹង i ។ 

៥.៦. ររូភាពរអមែងលនីេអ រ 

 ាង :T V U   ជារូបភារលើណៃដអ រណសរ ើចណនាល ះ លំ វុចិទ័រ V  ណៅរនុងលំ វុចិទ័រ U  ។ 
ឥ ូវសព្មប់អវើម្យួ។ 
អៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ *U   មៃសមសភារ T  គឺជាការគូសវាសរូបភារលើណៃដអ ររើ V  ណៅរនុង K

៖ 

 
ដដល *T V   ណនាះទំនារ់ទំៃង T   គឺជារូបភាររើ *U  រនុង *V  ។ ាងណដ្ឋយៃិមិ្តតញ្ញ  tT

ណ ើយណៅថ្ន បដម្លង T  ។ ម្ា ងណទៀត * *:tT U V  រំ តណដ្ឋយ៖ 
 tT T   

ណនាះ       tT v T v v V     
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ព្ទឹសតើបទ ៥.៦. 
បដម្លងរូបភារ  tT T  ជាបដម្លងលើណៃដអ រ 

សព្មប់បញ្ា រ់ 
មៃតនម្លសាក ដលរ ,a b K  ណ ើយៃឹងអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ *, U    

             t t t tT T T a b a b T a T b T T a T b                 
ណៃះបញ្ា រ់់ថ្ន  tT T  គឺលើណៃដអ រ 
ព្ទឹសតើបទ ៥.៧. 
ាង :T V U  គឺលើណៃដអ រ ណ ើយាង A  ជាម ព្ទើសតំណាងរបស់ T   មៃទំនារ់ទំៃងណៅណោល 
 iv របស់ V   ណ ើយៃិង  iu របស់ U ។ណនាះម ព្ទើសព្តង់សប  ូ TA គឺជាម ព្ទើសព្តូវៃឹង * *:tT U V           
មៃទារ់ទងៃឹង ណោលឌុ្ល រើរគឺ  iv ៃិង  iu ។ 
ដំណណាះព្សាយ 
លំ ឌុ្យអាល់ ៃិងណោលឌុ្យអាល់ 
៥.១. ររណោល 1 2 3, ,   ដដលព្តូវបាៃឌុ្យអាល់ណៅៃឹងណោលនៃ 3 :   
       1 2 31, 1,3 , 0,1, 1 , 0,3, 2v v v       
ទព្ម្ង់អៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ 
     1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3, , , , , , , ,x y z a x a y a z x y z b x b y b z x y z c x c y c z            

ណដ្ឋយអៃុវតតាម្ៃិយម្ៃ័យនៃណោលឌុ្យអាល់   0i jv  ដដល i j  ដត   1i jv   ដដល i j  
ណយើងររ 1 ណដ្ឋយរំ ត់      1 1 1 2 1 31, 0, 0v v v      
ណគបាៃ      1 1 2 3 1 2 3 1 2 31, 1,3 3 1, 0,1, 1 0, 0,3, 2 3 2 0a a a a a a a                
ណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការ 1 2 31, 0, 0a a a    
ដូចណៃះ  1 , ,x y z x  ។ 
ណយើងររ 2 ណដ្ឋយរំ ត់      2 1 2 2 2 30, 1, 0v v v      
ណគបាៃ      2 1 2 3 2 2 3 2 2 31, 1,3 3 0, 0,1, 1 1, 0,3, 2 3 2 0b b b b b b b                
ណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការ 1 2 37, 2, 3b b b      
ដូចណៃះ  2 , , 7 2 3x y z x y z    ។ 
ណយើងររ 3 ណដ្ឋយរំ ត់      3 1 3 2 3 30, 0, 1v v v      
ណគបាៃ      3 1 2 3 3 2 3 3 2 31, 1,3 3 0, 0,1, 1 1, 0,3, 2 3 2 1c c c c c c c                
ណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធសម្ើការ 1 2 32, 1, 1c c c     
ដូចណៃះ  3 , , 2x y z x y z     ។ 
៥.២. ាង  : ,V a bt a b    លំ វុចិទ័រនៃដឺណព្រនៃរ ុធា 1 ។ ររណោល 1 2,v v នៃV ដដលព្តូវ
បាៃឌុ្យអាល់ណៅៃឹងណោល 1 2,  នៃV  រំ ត់ណដ្ឋយ 
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    
1

1

0

f t f t dt    ៃិង     
2

2

0

f t f t dt    

ាង
1v a bt   ៃិង

2v c dt  ។  
ាម្ៃិយម្ៃ័យនៃណោលឌុ្យអាល់ 

   1 1 1 21, 0v v   ៃិង    2 1 0, 1i jv v    
ដូចណៃះ 

   

   

1

1 1

0

2

2 1

0

1
1

2

2 2 0

v a bt dt a b

v a bt dt a b






     



    







   ៃិង 
   

   

1

1 2

0

2

2 2

0

1
0

2

2 2 1

v c dt dt c d

v c dt dt c d






     



    







 

ណដ្ឋះព្សាយព្បរ័ៃធ 2, 2a b    ៃិង 1
, 1

2
c d    ។ ដូចណៃះ

1 2

1
2 2 ,

2
v t v t
 

     
 

  គឺជា

ណោលនៃV ដដលឌុ្យអាល់ណៅៃឹង 1 2,  ។ 
៥.៣. ព្សាយបញ្ា រ់ព្ទឹសដើបទ 11.1  សៃមត់ថ្ន  1,..., nv v  ជាណោលម្យួរបស់ V  ណៅណលើ K  ។ ាង

1
,..., n V    រំ ត់ណដ្ឋយ   0i jv   ចំណ ះ i j  ប ុដៃត   1i jv   ចំណ ះ i j  ។ ណនាះ 

1
,..., n   ជា

ណោលរបស់V ។  
 ជាដំបូងណយើងបរហ ញថ្ន 

1
,..., n  សា ៃV ។ ាងជាធាតុរបស់V   ៃិងសៃមត់ថ្ន 

     1 1 2 2, , ..... n nv k v k v k      
យរ 1 1 ... n nk k     ណគបាៃ 

          1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 1... ... 1 0 ... 0n n n n nv k k v k v k v k v k k k k                     
ដូចោន ដដរចំណ ះ 2,..., ,i n  

          1 1 1 1... ... ...i n n i i i i i n n i iv k k v k v k v k v k               
ដូចណៃះ    i iv v    ចំណ ះ 1,....,i n  ។ រើណព្ ះ    ៃិង   ព្តូវោន ណៅណលើណោលវុចិទ័រដដល

1 1 ... n nk k       ណគទាញបាៃថ្ន 
1
,..., n  សា ៃV ។ 

 វាសំខាៃ់ដដលព្តូវព្សាយឱ្យណ ើញថ្ន 
1
,..., n  គឺមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ។ សៃមត់ថ្ន 

1 1 2 2 ... 0n na a a       
គុ អងាសងខាងៃឹង 1v ណយើងបាៃ 

          1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 2 10 0 ... ... 1 0 ... 0n n n n nv a n v a v a v a v a a a a                     
ដូចោន ដដរចំណ ះ 2,..., ,i n  

          1 1 1 10 0 ... ... ...i n n i i i i i n n i iv a a v a v a v a v a               
ដូចណៃះ 1 0,..., 0na a   ។ ដូណចនះ  

1
,..., n   គឺមិ្ៃអាព្ស័យលើណៃដអ រ ណ ើយ  

1
,..., n   ជា

ណោលនៃV ។ 
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១១.៤. ព្សាយបញ្ា រ់ព្ទឹសតើបទ១១.២  ាង 1`,..., nv v ជាណោលនៃV  ៃិងាង 1,..., n  ជាណោលឌុ្
យអាល់រនុងV ។ ព្គប់u V  ៃិង V             , ,i i i ii i

i u u v ii v       
សៃមត់ថ្ន

1 1 2 2 ... n nu a v a v a v     
ណនាះ        1 1 1 1 2 2 2 1 2 1... 1 0 ... 0n n n nu a v a v a v a a a a                
ដូចោន ដដរ 2,....,i n  
       1 1 ...i i i i i n i n iu a v a v a v a         

ណគបាៃ      1 1 2 2, ,..., n nu a u a u a      ជំៃសួចណម្លើយរនុងសម្ើការ  1  ណគបាៃ  i  
 ជំហាៃបនាទ ប់បរហ ញ  ii  គុ អៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ ណៅអងាសងខាងនៃ  i  
             

           

       

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

...

...

...

n n

n n

n n

u u v u v u v

v u v u v u

v v v u

      

     

     

   

   

   

 

រើណព្ ះព្គប់      1 2 2 2, ... n nu V v v v           ។ 
៥.៥. ព្សាយបញ្ា រ់ព្ទឹសតើបទ១១.៣ ាង iv ៃិង iw ជាណោលនៃV ៃិងាង i ៃិង i ជាណោល
ឌុ្យអាល់រនុងV ។ ាង Pជាទព្ម្ង់បតូរណោលម ព្ទើសរើ iv ណៅ iw ។ ណនាះ  1

T

P ជាទព្ម្ង់បតូរណោល
ម ព្ទើសរើ i ណៅ i ។ 
 សៃមត់ថ្ន 1,....,i n  

1 1 2 2 ...i i i in nw a v a v a v    ៃិង 1 1 2 2 ...i i i in nb b a v       
ណគបាៃ

ijP a     ៃិង ijQ b    ។ ណយើងព្តូវបរហ ញថ្ន  1
T

Q P  
ាង iR រំ ត់ជរួណដរទើ i នៃQ ៃិង

jC រំ ត់ជរួឈរទើ j នៃ TP ។ ណគបាៃ 
 1 2, ,...,i i i inR b b b ៃិង  1 2, ,...,

T

j j j jnC a a a  
ាម្ៃិយម្ៃ័យណោលឌុ្យអាល់ 

    1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

... ...

...

i j i i in n j j jn n

i j i j in jn i j ij

w b b b a v a v a v

b a b a b a R C

   



      

     
 

ដដល
ij ជាណដលាព្រូណ រ័រ។ ដូណចនះ T

i j ijQP RC I          
ដូចណៃះ    

1
1

T
TQ P P


  ។ 

៥.៦. សៃមតថ្ន , 0v V v   ៃិងdimV n ។ បរហ ញថ្នមៃ V   ដដល   0v  ។  
 ណយើងរព្ងើរ v ណៅជាណោល 1 2, ,..., nv v v នៃV ។ ាម្ព្ទឹសតើបទ៥.២ មៃសម្ើការលើណៃដអ រ
ដតម្យួ : V K    ដដលមៃ   1v    ៃិង   0, 2,...,iv i n    ។ ដូចណៃះ    មៃលរខ ៈដដល
ព្តូវការ។ 
៥.៧. ព្សាយបញ្ា រ់ព្ទឹសតើបទ១១.៤. សៃមតថ្នdimV n ។ អៃុវតត v v  គឺអុើសូម្ ភើសនៃV ណលើV 

។ 
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 ដំបូងបរហ ញអៃុវតត v v  គឺលើណៃដអ រសព្មប់ទំ វំុចិទ័រ ,v w V   ៃិងទំ សំាក ដល
, ,a b K av bw av bw    ។ ព្គប់អៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ ,V   

              av bw av bw a v b w av bw av bw                
ណព្ ះ     av bw av bw     សព្មប់ព្គប់ V   ។ ណយើងមៃ av bw av bw    ។ ដូចណៃះ 
អៃុវតត v v គឺលើណៃដអ រ។ 
 សៃមតថ្ន , 0v V v   ។ ាម្លំហាត់១១.៦ មៃ V   ដដល   0v   ។ ដូចណៃះ
    0v v     ៃិង 0v   ។ ណព្ ះ 0v    ណផទៀងផ្លទ ត់ 0v    អៃុវតត v v   គឺរ ុវចៃៈៃិងអុើសូម្ ភើ
ស។ 
 ណគបាៃdim dim dimV V V    ណព្ ះV មៃវមិព្តរំ ត់។ ណោងាម្ អៃុវតត v v គឺ
ជាអុើសូម្ ភើសនៃV ណលើV ។ 
៥.៨. បរហ ញថ្នណបើ V    បំដបរសំ ំុរង S  នៃV   ណនាះ  បំដបរលើណៃដអ រ សា ៃ  L S  នៃ S  ។ ណនាះ

 
00S span S     

សៃមតថ្ន  v span S  ។ ណគមៃ 1,..., rw w S  ដដល 1 1 2 2 ... r rv a w a w a w     
       1 1 2 2 1 2... 0 0 ... 0 0r r rv a w a w a w a a a             

ណព្ ះ vមៃធាតុណាម្យួនៃ  span S     បំដបរ  span S ។ 
៥.៩. ររណោលនៃបំដបរ 0W នៃលំ រងW នៃ 4សា ៃណដ្ឋយ 

 1 1,2, 3,4v   ៃិង  2 0,1,4, 1v    
ាម្លំហាត់១១.៨. វាព្គប់ព្ោៃ់រនុងការររណោលនៃសំ ំុអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ   ដដល  1 0v   ៃិង
 2 0v   ដដល  1 2 3 4 1 2 3 4, , ,x x x x ax bx cx dx     ។ ដូណចនះ 
 1,2, 3,4 2 3 4 0a b c d       ៃិង  0,1,4, 1 4 0b c d       

ព្បរ័ៃធនៃរើរសម្ើការរនុងបា រា ដម្ ព្ត , , ,a b c d  គឺរនុងទព្ម្ង់echelon ជាម្យួអណថ្រណសរ ើc ៃិងd  
 1 រំ ត់ 1, 0c d   ណគបាៃ 11, 4, 1, 0a b c d      
 2 រំ ត់ 0, 1c d   ណគបាៃ 6, 1, 0, 1a b c d      

អៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ  1 1 2 311 4ix x x x     ៃិង  2 1 2 46ix x x x    ជាណោលនៃ 0W ។ 
៥.១០. បរហ ញថ្ន 

i. សព្មប់សំ ំុរង S នៃ 00,V S S  
ាង v S   ណនាះព្គប់អៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រ    0 , 0S v v      ។ ណគបាៃ  

0
0v S  ។ ដូច

ណៃះ ណៅណព្កាម្ការរំ ត់អតតសញ្ញ  នៃV ៃិង 00,V v S  ។ ណោងាម្ 00S S ។ 
ii. ណបើ 1 2S S  ណនាះ 0 0

2 1S S  
ាង 0

2S   ណនាះ   0v    ព្គប់ 2v S   ប ុដៃត 1 2S S   ណគបាៃ    បំដបរព្គប់ធាតុនៃ 1S   ដូច
ណៃះ 0 0

2 1S S ។ 
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៥.១១. ព្សាយបញ្ា រ់ព្ទឹសតើបទ១១.៥។        សៃមតថ្នV មៃវមិព្តរំ ត់ៃិងW គឺជាលំ រងនៃV

។ ណគបាៃ 
i. 0dim dim dimW W V   

សៃមតថ្នdimV n   ៃិងdimW r n   ។ ណយើងៃឹងបរហ ញថ្ន 0dimW n r   ។ ណយើងណព្ជើស
ណរ ើសណោល  1,..., rw w  នៃ W  ៃិងរព្ងើរវាណៅជាណោលនៃ V  ដដល  1 1 1,..., , ,...,r nw w v v 

 ។ 
រិចារណាណោលឌុ្យអាល់ 1 1 1,..., , ,...,r n    

 
ាម្ៃិយម្ៃ័យនៃណោលឌុ្យអាល់ ណគបាៃ 0

1,..., n r W     
ណយើងបាៃ  i   គឺជាណោលនៃ 0W  ។ ណនាះ  j  ជាដផនរនៃណោលម្យួនៃ V    ណ ើយវាមិ្ៃ
អាព្ស័យលើណៃដអ រ។ 
បនាទ ប់ម្រណយើងបរហ ញថ្ន j សា ៃ 0W  ។ ាង 0W  ាម្ព្ទឹសតើបទ១១.២ 

       1 1 1... ...r r n r n rw w v v                

      

   

1 1

1 1

0 ... 0 ...

...

r n r n r

n r n r

v v

v v

     

   

 

 

     

  
 

ណគបាៃ 1 1,..., n  
សា ៃ 0W  ណ ើយវាជាណោលនៃ 0W ។ នាឱំ្យ 

0dim dim dimW n r V W     
ii. 00W W  

សៃមតថ្ន dimV n   ៃិង dimW r  ។ ណនាះ dimV n    ៃិង 0dimW n r   ។ ណគបាៃ
 00dimW n n r r      ដូចណៃះ 00dim dimW W  ។ ាម្លំហាត់១១.១០ 00W W

ដផអរាម្ 00W W ។ 
៥.១២. ាងU ៃិងW ជាលំ រងនៃV ។ បរហ ញថ្ន  

0 0 0U W U W   ។ 
ាង  

0
U W   ។ ណនាះ  បំដបលងជាU W   ៃិងជាទូណៅ  បំដបលងU  ៃិងW  ។ ណគបាៃ 0U    ៃិង 

0W  ណគបាៃ 0 0U W    ។ ដូចណៃះ  
0 0 0U W U W    ។ 

ម្ា ងវញិណទៀត សៃមតថ្ន 0 0U W    ។ ណគបាៃ   បំដបលងជា U   ៃិង W  ។ ណបើ v U W   ណនាះ
v u w    ដដល u U  ៃិង w W  ។ ដូចណៃះ       0 0 0v u w         ។ ណគបាៃ  បំដបលង 
U W ដដល  

0
U W   ។ ដូចណៃះ  

0 0 0U W U W   ។ 
៥.១៣. ាងជាអៃុគម្ៃ៍លើណៃដអ រណលើ 2 រំ ត់ណដ្ឋយ  , 2x y x y   ។ 

 ព្បម វធិ្ើលើណៃដអ រT ណលើ 2  ររ    ,tT x y  
a.    , ,0T x y x  

        , , ,0tT x y T x y x x      
b.    , ,T x y y x y   

          , , , 2 2tT x y T x y y x y y x y x y            
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c.    , 2 3 ,5 2T x y x y x y   ាម្ៃ័យៃិយម្ៃ័យ  tT T  ដដល
      tT v T v  សព្មប់ព្គប់ v  
            , , 2 3 ,5 2 2 3 2 5 2 8 7tT x y T x y x y x y x y x y x y              

៥.១៤. ាង :T V U  គឺលើណៃដអ រ ៃិងាង :tT U V   គឺព្តង់សប  ូ។ បរហ ញថ្ន Kernel  នៃ tT  គឺ
បំដបលងរូបភារនៃT ដដល  

0
ImtKer T T ។ 

 សៃមតថ្ន ker tT    ដដល   0tT T    ។ ណបើ Imu T  ណនាះ  u T v  សព្មប់ព្គប់ 
u V ណនាះ          0 0u T v T v v       
 ណយើងមៃ   0u  សព្មប់ព្គប់ Imu T  ណនាះ  

0
ImT ។ ដូណចនះ  

0
ImtKer T T ។ 

 ម្ា ងណទៀត សៃមតថ្ន  
0

ImT   ដដល    Im 0T  ។ ណនាះ ព្គប់u V  
             0 0tT v T v T v v       
 ណយើងមៃ      0tT v v    សព្មប់ព្គប់ u V   ណនាះ   0tT    ។ ដូណចនះ ker tT   
ៃិង  

0
Im ker tT T ។ 

 ទំនារ់ទំៃងទាងំរើរគឺណសមើោន ។ 
៥.១៥. សៃមតថ្នV ៃិងU មៃវមិព្តរំ ត់ ៃិង :T V U គឺលើណៃដអ រ។  

បរហ ញថ្ន    trank T rank T  
 សៃមតថ្នdimV n  ៃិងdimU m  ណ ើយសៃមតថ្ន  rank T r  ាម្ព្ទឹសតើបទ១១.៥  
       

0
dim Im dim dim ImT u T m rank T m r       

 ណដ្ឋយលំហាត់១១.១៤    
0

Im ,t tKerT T nullity T m r    
         dimt trank T U nullity T m m r r rank T         
៥.១៦. ព្សាយបញ្ា រ់ព្ទឹសតើបទ១១.៧ ាង :T V U  គឺលើណៃដអ រ ៃិងាង A  គឺជាម ព្ទើសនៃT  រនុង
ណោល jv  នៃV  ៃិង iu  នៃU  ។ ណនាះម ព្ទើសព្តង់សប  ូ TA  គឺជាម ព្ទើសនៃ :tT U V    រនុងណោលឌុ្
យអាល់ iu ៃិង jv ។ 
សៃមតថ្ន សព្មប់ 1,..., ,j m  
    1 1 2 2 ... 1j j j jn nT v a u a u a u     
ណយើងចង់បរហ ញសព្មប់ 1,..., ,i n  
    1 1 2 2 ... 2t

i i i mi mT a a a        
ដដល i ៃិង j គឺជាណោលឌុ្លអាល់ iu ៃិង jv ។ 
 ាងu V ៃិងសៃមតថ្ន 1 1 2 2 ... m mv k v k v k v     ាម្  1 ណគបាៃ 



122 
 
 

       

     

   

 

1 1 2 2

1 11 1 1 2 21 1 2 1 1

1 11 2 21 1 1 1 1 2 2

1 1 2 2

1

...

... ... ... ...

... ... ...

...

m m

n n n n m m mn n

m m n n m mn n

n

i i m mi i

i

T v k T v k T v k T v

k a u a u k a u a u k a u a u

k a k a k a u k a k a k a u

k a k a k a u


   

         

        

   

 

ម្ា ងណទៀត សព្មប់ 1,...,j n  

          

 

1 1 2 2

1

1 1 2 2

...

... 3

n
t

j j j i i m mi i

i

j j m mj

T v T v k a k a k a u

k a k a k a

  


 
     

 

   

  

ម្យួវញិណទៀត សព្មប់ 1,...,j n  
     

 

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

... ... ...

... 4

j j mj m j j mj m m m

j j m mj

a a a v a a a k v k v k v

k a k a k a

              

   
 

ដូចណៃះ   1 1 2 2 ... , 1,...,t

j j j mj mT a a a j n        ។ 
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