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រុពវកថា 
 

ដំល ីរអភិវឌ្ឍននស្រះរជាណាចស្កកមព ជាលៅកន ងយ ររម័យទ្ំលនីបលនះ ជាលមលរៀនដ៏លជារជ័យ
បំផ តមួយដដលចាប់ឬររល់លចញរីការបញ្ចប់របបស្បល័យរូជសារន៍ ការបញ្ចប់រង្គ្រា ម ការផសះផារ
ជាតិ ការកសាងមូលដ្ឋា នរងឹមានំនរនតិភារនិងលរេរភារ និងការអភិវឌ្ឍលរដាកិចច។ លៅលស្កាយលរល
ដដលរនតិភារស្តូវបានលកីតល ីងលដ្ឋយបរបូិរ ៍លៅឆ្ន ១ំ៩៩៨ កមព ជាទ្ទ្ួលកំល ីនលរដាកិចចខ្ពរ់ រឺ
ស្បមា ៨%កន ងមួយឆ្ន ។ំ លលីររីលនះលទ្ៀតអស្តាននភារស្កីស្កស្តូវបានកាត់បនេយរីស្បមា ៥៣% 
លៅឆ្ន ២ំ០០៤មកលៅទាបជាង១០% លៅឆ្ន ២ំ០១៩។ ដំល ីរននការអភិវឌ្ឍជាតិជារកមមភារដដលបនត
លៅម ខ្ជាប់ជានិចច លហយីលោលនលោបាយថ្មីៗដដលមានលកខ ៈអនតរវរ័ិយស្របដ ត ប់ ក៏កំរ ងលលច
រូបរងល ីងលដីមបីតស្មង់ទ្ិរកមព ជាលឆ្ព ះលៅកាន់ស្បលទ្រមានស្បាក់ចំ ូលមធយមកស្មិតខ្ពរ់លៅឆ្ន ំ
២០៣០ និងឈានល ងីជាស្បលទ្រមានស្បាក់ចំ ូលខ្ពរ់ លៅឆ្ន ២ំ០៥០។ ការដស្បស្បួលឆ្ប់រហ័រនន
និមាម បនកមមរិភរលោក និងតំបន់រួមទាងំទ្ំនាក់ទ្ំនងភូមិសាង្គ្រតនលោបាយ បានផតល់កាោន វតតភារ
រស្មាប់ការអភិវឌ្ឍឧរាហកមមលៅកមព ជា ដដលស្តូវបានរជរដ្ឋា ភិបាលចាត់ទ្ កជាមូលដ្ឋា នស្រឹះនន
កំល ីនលរដាកិចចកមព ជា។ រជរដ្ឋា ភិបាលកមព ជាបានកំរ ងបនតរស្ងឹង និងអភិវឌ្ឍវរ័ិយអប់រលំឆ្ព ះលៅរក
ការស្សាវស្ជាវ និងនវាន វតតន៍លដីមបរីស្ងឹងរមតេភារនិងជំនាញរបរ់ធនធានមន រសលៅកមព ជាឱ្យស្រប
លៅនឹងបរបិទ្ថ្មីននការអភិវឌ្ឍ ជារិលររការរស្ងឹងរហស្រិនភារកន ងការលរៀបចំម៉ាូដដលធ រកិចចថ្មីៗ។ 
លដីមបីចាប់យកកាោន វតតភាររីបដិវតតន៍ឧរាហកមមទ្ី៤ និងលរដាកិចចឌ្ីជីថ្លដដលកំរ ងផ រផ ល
ល ងី ស្បរ័នធលអកូ ូហស ដីដលបងកលកខ ៈអំលណាយផលដល់ការបលងកីតថ្មី នវាន វតតន៍ ការស្សាវស្ជាវ និង
អភិវឌ្ឍន៍ ស្តូវដតមានការដកលមអ។ 
  

បណាត ស្បលទ្រលៅទ្វីបអរ ីកំរ ងនាមំ ខ្កន ងការវនិិលោរលលីការស្សាវស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍ លដ្ឋយ 
មានភារហ៊ា នស្បមា ៤៤% ននការវនិិលោរទាងំមូលរបរ់រិភរលោក។ ស្បលទ្រចិនកំរ ងបនតកសាង 
លហដ្ឋា រចនារមព័នធននការវនិិលោរលលីការស្សាវស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍ ក៏ដូចជារមតេភារមន រស។ ផេ យលៅ 
វញិ ស្បលទ្រលៅទ្វីបអលមរកិខាងតបូង និងអង្គ្ហវកិ កំរ ងរេិតលៅឆ្ា យរីការវនិិលោរលនះ លហយីជាលទ្ធ
ផល ស្បលទ្រទាងំលនាះក៏រ ំមានកំល ីនលរដាកិចចរួរឱ្យកត់រមាា ល់ដដរ។ ទ្ នវនិិលោរររ បលលីការស្សាវ 
ស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍរបរ់ស្បលទ្រលៅទ្វីបអលមរកិខាងតបូវនិងអង្គ្ហវិក មានស្បមា ៥%ននការវនិិលោរ 
ទាងំមូលរបរ់រិភរលោក កន ងលរលដដលតំបន់ទាងំ២លនះមានស្បជាជនស្បមា ២០%ននស្បជាជន 
រិភរលោក។ ស្បលទ្រចំនួន៦ដដលមានលំដ្ឋប់ខ្ពរ់ជាងលរលៅកន ងការវនិិលោរលលីការស្សាវស្ជាវនិង
អភិវឌ្ឍ រួមមានរហរដាអលមរកិ ចិន ជប៉ា ន អលលឺម៉ាង់ ឥណាា  និងកូលរ ៉ាខាងតបូង ដដលលរមីនឹងស្បមា  
៧០%ននទ្ នវនិិលោរររ បរបរ់រិភរលោក។ 
 

លតីចំល ះដងឹ ផលិតផល និងលរវាកមមថ្មីទាងំលនះលកីតល ងីរីអវី? លហយីលកីតល ងីលដ្ឋយ
រលបៀបណា? ស្រះរជាណាចស្កកមព ជាកំរ ងដតកសាងមូលដ្ឋា នរស្មាប់ការលស្តៀមខ្លួនទ្ទ្ួល និងស្បកតួ
ស្បដជងកន ងយ ររម័យបដិវតតឧរាហកមមទ្ី៤ លៅកន ងលរដាកិចចដដលដផអកលលីរ ទ្ធិ លហយីដដលស្បការលនះ
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ចាបំាច់តស្មូវឱ្យរលរដាកមព ជា ស្តូវកាល យខ្លួនជារលរដាឌ្ីជីថ្ល រលរដារកល និងរលរដាដដលស្បកប
លដ្ឋយការទ្ទ្ួលខ្ រស្តូវ ដដលមានរមតេភារកន ងការផលិត ដចកចាយ និងលស្បីស្បារ់រ ទ្ធិលដីមបទី្ទ្ួល
មន ញ្ញផល និងរមួចំដ កកន ងកំល ីន។ ធនាោររិភរលោកបានលធវីការកត់រមាា ល់តាងំរីឆ្ន ២ំ០០២
នូវបមាល រ់បតូរននមូលដ្ឋា នលរដាកិចច រលីរដាកិចចដដលរឹងដផអកលលីកមាល ងំរលកមម នងិធនធានអតិកមម 
(Laboure and Resource Based Economy) លៅកាន់លរដាកិចចដដលរឹងដផអកលលីរ ទ្ធ ិ
(Knowledge Based-Economy) ដដលកន ងន័យលនះ រ ទ្ធិរឺជារនលះឹននការអភិវឌ្ឍ។ អស្រ័យលហត លនះ 
លៅលលីរនលងដដលកមព ជាករំ ងលធវីដំល ីរលឆ្ព ះលៅកាន់លរដាកិចចឌ្ីជីថ្ល រងាមកមព ជាស្តូវដតមានរមតេ
ភារកន ងការ  ផលិត លស្ជីរលររី បនា ំ បលងកីតម ខ្របរ និងលស្បីស្បារ់រ ទ្ធិ លដីមបរីកានិរនតរភារននកំល ីន 
និងដកលមអជីវភារររ់លៅ។ រមតេភារទាងំលនះ អចលកីតល ងីលៅលរលរលរដាកមព ជាមានឱ្ការកន ង
ការទ្ទ្ួលបានបទ្រិលសាធន៍រីការស្សាវស្ជាវ ការប ត ះរំនិតនចនស្បឌ្ិត នងិការដរវងរកនវាន វតតន៍។  
 

កំដ ទ្ស្មង់វរ័ិយអប់រ ំ រឺជាការស្តួរស្តាយមាោ៌ា រស្មាប់ដំល ីរលឆ្ព ះលៅកាន់រងាមស្បកប
លដ្ឋយរ ទ្ធិ និងស្បជារលរដាស្បកបលដ្ឋយភារររ់រលវកី។ តាមរយៈមូលដ្ឋា នអបរ់ ំរងាមស្បកបលដ្ឋយរ ទ្ធិ
នឹងស្បមូលផត  ំ បលងកីត និងដចករដំលក លៅកាន់រមាជិកកន ងរងាមនូវរមបទាអប់រ ំរិលរររឺរ ទ្ធិរមបទា 
កន ងប រវលហត ននមន រសជាតិនិងឧតតមស្បលោជន៍ននស្បលទ្រ។ រងាមស្បកបលដ្ឋយរ ទ្ធិ រឺរ ំស្ោន់ដតជា
រងាមដដលរមបូររ័ត៌ាមានប៉ា លណាណ ះលទ្ ដតជារងាមដដលស្បជារលរដាអចលធវីបរវិតតកមមររី័ត៌ាមានលៅជា 
មូលធនស្បកបលដ្ឋយស្បរិទ្ធភារ។ ការរកីចលស្មីនលៅម ខ្ជាលំដ្ឋប់ននបលចចកវទិ្ានិងតំ ភាា ប់ បាន
រស្ងីកស្រំដដនននការចូលលៅកាន់ និងការទ្ទ្ួលបានរ័ត៌ាមានជារកល លហយីដដលកន ងន័យលនះ ការ
អប់រនំឹងបនតវវិតតលៅម ខ្និងមានការផ្លល រ់បតូរ។ រងាមមួយដដលមានអំណាន នងិរបាប់ជាប លរលកខខ្ ា
ននជីវភារស្បចានំថ្ាននស្បជារលរដា លរលលនាះបំ ិនននអំណាន នរិនធ នងិការរ នាលលខ្នរវនត រឺជា
ចលករននការលរៀនរបរ់រិរស។ ធាត ដ៏ចមបងមួយដដលរេិតលៅកន ងការកសាងរងាមដដលស្បកបលដ្ឋយ 
រ ទ្ធិរឺលរៀវលៅរិកា លហយីការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកាជាស្បចា ំ រឺជានវាន វតតន៍នន  
វរ័ិយអប់រដំដលនាលំៅរកការរិកាលរញមួយជីវតិ ការអភិវឌ្ឍរមបទាអប់រ ំ និងការដចករដំលកចំល ះ
ដឹង។ មូលដ្ឋា នអប់រ ំ ជារិលរររឺស្រឹះសាេ នឧតតមរិកាស្តូវមានតួនាទ្ីដដលស្បកបលដ្ឋយការល្លីយតប 
ចំល ះតស្មូវការខាងលលីលនះ។ សាង្គ្សាត ចារយ អនកស្សាវស្ជាវ និងប រាលិកអបរ់សំ្តូវបនតរិកាជាប់ជានចិច 
តាមរយៈការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកា លហយីដដលលរៀវលៅរិកាទាងំលនះនឹងកាល យជា 
សាព នននទ្ំនាក់ទ្ំនងរវាងនវាន វតតន៍ននបលចចកវទិ្ា និងការលរៀននិងបលស្ងៀនលៅកន ងថ្នន ក់លរៀន។  

 

រងាមដដលស្បកបរ ទ្ធិ ក៏ជារងាមដដលប ត ះឱ្យមានរចនារមព័នធទ្ន់ននលរដាកិចចដដលរឹង
ដផអកលលីរ ទ្ធិដដរ។ ឧទាហរ ៍ជាក់ដរតងននដបបដផនលនះរមួមាន Silicon Valley ននរហរដាអលមរកិ 
រួនឧរាហកមមវរិវកមមអការោនយនតនិងោនយនតលៅទ្ីស្កុង Munich ស្បលទ្រអលលឺម៉ាង់ តំបន់
ជីវបលចចកវទិ្ាលៅស្កុង Hyderabad ស្បលទ្រឥណាា  តំបន់ផលិតលស្រឿងលអ ិចស្តូនិក និងសារ-
រមនារមន៍ ឌ្ីជីថ្លលៅទ្ីស្កុង Seoul ស្បលទ្រកូលរខាងតបូង ក៏ដូចជារួនឧរាហកមមថ្នមរល និង
ឥនធនរីមីសាង្គ្រតននស្បលទ្រលស្បរ ីល លហយីក៏លៅមានទ្ីស្កុងននស្បលទ្រជាលស្ចីនលទ្ៀតលៅលលីរិភរលោក 
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លកខ ៈរមបតតិននទ្ីស្កុងទាងំលនះរឺការលស្បីស្បារ់និនាន ការននការអភិវឌ្ឍដដលជំរ ញ និងតស្មង់ទ្ិរ
លដ្ឋយចំល ះដឹង លហីយដដលចំល ះដឹងទាងំលនាះលកីតលចញជាដំបូងរីការវនិិលោរលៅលលីស្រឹះសាេ ន
ឧតតមរិកា សាេ ប័នស្សាវស្ជាវ មជឈម ា លឧតតមភារននជំនាញជាន់ខ្ពរ់ ការស្បកួតស្បដជងលដ្ឋយ      
រ ណាធិបលតយយ និង ជារិលរររឺការប ត ះវបបធម៌ាអំណាននិងនិរនធលរៀវលៅ។ លលបឿនននការរកី
ចលស្មីនដផនករ ទ្ធិ និងបលចចកវទិ្ាកំរ ងមានរនេ ះលលឿនជាងអវីដដលរិរស និងនិរសិតអចទ្ទ្ួលបាន
រីស្រូលៅស្រឹះសាេ នរិកា ដដលលធវីឱ្យលោលលៅននការអប់រលំៅលរលបចច បបននលនះ មានការស្បឈមខាល ងំ
ជាងលរលណាទាងំអរ់។ ឧទាហរ ៍ កន ងមួយឆ្ន  ំមានលរៀវលៅជាង២,២ោនចំ ងលជីង ស្តូវបាន
ររលររ និងលបាះរ មព ដដលកន ងលនាះស្បលទ្រចិនមាន៤៤០ ន់ ចំដ កឯរហរដាអលមរកិមាន ៣០៥
 ន់ និងស្បលទ្ររ រស មីាន ១២០ ន់ចំ ងលជីង។ 
 

ខ្ ៈលរលដដលបលចចកវទិ្ាកំរ ងរកីចលស្មីនជាលរៀងរល់នថ្ា មលធាបាយរស្មាប់អំណានក៏មាន
លស្ចីនជលស្មីររស្មាប់រិរស និរសតិ និងសាធារ ៈជនរមួមានការអនលរៀវលៅ ការអនលលីឧបករ ៍ 
លអ ិចស្តូនិក ការអនលដ្ឋយលស្បីទូ្រររេនវឆ្ល ត និងការអនលលីក ំរយូទ្័រ ដដលរ ទ្ធរឹងជាមលធាបាយ  
រំខាន់ៗដដលនាអំនកអនទាងំឡាយឱ្យរលស្មចលោលបំ ងអនរបរ់ខ្លួន។ មា៉ាងវញិលទ្ៀត អំណាន
លដ្ឋយលស្បីមលធាបាយបលចចកវទិ្ាទ្ំលនីប ចំណាយលរលតិច រយស្រួលអន និងជួយដល់បរសិាេ នមួយ
កស្មិតលទ្ៀត។ នាលរលបចច បបនន រិរស និរសតិ និងសាធារ ៈជនកមព ជាដដលស្រឡាញ់អំណានកំរ ង
ដតលស្បីស្បារ់មលធាបាយអំណានទាងំលនះ។ លបីលយីងស្កល កលមីលលៅស្បលទ្រលជឿនលលឿន លទាះបីជា  
បលចចកវទិ្ារកីចលស្មីនខាល ងំោ៉ា ងណា អំណានតាមរយៈលរៀវលៅលៅដតមានរនេ ះដដដល។ មា៉ាងវញិ
លទ្ៀត បលចចកវទិ្ាអនដបបទ្ំលនីបតាមរយៈឧបករ ៍ទ្ំលនីប អស្រ័យលលីលទ្ធភារននធនធានអប់រ ំ   
ឌ្ីជីថ្ល និងមាតិកាឌ្ីជីថ្លស្រប់ស្ោន់ដដលបានផលិត និងបលរហ ះដចកចាយរស្មាប់អំណាន។ 
 កន ងបរបិទ្កមព ជា ជារិលររកន ងបរកិារ ៍ននការផេ ះរកីរលដ្ឋលននជំងឺកូវដី-១៩ ស្ករួងអប់រ ំយ 
វជន និងកីឡា បានជំរ ញឱ្យមានបរវិតតកមមឌ្ីជីថ្លលៅកន ងលអកូរ ីដរតមននការអប់រ ំជារិលររការអប់រ ំ
តាមស្បរ័នធលអ ិចស្តូនិកនិងការអប់ររំីចមាា យលដីមបីលលីកកមពរ់អំណានតាមរយៈការផលិតមាតិកា  
ឌ្ីជីថ្លដដលមានភារចំរ ះ ការកសាងរមតេភារដផនកតំ ភាា ប់និងលវទ្ិកាឌ្ីជីថ្ល ការរស្ងីកវសិាល
ភារននមជឈម ា លទ្ិននន័យ និងការលលីកកមពរ់រ  ភារននការផលិតធនធានអប់រឌំ្ីជីថ្ល រួបផសំ 
ជាមួយការដចករនលឹកកិចចការឱ្យរិរសយកលៅលរៀនលៅផេះ និងការច ះលៅជួបជាមួយរិរសជាប ត ំ លៅ
តាមរហរមន៍។ កន ងន័យលលីកកមពរ់អំណាន និងភាររមបូរដបបននធនធានលរៀវលៅរិកាឱ្យកាន់ដត
មានស្បរិទ្ធភារនិងភាររកតិរិទ្ធិ និងផតល់ឱ្ការអំណានកាន់ដតលស្ចីនដថ្មលទ្ៀតដល់រិរាន រិរស 
និរសិត និងសាធារ ៈជន ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡាលលីកទ្ឹកចិតតនូវចំ  ចមួយចំនួនដូចខាង
លស្កាម៖ 

1. សាង្គ្សាត ចារយ អនកស្សាវស្ជាវ និងប រាលិកអប់រ ំរូមបនតនិងបលងកីនការលបាះរ មពសាន នដបដនេម
លទ្ៀត លដីមបីលធវីឱ្យធនធានរស្មាប់អំណានកាន់ដតរមបូរដបប ជារិលររធនធានអំណានជា
លខ្មរភាសា 
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2. ស្រឹះសាេ នឧតតមរិកា រូមផតល់លទ្ធភារស្រប់ដបបោ៉ា ង លដីមបឱី្យប រាលិកអប់រសំ្រប់លំដ្ឋប់ថ្នន ក់ 
និង និរសតិស្រប់កស្មិតរិកាអចចូលរមួអន និងរិកាស្សាវស្ជាវតាមស្រប់លទ្ធភារជាមួយ
ធនធានអំណាន ជារិលររការលរៀបចំឱ្យមានលរលលវោរស្មាប់រហរិកា និងអំណានកន ង
បណាណ ល័យ  

3. សាង្គ្សាត ចារយតាមម ខ្វជិាា  និងអនកស្សាវស្ជាវតាមជំនាញឬវរ័ិយ ស្តូវលរៀបចំដំល ីរការលរៀន 
បលស្ងៀន និងស្សាវស្ជាវដដលមានដ្ឋក់បញ្ចូ លកិចចការរវ័យរិកា រហរិកា ឬការស្សាវស្ជាវប
ណាណ ល័យដដលតស្មូវឱ្យនិរសតិ ស្តូវអននិងស្សាវស្ជាវជាមួយធនធានអំណាន 

4. ស្រឹះសាេ នឧតតមរិកា នងិមជឈម ា លស្សាវស្ជាវ ស្តូវខ្ិតខ្ំឱ្យអរ់លទ្ធភារកន ងការបលងកីតប
ណាណ ល័យ មជឈម ា លរកាឯកសារ ឬមជឈម ា លអប់រឌំ្ីជីថ្ល ជាលដីម លដមីបឱី្យប រាលិក
អប់រសំ្រប់លំដ្ឋប់ថ្នន ក់និងនិរសតិស្រប់កស្មិតរិកា អចទ្ទ្ួលបាន និងដរវងរកស្បភររស្មាប់
អំណាន កានដ់តរមបូរដបប និងមានភារបត់ដបន ល្លយីតបតាមតស្មូវការអនកអន 

5. និរសិតស្រប់កស្មិតរិកា ស្តូវខ្ិតខ្ំនិងចំណាយលរលអន និងចាត់ទ្ កវបបធម៌ា និងអកបប
កិរោិអំណានជាដផនកមួយ ននលរលលវោនិងភាររ ីវល័ិយននជិវតិស្បចានំថ្ា 

6. បងបអូនជនរួមជាតិ ដដលជាមាតាបិតា ឬអនកអណារាបាល រូមជួយជំរ ញនិងបងកលកខ ៈ
កាន់ដត លស្ចីនដថ្មលទ្ៀត ជារិលររការនលលកចំណាយលៅកន ងស្រួសាររស្មាប់ការទ្ិញរមាា
រៈរិកា លរៀវលៅអន និងឧបករ ៍រស្មាប់អំណានដល់កូនៗ ដដលចាត់ទ្ កជាការវនិិលោ
រមួយដ៏រំខាន់ រស្មាប់ បលងកីនចំល ះដឹង និងអនារតរបរ់រួកលរ។ 

 

លដ្ឋយមានការោសំ្ទ្រីស្ករួងលរដាកិចច និងហរិញ្ញវតេ  លៅឆ្ន ២ំ០២០ ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និង
កីឡា បានបលងកីតមូលនិធិស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត និងនវាន វតតន៍ ដដលលៅកាត់ថ្ន“មូលនិធិ រ.រ.ន” 
និងលៅជាភាសាអង់លរលរថ្ន The Research Creativity and Innovation Fund ដដលលៅកាត់ជា
ភាសាអង់លរលរថ្ន “RCI Fund”។ លោលលៅចមបងននមូលនិធិលនះ រឺរមួចំដ កលលីកកមពរ់វបបធម៌ានន
ការស្សាវស្ជាវ បំផ ររំនិតនចនស្បឌ្ិត និងជំរ ញការលធវីនវាន វតត លដីមបជីាស្បលោជន៍ដល់វរ័ិយអប់រ ំយ វជន 
និងកីឡា ដដលល្លីយតបលៅនឹងទ្ីផាររលកមម និងសាកលភាវូបនីយកមម។  មូលនិធិ រ.រ.ន បាន
រលស្មចកំ ត់ស្បធានបទ្ ជាអទ្ិភាររស្មាប់ការោសំ្ទ្លដ្ឋយមូលនិធិចំនួន៣ រមួមាន ឌ្ីជីថ្លនីយ
កមមរស្មាប់បដិវតតឧរាហកមម៤.០(Digitalization for IR.4.0)ការស្សាវស្ជាវអន វតតលលីវរ័ិយ
ករិកមម (Applied Agricultural Research) និងការស្សាវស្ជាវររ លការលយរតវតសទ្ី២១ (21st 
Century Pedagogy Research)។ 

 

លដ្ឋយមានការលធវីអទ្ិភារវូបនីយកមមលៅលលីទ្ិរលៅននការលស្បីស្បារ់ថ្វកិាមូលនិធិរស្មាប់
ឆ្ន ២ំ០២០ ស្ករួងលរដាកិចច និងហិរញ្ញវតេ  និងស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡា បានផតល់ការោសំ្ទ្ដល់
ការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអ លរៀវលៅរិកា(Text book) ដដលនឹងស្តូវលស្បីស្បារ់លៅកស្មិតឧតត
មរិកា។ លោលបំ ងននការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអ លរៀវលៅរិកាលៅកស្មិតឧតតមរិការឺ
លដីមបីបលងកីនបរមិា  លលីកកមពរ់រ  ភារ និងរស្ងីករមធម៌ាននធនធានរិកាជាលខ្មរភាសា ជូន



v 

ដល់និរសិតដដលកំរ ងបនតការរិកា និងលស្តៀមខ្លួនលធវីការស្សាវស្ជាវលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ លលីររី
លនះលទ្ៀតការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកាលៅកស្មិតឧតតមរិកា មានលោលលៅដូចខាង
លស្កាម ៖ 

- ល្លីយតបជាបនាេ ន់ចំល ះការខ្វះខាតធនធានរិកា ដដលជាតស្មូវការរិការបរ់និរសតិ 
លៅកស្មិតឧតតមរិកា  

- លលីកកមពរ់ទ្ំលនីបភាវូបនីយកមម និងឧតតមាន វតតន៍ននការលរៀននិងបលស្ងៀន និងការស្សាវស្ជាវ
លៅលលីម ខ្វជិាា  កមមវធិីរិកា ឬម ខ្ជំនាញជាក់ោក ់

- បលងកីនភាររ ីជលស្ៅកន ងការកសាងវជិាា ជីវៈនិងបទ្រិលសាធន៍រស្មាប់ឋានៈសាង្គ្សាត ចារយ និង
អនកស្សាវស្ជាវ  

- រមួចំដ កដល់ការកសាងភារជារហរមន៍វជិាា ជីវៈ ការដចករដំលកបទ្រិលសាធន៍ និងវបប
ធម៌ាននការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកាលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ 

 

ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡា បានវាយតនមលខ្ពរ់ចំល ះការលបាះជំហានស្បកបលដ្ឋយមនរិការ
វជិាា ជីវៈននស្រឹះសាេ នឧតតមរិកា និងប រាលិកអប់រទំាងំអរ់ កន ងការលរៀបចំ លរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអ
លរៀវលៅរិកា លដីមបីបលងកីនបរមិា  លលីកកមពរ់រ  ភារ និងរស្ងឹងរមធម៌ាននធនធានរិកាជា
លខ្មរភាសា ជូននិរសតិដដលកំរ ងបនតការរិកា និងលស្តៀមខ្លួនលធវីការស្សាវស្ជាវលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ 
លរៀវលៅរិកាជាដផនកមួយននការទ្ទ្ួលសាា ល់រ  ភារអប់រនំនស្រឹះសាេ នឧតតមរិកា និងជាធនធាន
រិកាដដលជាមូលដ្ឋា នមួយដ៏រំខាន់ កន ងការោសំ្ទ្ដល់ការបលស្ងៀន និងលរៀន លហីយស្តូវមានបរមិា 
ស្រប់ស្ោន់ ល្លីយតបលៅនឹងកមមវធិីអប់រ ំនិងតស្មូវការរិកាស្សាវស្ជាវ។ ជាលោលការ ៍ ស្រឹះសាេ នឧតតម
រិកាទាងំអរ់ ស្តូវមានលរៀវលៅរិកាដដលលស្បីជាលោលរស្មាប់ម ខ្វជិាា នីមួយៗ។ ចំនួនលរៀវលៅ
រិកាដដលស្រប់ស្ោន់រស្មាប់ការស្សាវស្ជាវ និងការរិការបរ់និរសិត ស្តូវមានោ៉ា ងតិចមួយចំ ង
លជីងកន ងមួយម ខ្វជិាា  លហយីស្តូវតមកល់ោ៉ា ងតិច២ចាប់ លៅកន ងបណាណ ល័យ ឬអចរកបានតាមស្បរ័នធលអ
 ចិស្តូនិក។ ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡា លលីកទ្ឹកចិតតបដនេមលទ្ៀតជូនដល់ស្រឹះសាេ នឧតតមរិការដា 
និងឯកជនដដលបានលរនីរ ំថ្វកិាមូលនិធិរចួ រូមចូលរមួបដនេមលទ្ៀតលដីមបបីលងកីនចំនួនចំ ងលជីង
លរៀវលៅ។ ចំដ កស្រឹះសាេ នឧតតមរិការដានិងឯកជនដដលរ ំទាន់បានដ្ឋក់ កយលរនីរ ំ រូមចូលរួម 
លដីមបជីារ  ស្បលោជន៍ដល់តស្មូវការដ៏ទ្ទូ្ច និងនថ្លថ្នល នននិរសតិកមព ជាកន ងការរិកា និងស្សាវស្ជាវលៅ
កស្មិតឧតតមរិកា។ 
  



vi 

ទេនកតីរញ្ជា ក់ 
ច្នមូលនិធកិារស្រាវស្រាវ គំនតិច្នៃស្ររឌិត និងនវានុវតតន៍ 

 
លរៀវលៅរិកាលនះជាលទ្ធផលននការលរនីរ ំអន វតតថ្វកិាមូលនិធិការស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត 

និងនវាន វតតន៍ កន ងរលស្មាងលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកា ដដលនឹងស្តូវលស្បីស្បារ់លៅ
កស្មិតឧតតមរិកា។ លរៀវលៅរិកាលនះ ស្តូវបានលរៀបលរៀង និរនធ ឬដកលមអលដ្ឋយមានការធានា
អះអងថ្នជាសាន នដរបរ់អនកនិរនធផ្លេ ល់ និងបាន្លងកាត់ស្តួតរិនិតយ ផតល់លោបល់ និងវាយតនមល
លដ្ឋយស្កុមស្បឹកាអប់រ ំស្កុមស្បឹកាស្សាវស្ជាវ ឬស្កុមស្បឹកាដដលមានតនមលលរមីននស្រឹះសាេ នឧតតមរិកា 
និងតាមរយៈកិចចរនាដដលបានលធវីល ីង និងដដលបានតមកល់ទ្ កលៅមូលនិធិការស្សាវស្ជាវ រំនិតនចន
ស្បឌ្ិត និងនវាន វតតន៍។ រល់ខ្លឹមសារ ការបកស្សាយ និងរូបភារ រឺជាជំហរនិងទ្រសនៈផ្លេ ល់របរ់
អនកនិរនធ លហីយ រ ំ្ល ះបញ្ច ងំ ឬជាតំណាងដល់មូលនិធិការស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត និងនវាន វតតន៍ 
ននស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡា ល យី។  
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មាតិកា 
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ការរិកាលមអិតលលីកមមវធិីដដលអចឱ្យអនករិកាលចះលស្បីស្បារ់បានដូចជា៖ លមលរៀន 

ឧទាហរ ៍ លំហាត់អន វតតន៍ នងិលំហាត់ស្សាវស្ជាវរមួមានវធិីលផសងកន ងការលដ្ឋះស្សាយលដ្ឋយវភិារ ការ
រិតស្តិះរះិរចិារណា ជាលដីម។ ម ខ្វជិាា រ ិតវភិារទូ្លៅ៤លផ្លត តរំខាន់លៅលលីមូលដ្ឋា នស្រឹះរំខាន់ៗ
បដនេមលទ្ៀតននវភិារទូ្លៅដដលមានមាតិការំខាន់ៗរមួមាន៖  អន រមន៍ចំននួក ផំលិច រវ ីត និងលរ៊ារអីលថ្រ
ក ំផលិច អន រមន៍វភិារ អងំលតស្កាលអន រមន៍ក ំផលិច លរ៊ារអីន រមន៍វភិារនិងឯកធាត  និងស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ី 
ឌ្ យ។ 

ខ្លឹមសារលមលរៀនដដលបានលលីកល ងីកន ងលរៀវលៅលនះអចជួយលដ្ឋះស្សាយបញ្ហ កន ងការបលស្ងៀន 
និងលរៀន ិតវទិ្ាដដលបងកលកខ ៈរយស្រួលដល់ស្រូឧលទ្េរ ស្រូបលស្ងៀន ររ និរសតិ ររ រិរស 
រិរាន រិរសអចអន វតតន៍ នងិស្សាវស្ជាវរស្មាប់សាធារ ៈជនទូ្លៅ។ ជាមូលដ្ឋា នស្រឹះរស្មាប់ហវកឹ 
ហាត់តរ និរសតិ រិរសរិកានូវរល់ខ្លឹមសារស្របតាមកមមវធិីដដលលធវីឱ្យលមលរៀននីមួយៗមានទ្ំនាក់
ទ្ំនងោន រីមយួចំ  ចលៅមួយចំ  ច។ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



xii 

មូលន័យេទងេរ 
 

លរៀវលៅលនះលផ្លត តរំខាន់លៅការវភិារដដលមានលមលរៀនរលងខប និយមន័យ ស្ទ្ឹរដីបទ្ឧទាហរ ៍ 
លំហាត់អន វតតន៍ជាលដីមស្រមទាងំមានទ្នំាក់ទ្ំនងននលមលរៀននីមួយៗ។ លៅកន ងលមលរៀនអន រមន៍ក ំផលិច រវ ី
ត និងលរ៊ារអីលថ្រក ំផលិច អន រមន៍វភិារ អងំលតស្កាលអន រមនក៍ ំផលចិ លរ៊ារអីន រមន៍វភិារនិងឯកធាត  និង
ស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យលរ៊ារដីតល័រកន ងលោលបំ ងលដីមបឱី្យររ និរសតិទ្ទ្ួលទ្ទ្ួលបានចំល ះដឹងអំរីមូល
ដ្ឋា នស្រឹះរតីរីអលថ្រក ំផលិចរំខាន់ៗ និងក ំត់ខ្លឹមសាររំខាន់ៗលៅកន ងលមលរៀនវភិារក ំផលិចដូចជា អន រម
ន៍ក ំផលិច អងំលតស្កាលក ំផលិច លរ៊ារអីលថ្រក ំផលិច រូនយនិងឯកធាត   និងស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យខាងលលីផងដដរ។ 
លៅដផនកននលមលរៀនលស្បីស្បារ់ចំល ះដឹងមូលដ្ឋា នស្រឹះវភិារក ំផលិច រស្មាប់ការលរៀន និងការបលស្ងៀនលដីមបី
ប ត ះរនំិតររ និរសតិឱ្យលស្បីស្បារ់អន រមន៍អលថ្រក ផំលិច  អងំលតស្កាលក ំផលិច លរ៊ារអីលថ្រ 
ក ំផលិច រូនយនិងឯកធាត   និងស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យរស្មាប់ការបលស្ងៀន និងលដីមបលីដ្ឋះស្សាយបញ្ហ ដដល
ទាក់ទ្ងនឹងជវីភារស្បចានំថ្ា។ 
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ទមទរៀនទី១៖ អនុគមន៍កុំផ្ែិន 
១.១. នំនួនកុំផ្ែិន 

១.១.១. កាយ ច្ននំននួកុំផ្ែិន  
ស្ទ្ឹរតីបទ្១៖ កាយមានលកខ ៈស្ត ប់ ដដលមានធាត មួយតាងលដ្ឋយ i លហយីលផេៀងផ្លេ ត់
លកខខ្ ា ដូចខាងលស្កាម៖ 
 ( )i  ជាកាយរងនន   
 ( )ii  ,z z  ររលររជាមួយទ្ំនាក់ទ្ំនងមួយដបបរត់  
 ( )iii  2 1i = −  

រស្មាយបញ្ា ក់ 
លរយក លហយីលរកំ ត់ស្បមា វធិីកន ងរឺ  
ស្បមា វធិីបូក ៖  
ស្បមា វធិីរ  ៖  
លរបាន មានទ្ស្មង់ជាកាយមានលកខ ៈស្ត ប់លស្ ះ៖ 

1) ជាកងឯកតា 
❖ វធិីរ  មានលកខ ៈស្ត ប់ 

រិតលស្ ះវធិីរ  កន ង មានលកខ ៈស្ត ប ់
❖ វធិីរ  មានលកខ ៈផត  ំ

 

❖ វធិីរ  មានលកខ ៈបំដបកលធៀបវធិីបូក 

 

  

❖ ធាត ឯកតា ឬធាត  ឺតននវធិីរ  រឺ  
លស្ ះ  

2) មានធាត ស្ចារចំល ះស្បមា វធិីរ    

, ,z x iy x y= + 

( ) 2 , | ,x y x y=  ( ) ( ) 2, , ', 'x y x y 

( )+ ( ) ( ) ( ), ', ' ', 'x y x y x x y y+ = + +

( ) ( ) ( ) ( ), ', ' ' ', ' 'x y x y xx yy xy yx = − +

( )2 , ,+

( )2 , ,+ 

( ) ( ) ( ) ( ), ', ' ', ' ,x y x y x y x y = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ', ' '', '' , ', ' '', ''

' ', ' ' '', '' , ' '' ' '', ' '' ' "

' ' '' ' ' '', ' ' '' ' ' ''

' " ' '' ' '' ' '' , ' " ' '' ' " ' ''

x y x y x y x y x y x y

xx yy xy yx x y x y x x y y x y y x

xx yy x xy yx y xx yy y xy yx x

x x x y y y x y y x x x y y x y x x y y

  =        

 − + =  − +

 − − + − + +  

= − − + + + −  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ', ' '', '' , ', ' , '', ''

, ' ", ' " ' '' ' " , ' '' ' "

x y x y x y x y x y x y x y

x y x x y y x x x y y y x y y y x x

 + = +  

 + + = + − + + + +  

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

' " ' ", ' " ' "

' ', ' ' '' '', '' "

, ', ' , ", "

xx xx yy yy xy xy yx yx

xx yy xy yx xx yy xy yx

x y x y x y x y

= + − − + + +

= − + + − +

=  + Bti

( )1,0

( )( ) ( ) ( ), 1,0 1 0, 0 1 ,x y x y x y x y=  −   +  =

( ) ( )  
*

2 2, 0,0x y  = −
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លស្ ះ  

 

ដូលចនះ ។ 

តាង  ដដលស្បដ្ឋប់លដ្ឋយស្បមា វធិីទាងំរីរខាងលលីមានន័យថ្ន  ជាកាយ
មានលកខ ៈស្ត ប់។ 

លរបាន ជាកាយរងនន  
•  
• រិត 
• រិត 

• រិត 

លបីតាង  
          
លរបាន ជាអ ីរូម៉ារភីរននកាយលស្ ះ  

•  មួយទ្ល់មួយ (រស្មាយរយ) 
• រិត 
• រិត 

ដូលចនះ លរអចស្បដូច លៅនឹង ដដលកំ ត់ររលររលដ្ឋយ ជារិលររ 
។ 

 មា៉ាងលទ្ៀតលបីតាង លរបាន៖ 
 មានន័យថ្ន រិត 
លហយីតាមលកខ ៈ ជាលំហវ ចិទ្័រលលីកាយ លរអចររលររ 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ', ' 1,0

' ', ' ' 1,0

' ' 1

' ' 0

x y x y

xx yy xy yx

xx yy

xy yx

 =

 − + =

− =
 

+ =

2 2 0
x y

D x y
y x

−
= = +  ( ) ( ), 0,0x y 

'

'

1

0

1

0

x

y

y
D x

x

x
D y

y

−
= =

= = −

( ) ( )
1

2 2 2 2
', ' , ,

x y
x y x y

x y x y

−  −
= =  

+ + 
2 = ( ), ,+ 

( ) ( ) ' ,0 |x x=  

( ) ( ) ( ),0 ',0 ',0x x x x+ = +

( ) ( ),0 ,0x x− = − 

( )( ) ( ) ( ),0 ',0 ' 0,0 0 ',0x x xx xx = − + = 

( )
1

2 2

0 1
0, ,0 , ,0

0 0

x
x x

x x x

− −   
  = =    

+ +   

( ) : →

( ) ( ),0x x x =

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ',0 ,0 ',0 'x x x x x x x x  + = + = + = +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ',0 ,0 ',0 'x x x x x x x x   =  =  = 

 ( ),0x x=

( ) ( )0,0 0, 1,0 1= =

( ) ( )0,1i = 

( )( ) ( ) ( )2 0,1 0,1 0 1,0 0 1,0 1i = = − + = − = − ( ) 2 1iii i = −



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,0 0, 1,0 0,1x y x y x y x y x iy  = + = + = +
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ដូលចនះ តាម  លបីតាង  លនាះលរបាន  ជាកាយមានលកខ ៈស្ត ប់
លហយីមាន ជាកាយរង។ ស្ទ្ឹរតីបទ្រិតលហយី ជារំ  ំ ចំនួនក ំផលិច។ 
➢ ចំណា ំ
ក. លបី  លនាះ  លៅថ្នដផនករតិនន  តាងលដ្ឋយ  និង  លៅថ្ន
ដផនកនិមមិតនន តាងលដ្ឋយ  

• លបី លៅថ្នដផនករិតរ ទ្ធ 
• លបី លៅថ្នដផនកនិមមិតរ ទ្ធ 

ខ្.លបី លរកំ ត់ លៅថ្នក ំផលចិឆ្ល រ់នន  
 លកខ ៈ 
 ជាចំនួនរិតរ ទ្ធល ះស្តាដត ជាចំនួននមិមតិរ ទ្ធ  

    

   

    
រ.លបី លរតាង លៅថ្នម៉ាូឌ្ លនន  

   

   

  រិតតាម  
  (រស្មាយបញ្ា ក់លដ្ឋយខ្លួនឯង) 
រស្មាយបញ្ា ក ់

 
លយងីមាន  

           

លដ្ឋយ  
 

( )  | ,z x iy x y= = + 

z x iy= +  x z ( )Rex z= y

z ( )Imy z=

0y z x=  =

0x z iy=  =

z x iy= +  z x iy= − z

( )i z ,z z z= z z= −

( )ii ( ) ( )2Re Re
2

z z
z z z z

+
+ =  =

( ) ( )2 Im Im
2

z z
z z i z z

i

−
− =  =

( )iii ' ', ' 'z z z z zz z z+ = + = 

z x iy= +  2 2 0z x y= +  z

( )

( )

( )

2

0 0i z z

ii z z z z zz

iii z z z

=  =

 =  =

= − =

( ) ( ) ( )

( ) ( )

Re , Im

Re Im

iv z z z

z z z



 +

( )v zz z z= ( )iii

( ) ' 'vi z z z z+  +

( ) ' 'vi z z z z+  +

( )( ) ( )( )2
' ' ' ' 'z z z z z z z z z z+ = + + = + +

( )2 2

' ' ' '

' 2Re '

zz zz z z z z

z z zz

= + + +

= + +

( )2Re ' 2 ' 2 ' 2 'zz zz z z z z = =
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១.១.២.រែង់កុំផ្ែិន  
 ម៉ាូឌ្ ល និងអរ យម៉ាង់ននចនំួនក ំផលិច 
លដ្ឋយ  ស្បដូចនឹង  លរលៅថ្នបលង់ក ំផលិច រឺជាបលង់
អភីន  (ចំ  ច)ស្បដ្ឋប់លដ្ឋយតស្មុយអរតូ រលម
( )xOy  ដដលមានវ ចិទ្័រឯកតា  និង  ដដលរី

 លរផត ំចំនួនក ផំលិច  លហយី
មា៉ាងលទ្ៀតការផត ំលនះជាអន វតតន៍មួយទ្ល់មួយលរររ
លររលដ្ឋយ ។ 
លមីល  មានអភិច  ជាអភិចនន  លហយី
ជារូបនន កន ងករ ីលនះលរបាន៖ 
• ម៉ាូឌ្ លនន  
• លបី លរលៅថ្នអរ យម៉ាង់នន រឺមានម ំទ្ិរលៅ លបី

ជាតនមលមួយនន លនាះ លៅថ្នអរ យម៉ាង់លោលនន ។ លរតាង
លដ្ឋយ លហយីអរ យម៉ាង់ទូ្លៅនន រឺ

 
ឬ កន ងករ ីលនះលរបាន៖ 

លៅថ្ន កូអរលដ្ឋលនប៉ាូដលនន លហយីទ្ំនាក់ទ្ំនង 
 

 

លរបាន
 

     រងរីជរ ិត      រងស្តីលកា មាស្តនន  
  ចំណា៖ំ 
 ១. លបី 0z =  ោម នអរ យម៉ាង់ ឬមានអរ យម៉ាង់កំ តម់ិនបាន 
 ២. ចំននួក ំផលចិរិតរ ទ្ធ ដដលមានរូបលៅលលីអ័កសចំនួនរិត( )Ox មានអរ យម៉ាង់ 

លោលលរមីរូនយលលី និង លបី ។ 
 ចំនួនក ំផលចិនមិមិតរ ទ្ធដដល មានរូបលលីអ័កសចំនួននិមិមត( )Oy មានអរ យម៉ាង់ 

( )
22 2 2

' ' 2 ' '

' '

z z z z z z z z

z z z z

 +  + + = +

 +  +

).a

2



u v

( ),M x y   z x iy= +

( )M z

M .z i e z y

M z

2 2 0z OM x y = = = +  z

0 . 0z i e   z ( ),u OM

 ,   − ( ),u OM  z

( )arg z = z

( ) ( )arg , 2 ,z u OM k k = =  

( ) ( )arg mod2z  =

   , , 2k    = + ( ),M x y

2 2x y = +

cos

sin

x

y

 

 

=

=

  ( ), cos sinz x iy i    = + = = +

z

0z x= 

0x   0x 

0z iy= 

រូបទី្១.១ 

រូបទី្១.២ 
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លរមី លបី  និងលរមី លបី ។ 

 ៣. កន ងករ ីខ្លះចនំួនក ំផលិច មានរូបជាវ ចិទ្័រលររ ី  
លរររលររដូចោន  ដដល ជាអភិចនន និង ជារូបនន លនាះលរបាន 

។ 
 លកខ ៈ៖  
  ក. លបី លរបាន ។ 
  ខ្. លស្ ះ  
 ម៉ាូឌ្ ល និងអរ យម៉ាង់ននផលរ   ចស្មារ់ ផលដចក និងរវ័យរ   

• លរឱ្យ លរបាន៖ 
  

   

  

• លរឱ្យ  

លបី  

លរបាន  
       

 

• លរឱ្យ  

លរមាន  

        

 

2


0y 

2


− 0y 

z x iy= + ( ),v x y OM xu yv= = +

( )v z x iy= + z u v z

( ) ( ) ( ),arg , mod2z v z u v = = =

( ) ( ), ' ' ,v z v z  ( ) ( )' ' ,v v z z v z  

( ) ( ) ( ),A B B AA z B z AB z z − AB OB OA= −

).b

   , , ' ', ' , , ' 0, , 'z z       = =  

   ( ) ( )' , ', ' cos sin ' cos ' sin 'z z i i          = = + +      

( ) ( )

( ) ( )  

' cos cos ' sin sin ' sin cos ' cos sin '

' cos ' sin ' ', '

i

i

        

       

= − + +  

= + + + = +  

( ) ( ) ( )

' ' '

arg ' ' arg arg '

z z z z

z z z z



 

  = = 
 

 = + = +

( )cos sinz i  = +

cos

sin

x
z x iy

y

 

 

=
= +  

=

cos sinz x iy i   = − = −

( ) ( )cos sini  = − + −  

( ) ( )arg arg

z z

z z





 =
 

= − = −

( )cos sin 0z i  = + 

( ) ( )
2 2

cos sin1 iz z

z z z z

  



− + −  = = =


( ) ( )
1

cos sini 


= − + −  

( )

1 1 1

1
arg arg

z z

z
z






= =


 

  = − = −   
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• លរឱ្យ  និង  

• លបី  

 

         

( ) ( )arg argz z   = − = −  
ចំណា៖ំ 

•  

•  

•  
ឧបមាថ្នរិតរហូតដល់ រឺ  

 ចំល ះ លហយី លរបាន៖ 

   

 ដូលចនះ ។ 

 មា៉ាងលទ្ៀត  

 ដូចលនះ ។ 
១.២. អនគុមន៍កុំផ្ែនិ 
 តនមលអន រមនក៍ ំផលិច  ននអលថ្រក ំផលិចរឺជាទ្នំាក់ទ្ំនងដដលកំ ត់លៅស្រប់ចំនួនក ផំលចិ  លៅកន ង
រំ  ំ S  ដដល ( )f z  មានចំនួនក ផំលិចដតមួយរត់។ រំ  ំ S  ជារំ  ំ រងននចំនួនក ផំលិចលហយីស្តូវបាន
លៅថ្នដដនកំ ត់នន  ។ ចនំួនក ំផលិចដតមយួរត់ ( )f z  ស្តូវបានលរលៅថ្នតនមលនន   ស្តង់  លហយី
លរលខ្លះស្តូវបានររលររ ( )w f z= ។ 
 លដីមបលីមីលតនមលអន រមន៍ក ផំលិចរី  រឺលៅកន ងមានវមិាស្តបួន៖ វមិាស្តរីរចំល ះអលថ្រ  
និងរីររស្មាប់តនមល ( )w f z= ។ លដ្ឋយសាររូបភារលៅកន ងវមិាស្តបួនមិនអចលៅរចួ លយងីលស្បីបលង់រីររឺ 
បលង់  និងបលង់  លហយីលមីលអន រមន៍ជាអន វតតន៍រីរំ  ំ រងននបលង់លៅបលង់មួយលទ្ៀត (រូមលមីលរូប
ភារ ១.៣)។ ស្បរិនលបលីយងីររលររ  និង  លដ្ឋយរនមត់អ័កសបលង់  ស្តូវបាន

( )cos sinz i  = + ( )cos sinz i     = +

1
0

z
z z

z z
   = 

 

( )

1 1 1

1 1
arg arg arg arg

' '

zz
z z z

z z z z z

z
z z

z z z






=  =  =  = =     

 
      =  = +           

 
 

2 2

,1 1 1
,

,

z

z z

 


   

−  
= = = = − 

 

 
 

', '' '
, '

,

z

z

  
 

  

 
= = − 

 

  2 2, , ,2z       = =  

1n−   ( )
11 1, , 1

nn nz n   
−− − = = − 

n 2n 

      ( )  
1 1, , , , 1 ,

,

n nn n

n

z n

n

         

 

− − = = = − 

 =  Bti

 , , ,
n n n n    =   

 
 

1 1
: , ,

,,

n n

n n
n n

n
   

  

− −   = = = −   

 , , ,
k kk k      =  

f z

f f z

( )z f z z

z w

z x iy= + w u iv= + z
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តាងលដ្ឋយ នងិ  លហយីអ័កសបលង់ លដ្ឋយ  និង ។ រូបភារ ននរំ  ំ លដ្ឋយអន វតតន៍ ជា
រំ  ំ ននស្រប់ចំ  ច ដដល ចំល ះ លៅកន ង ។ 

 
ឧទាហរ ៍ទ្១ី៖ តាង ជារងវង់ដដល ។ ចូររករូបភារនន លស្កាមបដបលង 

។ 
ដំលណាះស្សាយ 

ចំល ះ ចំនួន ស្តូវបានលកីតល ងីលដ្ឋយការបូកបដនេម លៅ ។ លបី  
លនាះ ។ លរបានអន រមន៍បដបលងកិលស្តងច់ំ  ច រីរឯកតាលៅខាង 
សាត  ំនិងមួយឯកតាលៅខាងលលី។ រូបភារនន រឺជារំ  ំ បំដបលងកលិរីរឯកតាលៅខាងសាត  ំនងិ
មួយឯកតាលៅខាងលលីដូចរូបទ្ី១.៤។ 

 
បដបលងកិលជាបដបលងននទ្ស្មង់ ដដល ជាចំនួនក ំផលិចលហយី ។ 
ដូលចនះលនះលហយី រូបភារននរងវង់រឺជារងវង់ដដលមានកាដូំចោន  និងផចតិ ។ 
លនាះលរបាន ។ 
ឧទាហរ ៍ទ្២ី៖ (បដបលងចាងំ និងបដបលងវលិ) តាង ជាកាលរបិទ្ជិតននស្បដវងស្ជុងរីរជាមួយ 
ស្របលៅនឹងអ័កសស្តង់ចំ  ចកណាត លរីរ(ដូចរូបទ្ី១.៥)។ 
ក. លតីរូបភារ ជាបដបលងអវីនន ? 

x y w u v  f S S f

w ( )w f z= z S

S  : 1S z z=  S

( ) 2f z z i= + +

z S ( )f z z 2 i+ ( ),z x y=

( ) ( )2, 1f z x y= + + z

S S

( )f z z b= + b 2b i= +

2 i+

   : 2 1f S w w i= − − 

S

S ( ) 3f z z=

រូបទី្១.៣ 

រូបទី្១.៤ 
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ខ្. លតីរូបភារ ជាបដបលងអវីនន ? 
ដំលណាះស្សាយ 

 ក. ចំល ះ អន រមន៍ មានរូបភារលកីនល ងីបីដង និងមនិផ្លល រ់បតូររូបរង 
លដីម។ ដូលចនះ រេិតលៅលលីការំរមីដដលោតរនធឹងរសី្បភរលដីមលៅ  លៅចមាា យបីដងរីរូប 
ភារលដីមលៅ ។ ជារិលរររូបភារននកាលររឺជាកាលរថ្មីមួយលទ្ៀតដដលកំរូលននស្ជុងរឺជារូបភារ 
កំរូលននស្ជុងកាលរលដីម។  

 
រូបភារននកំរូលស្ជុងS ចំល ះ រឺ  

។ 
 ដូចដដលបានល ញីរីរូបភារទ្ី១.៦ រូបភាររបរ់ រឺជាកាលរននស្បដវងស្ជុង ដដលរេិតលៅ 

កណាត លចំ  ច លៅលលីអ័កសរិត។ 

ខ្. លៅកន ងទ្ស្មង់ប៉ាូដល លយងីមាន  និង  

បដបលង  មានបដបលងបណាត ករ់ីរ៖ បំដបលងចាងំលដ្ឋយរីរកតាត មួយលដ្ឋយវលិស្ចារទ្ិរ

ស្ទ្និចនា កិាននម ំ លហយីមួយលទ្ៀតលដ្ឋយម ំននបដបលងវលិតាមអរ យម៉ាង់2i ។ 

S ( ) 2f z iz=

z S ( ) 3f z z=

( )f z z

z

( ) 3f z z= ( ) ( )1 3 3 , 1 3 3 ,f i i f i i+ = + − = −

( ) ( )3 9 3 , 3 9 3f i i f i i+ = + − = −

S 6

6

cos sin
2 2

i i
 

= + ( ) 2 cos sin
2 2

f z i z
  

= + 
 

( ) 2f z iz=

2



រូបទី្១.៥ 

រូបទី្១.៦ 
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លរបានចំល ះ  អន រមន៍  មានរូបភារលកីនល ងីរីរដង និងបូកបដនេម  លៅ

នឹងអរ យម៉ាង់។ លដីមបកីំ ត់  យករំ  ំ  លដ្ឋយរស្ងីកវាចំនួនរីរដង បនាេ ប់មកបងវិលវា

ឱ្យស្ចារស្ទ្និចន កិាលដ្ឋយម ំ ។ 

ឧទាហរ ៍ទ្៣ី៖ (ចស្មារ)ចូររករូបភារននរំ  ំ លស្កាមការបដបលង ដូចខាងលស្កាម៖ 

 ក.  

 ខ្.  
ដំលណាះស្សាយ 

 ក. លដ្ឋយ លយងីមាន  

 តាមរូបមនតម៉ាូឌ្ លនន ជាការចស្មារម៉ាូឌ្ លនន  លហយីអរ ម៉ាង់នន ជាចំនួនអវជិាមាននន 

អរ ម៉ាង់ ។ ររ បមកចំនួនលៅកន ងរងវង់ឯកតា ស្តូវបានបដបលងលៅនឹងចំនួនលៅខាង 

លស្ៅរងវង់ឯកតា លហយីចំនួនលៅ ក់កណាត លបលង់ខាងលលីស្តូវបានបដបលងបលង់ ក់ 

កណាត លខាងលស្កាម។ រិនិតយលមីល លៅលរលដដលម៉ាូឌ្ លនន  ច ះរី1មក0 លហយីម៉ាូឌ្ លនន 
ល ងីរី1 រហូតដល់ោម នការកំ ត់។ លៅលរលដដលអរ យម៉ាង់ ល ងីចាប់រី0 រហូត 

ដល់ លហយីអរ យម៉ាង់នន ច ះរី0មកដល់ ។ ដូចលនះ រឺជារំ  ំ ននចំ  ច 

ទាងំអរ់លៅកន ងកាស្ដង់ទាងំបួនរមួទាងំអ័កសស្រំដដនដដលរេិតលៅខាងលស្ៅរងវង់ឯកតា (រូម 
លមីលរូបភារទ្១ី.៧)។ 

    

 

z S ( ) 2f z iz=
2



 f S S

2



( )
1

f z
z

=

: 0 1,0 arg
2

S z z z
 

=     
 

 : 2 ,0 argS z z z =   

( )cos sin 0z r i = +  ( ) ( )
1 1

cos sini
z r

 = − + −  

1

z
z ( )f z

z ( )1z 

1
1

z

 
  

 

S z

( )f z z

2

 1

z 2


−  f S

  :1 , arg 0
2

f S w w z
 

=  −   
 

រូបទី្១.៧ 
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កន ងរូបទ្ី១.៧ ចស្មារ មានរូបភារស្ចារននម៉ាូឌ្ ល និងបតូររញ្ញ ននអរ យម៉ាង់មានន័យ 

ថ្ន  និង ។ 

ខ្. ម៉ាូឌ្ លនន  លកីនល ងីរី 2  រហូតោម នកំ ត់ លហយីម៉ាូឌ្ លនន  ច ះរី  មក 0   (ប៉ា ដនតមិនលរមី

រូនយលទ្)។ អរ យម៉ាង់នន ល ងីចាប់រី0 លៅ លហយីអរ យម៉ាង់ ច ះរី0មកដល់ ។ 

 
 លៅកន ងរូបទ្ី១.៨លៅលស្កាមរូបភារស្ចារនន ជាចំ  ចលៅលស្ៅរងវង់មានកាំ2 លហយី 

2z  ស្តូវបានបដបលងលៅជាចំ  ចកន ងរងវង់ដដលមានកាលំរមី ដដលម៉ាូឌ្ ល ។ 

ដូលចនះ  f S រឺជារំ  ំ ននចំ  ចមិនរូនយលៅ ក់កណាត លបលង់ខាងលស្កាមអ័កសដផនករតិជាមួយ 

តនមល (ដូចរូបទ្ី១.៨)លរបាន៖ 

    

អន រមន៍ លៅកន ងឧទាហរ ៍ទ្ី៣ វាជាករ ីរិលររននស្បលភទ្បដបលងមានទ្ស្មង់៖ 

      

លរដឹងថ្នការបដបលងស្បភារលីលនដអ៊ារ ឬការបដបលង ម៉ាប៊ាីរ(Mobius)លហយី ជាចំនួន 
ក ំផលិចលនាះលយងីល ញីថ្នad bc= ដដល លថ្រ។ 
១.២.១. ថ្ផ្ៃកពិត នងិថ្ផ្ៃកនិមិតតច្នអនុគមន៍ 
លរតាង   និង  លហយីអន រមន៍   នងិ  ដដលយកតនមលរិតននអន រមនរ៍ីរ
អលថ្រ ដដលកំ ត់ររលររលដ្ឋយ៖ 
   និង  

1
w

z
=

1
w

z
= arg argw z= −

z
1

z

1

2

z 
1

z
−

( )
1

f z
z

=

1

2

1

2
w 

1
0

2
w 

 
1

: 0 , arg 0
2

f S w w z
 

=   −   
 

( )
1

f z
z

=

( ),
az b

w ad bc
cz d

+
= 

+

, , ,a b c d

w

Reu f= Imv f= u v

( ) ( ) ( ),u z u x iy u x y= + = ( ) ( ) ( ),v z v x iy v x y= + =

រូបទី្១.៨ 
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លនាះលរបាន៖  
ឧទាហរ ៍ទ្៤ី៖ តាងSជាបនេះបញ្ឈរដដល ។ 
ចូររករូបភារនន S លស្កាមរូបភារបំដបលង ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីមាន   លនាះលរបាន 
     
 លដីមបរីករូបភារននបនាេ ត់បញ្ឈរយក កំ ត់ ។ ចំ  ចលៅលលីបនាេ តស់្តូវ 

បំដបលងលៅចំ  ច ដដល  
លដីមបរីករមីការដខ្សលកាងដដលដ្ឋច់ៗលដ្ឋយចំ  ច ដូចលៅនឹង លផសងៗោន រី លៅ 

ដដលមានទ្ំនាក់ទ្ំនងរវាង  និង ។  

ចំល ះ  

          

លដ្ឋយ ជាអន រមន៍ដឺលស្កទ្រីីរននអលថ្រ លរបានស្កាហវជាបា៉ា រ៉ា បូលដបរម ខ្លៅខាងល្វងដដល 
មានកំរូលស្តង់  និង ជាចំ  ចស្បររវស្តង់ ។  

 
 ចំល ះ រូបភារជាបនាេ ត់ លស្កាមរូបភារបំដបលង ជាបា៉ា រ៉ា បូល 

 លដ្ឋយ  លៅចលនាល ះរី  លៅ  លនាះបា៉ា រ៉ា បូលលៅរនលងលកាងនផេននបា៉ា រ៉ា បូលដដល

កំ ត់លដ្ឋយ  ។ លដ្ឋយស្រប់ចំ  ចទាងំអរ់លទ្រលៅខាងសាត នំនបា៉ា រ៉ា បូលលបី   និងលទ្រ
លៅខាងល្វងននបា៉ា រ៉ា បូល លបី  លនាះលយងីបាន៖ 

( ) ( ) ( ) ( ), ,f z f x iy u x y iv x y= + = +

 :1 2S z x iy x= = +  

( ) 2f z z=

( ) 2 2 2 2f z z x y i xy= = − +

( ) ( )2 2, , , 2u x y x y v x y xy= − =

0x x= 01 2x 

( ),u v 2 2

0 0 0, 2u x y v x y= − =

( ),u v y −

+ u v

0

0

2
2

v
v x y y

x
=  =

2
2

0 2

04

v
u x

x
 = −

u v

( ) ( )2

0, ,0u v x= v ( )2

00, 2x

01 2x  0x x= ( ) 2f z z=
2

2

0 2

04

v
u x

x
= −

0x 1 2

 f S
0 1x =

0 2x =

រូបទី្១.៩ 
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 ឧទាហរ ៍៥៖ (ភារស្ចារ) តាង ជាចំនួនរិត។  

  ក. បរហ ញថ្នការបំដបលង លៅលលីបនាេ ត់ឈរ លៅកន ងបលង់  

 លៅកន ងរងវង់ កន ងបលង់ ។ 

  ខ្. ក ំត់រូបភារននបនេះឈរ លស្កាមការបំដបលង ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 ក. លរមាន លយងីមាន ដដល 

     និង  

  រូបភារននចំ  ច  លៅលលីបនាេ ត់ រឺជាច ំ ច លហយី 

     និង  

  លនាះលរបាន   

     

  បូកអងាទាងំររីនឹង លរបាន 

     

 រមីការលនះជារមីការរងវង់លៅកន ងបលង់ ស្តង់ផចិត និងកាំ ។ 

 ចំ  ច រឺលៅលលីរងវង់ប៉ា ដនតវាមិនជាដផនករូបភារននបនាេ ត់  
 

 

 
2 2

:1 4
4 16

v v
f S w u iv u

 
= = + −   − 
 

0 a b 

( )
1

f z
z

=
0 0x x=  ( )z

( )

2

2

2

0 0

1 1

2 2
u v

x x

 
− + = 

 

( )w

 :S z x iy a x b= = +   ( )
1

f z
z

=

z x iy= + ( ) ( )
1

, ,u x y iv x y
z
= +

( ) 2 2
,

x
u x y

x y
=

+
( ) 2 2

,
y

v x y
x y

−
=

+

( ),x y
0x x= ( ),u v

0

2 2

0

x
u

x y
=

+
( ) 2 2

,
y

v x y
x y

−
=

+

( )

2 2
2 2 0

2 2 22 2
0 00

1x y u
u v

x y xx y

+
+ = = =

++

2 2

0

0
u

u v
x

 − + =

( )
2

0

1

2x

( ) ( )

( )

2 2

2 2

0 0 0

2

2

2

0 0

1 1

2 2

1 1

2 2

u
u v

x x x

u v
x x

− + + =

 
 − + = 

 

( )w
0

1
,0

2x

 
 
  0

1

2x

( )0,0
0x x=
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                   ភារស្ចារ បំដបលងលៅជាបនាេ ត់ លៅកន ងរងវង ់

 ខ្.ចំណាថំ្ន តនមលរី លៅbបនាេ ត់ បនេះបញ្ឈរS និងរូបភារននបនាេ ត់ ជារូប 
ភារលកាងនន S  ។ តាមរូបទ្១ី.១០ បានបរហ ញថ្នរូបភារ S  រឺជាដដនខ្័ ា លដ្ឋយរងវង់រីរដដល

រងវង់ខាងលស្ៅមានកាំ  ស្តង់ផចិត 1
,0

2a

 
 
 

និងរងវង់ខាងកន ងមានកាំ ស្តង់ផចិត ។  

១.២.២. ការរំថ្រែងទៅកៃងុកអូរទោទនរ ូថ្ល 
លបីអន រមនក៍ ផំលិច cos sinz r ir = +  លហយី លនាះលរបាន 

( )cos sinw i  = +  លៅកន ងកូអរលដ្ឋលនប៉ាូដលលបីអន រមន៍  ននកូអរលដ្ឋលនប៉ាូដល  នន
លនាះលរបាន៖ 

  និង  

 ឧទាហរ ៍៦៖ តាងSជាចលស្មៀកននរងវង់ដដល ។ 

 ចូររករូបភារS លស្កាមការបដមលងនន ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន លនាះ  
 លនាះលរបានកូអរលដ្ឋលនប៉ាូដល ដដល  

 លបី និង  

( )
1

f z
z

= x a=

0x a 0x x= 0x x=

1

2a

1

2b

1
,0

2b

 
 
 

( )w f z=

w ( ),r 

z

( ) ( ), cos sinr f r ir   = + ( ) ( )( ), arg cos sinr f r ir   = +

3
: ,0 arg

2 4
S z z z

 
=    
 

( ) 3f z z=

( )cos sinz r i = + ( )3 3 cos3 sin3z r i = +

( ) ( )cos sinw f z i  = = + 3, 3r  = =

3 27
0 0

2 8
r     

3
0 0

4 4

 
     

រូបទី្១.១០ 
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ការបដមលង មានស្បរិទ្ធភារចំល ះ មននរូប និងបីដងអរ យម៉ាង៖់ 

 
លរបានរូបភារSជារំ  ំ ទាងំអរ់នន រឺ ដូចរូបខាងលលី។ 

១.៣. េវុតី និងទេ៊េរចី្ននំនួនកុំផ្ែនិ 
 រវ ីតចំនួនក ំផលចិជាអន រមនម៍ួយដដលដដនកំ ត់របរ់វារឺជារំ  ំ ននចំនួនរត់រ ឡឺាទ្ីបវជិាមាន 

 និងរំ  ំ តនមលរបរ់វាជារំ  ំ រងនន ។ 
១.៣.១. ភាពរមួច្នេវុតី 

 និយមន័យ១៖ លយងីអចនិោយថ្នរវ ីតរមួលៅរកចំនួនក ំផលិច  ឬមានលីមីត លរលដដល  
ខ្ិតជិត  កំ ត់ររលររលដ្ឋយ៖ 

   លបី   

 
រវ ីត រមួលៅរកចំនួនក ំផលចិ  

លបីរវ ីត មិនរមួ លនាះវាជារវ ីតរកី។ លបី លនាះជានិចចកាលលរកំ ត់
ដូចនឹង  ឬស្ោន់ដត ។ 

 តាមនិយមនយ័លបី ល ះស្តាដតរវ ីតចំនួនរតិ  
ចំល ះរវ ីតរមួលៅរករូនយលយងីមាន  

3w z=
3
, arg 3argw z w z= =

w  
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8 4

f S w w w
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=    
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 1,2, , ,n

L L n


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n

a L
→

= 0  , , : nN n N a L    − 

 na L

 
1n n

a


=
lim n
n

L a
→

=
na L→

n→ na L→

na L→ 0na L− →

lim 0 lim 0n n
n n

a a
→ →

=  =

រូបទី្១.១១ 

រូបទី្១.១២ 
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រំល ី១៖ លបី មានលីមីតននរវ ីតចំនួនក ផំលិចមួយ លនាះវាមានដតមួយរត់។ 
រស្មាយបញ្ា ក់ 

លបី  និង ដដល ចំល ះ  

មានN  ដដល  នងិ ចំល ះ លៅកន ងវរិមភារស្តីលកា  

លរបាន 
 
ដូលចនះលនះលរបាន ។ 

 ឧទាហរ ៍៧៖ ក ំតថ់្នលតីបានឬមិនបានចំល ះរវ ីត  

 និង រមួលបី  ។ ចូរកំ ត់លីមីតរបរ់វា។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 តួទ្ីមួយននរវ ីត រ ឺ

 

រវ ីតលនះមិនរមួលទ្ លដ្ឋយសារដតស្បាបំីតួដំបូងោម នតដូួចោន  

 
តាមរូបភារទ្ី១.១៣បរហ ញថ្នវាជារវ ីតរមួលៅរក0។ 

លដីមបបីរហ ញវាលរកត់រមាា ល់ថ្ន  និង  

លដ្ឋយ លយងីអចរននិដ្ឋា នបានថ្ន លរល  និង ខ្ិតលៅ 

រក0។ 
 និយមន័យ២៖ រវ ីតននចំននួក ំផលិច ទាល់លបីរិនមានចនំួនរត់វជិាមាន 0M  ដូចលនះ  

។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្២៖ ស្រប់រវ ីតរមួននចំនួនក ផំលិចរឺទាល់។ 
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ស្ទ្ឹរតីបទ្៣៖ តាង  និង ជារវ ីតននចំនួនក ំផលិច។ 
 ក. ឧបមាថ្ន និង លនាះលរបាន ។ 
 ខ្. លបី  និង ជារវ ីតទាល់ លនាះលរបាន ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្៤៖ លបី  និង រឺជារវ ីតរមួននចំនួនក ំផលិចលហយី  និង ជាចំនួនក ំផលិច 
លនាះលរបាន៖ 

    

    

ស្ទ្ឹរតីបទ្៥៖ ឧបមាថ្ន ជារវ ីតននចំនួនក ំផលិច និងក ំត់ររលរលដ្ឋយ  
ដដល ។ លនាះចំល ះ ជាចំនួនរិតលយងីបាន៖ 
   និង  

រស្មាយបញ្ា ក់ 
 ឧបមាថ្ន លនាះតាមស្ទ្ឹរតីបទ្៤លយងីមាន  
 តាមស្ទ្ឹរតីបទ្៤លយងីបាន  
      
         និង  
         និង លបី  
  តាមស្ទ្ឹរតីបទ្៤លយងីមាន លដ្ឋយបូកអងាតាមអងាលនាះ      

ឧទាហរ ៍៨៖ បរហ ញថ្ន  ។ រចួបរហ ញថ្នោម នលីមីតចំល ះស្រប់តនមល

នន លបី  ឬ  និង លនាះ ោម នលីមីតដដរ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 ចំល ះចំនួនរិត លយងីមាន៖ 
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• ចំល ះចំនួនក ំផលិច លយងីមាន លដ្ឋយ លនាះលរបាន  

• ចំល ះ លយងីមាន លរល លនាះរវ ីត មិនរមួលទ្រីលស្ ះវាមិន 
ទាល់។  

• លបី រវ ីត ជារវ ីតមានភាររមួលថ្រលរមី ។ 
• កន ងករ ី វារយរីលស្ ះរវ ីតទាល់ដតមិនរមួ។ 
លយងីនឹងបរហ ញថ្នលបីរវ ីតរមួ លនាះលរបាន  
លបី លនាះ  
ដូចោន ដដរលបី លរល  
ដត លដ្ឋយរ  អងាទាងំររីនឹងលីមីតលនាះលយងីបាន ។ 

១.៣.២. ទេ៊េរនីំនួនកុផំ្ែិន 

និយមន័យ៣៖ លរ៊ារ ី  រមួ ឬមានភាររមួលៅរកចំនួនក ំផលចិ s  កំ ត់ររលររលដ្ឋយ

  លបីរវ ីតននផលបូករមួលៅរក  មានន័យថ្ន  ។ មា៉ាងវញិលទ្ៀតលយងីអច

និោយបានថ្ន រកី ឬមានភាររកី។ 

ឧទាហរ ៍៩៖ បរហ ញថ្នលបី លរ៊ារធីរ ីមាស្ត រមួ និង ។ 

បរហ ញថ្នលរ៊ារលីនះរកីចំល ះស្រប់តនមលនន ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 រិនិតយផលបូកលដ្ឋយដផនកបរហ ញដូចរូបទ្ី១.១៤ 
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 លយងីលធវីផលរ  អងាទាងំរីរលដ្ឋយ  នឹងបូកអងាទាងំររីលដ្ឋយ1 លរបាន៖ 
  
            
 លបី លយងីលដ្ឋះស្សាយរក លរបាន៖ 

   

 រវ ីត រមួលៅរក0 លបី  និងរកីលបី  ឬ  និង  

 ដូចលនះ រវ ីត រមួលៅរក  លបី  និងរកីចំល ះស្រប់តនមលទាងំអរ់នន ។ 

១.៣.៣.លកេណៈច្នទេ៊េរ ីនិងទតេតច្នភាពរមួ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្៦៖ លបី  និង ជាលរ៊ាររីមួននចំនួនក ំផលិច នងិ ជាចំនួនក ំផលិចលនាះ 

  

 ឧទាហរ ៍១០៖ បរហ ញថ្ន រមួចំល ះស្រប់  និងរកផលបូករបរ់វា។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីដឹងថ្នcosn  ជាដផនករិតនន  និងលរ៊ារជីាដផនករិតននលរ៊ារធីរ ីមាស្ត 

  

 លដ្ឋយ លយងីមាន 
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          រូបទី្១.១៥ ស្កាហវននលរ៊ារ ី លៅលលីចលនាល ះ  

លដ្ឋយយកដតដផនករិតលនាះតាមស្ទ្ឹរតីបទ្៦ លយងីបាន៖ 

 

លរ៊ារជីាចំ  ចលៅលលីស្កាហវលៅកន ងរូបទ្ី១.១៥ជាអន រមន៍នន ។ 
១.៤. អនុគមន៍អុិនេ្  ណូង់ថ្េយលកុំផ្ែិន 
 និយមន័យ៤៖ លរក ំតអ់ន រមនអ៍ ិចរប ៉ាូ ង់ដរយលក ំផលិចលដ្ឋយ  ឬ ជាលរ៊ាររីមួ 

 ដដល ។ 

 ស្ទ្ឹរតីបទ្៧៖ តាង  និង ជាចំនួនក ំផលិចលផសងោន ។ លយងីមាន លហយី  

 និង   ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 

 លយងីមាន  និង លរបាន៖ 

         

លហយី កំ តល់ដ្ឋយ  

 ដដលរមភារច ងលស្កាយជាវបិាកននឯកលកខ ៈភារលទ្វធា។ 
 អងាខាងល្វង រឺ ប៉ា ដនតលៅអងាខាងសាត រំឺ លនាះលរបាន រិត។ 

 លនាះ ជាវបិាកនន  និងជាការរិតថ្ន  

លដ្ឋយ ចំល ះ  និង ជាចស្មារននផលរ  លនាះលរបាន៖ 
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 ដូចលនះ អ ំះអំណាងខាងលលីជាការរិត។ 
 រំល ី១៖លបី ដដលជាចំនួនរិតលនាះលរបាន ជារូបមនតអឺល័រ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
 លយងីលស្បីនិយមន័យ៤ចំល ះ លនាះលរបាន៖ 

   

    

យក   នងិ  ដដលជាលរ៊ាររីវ័យរ  រមួលៅរកស្រប់

ចំនួនរិត  ។ 
លបី លរកំ ត់តាង   

 លស្ ះ  

 ដូលចនះ និង រងអ ិចរប ៉ាូ ង់ដរយលនន ជារិលររ 
។  

មានន័យថ្ន ( )2i k ie e
  + 

=  លរបាន ( ) if e  =  មានខ្បួ 2T i=  ។ 

   

 មា៉ាងលទ្ៀត 

  

 តាម និង( )3 លរបាន៖ 
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 លនាះលរបាន  
 ដូចោន ដដរ  
 តាម ( )4  និង( )5 លរបាន៖ 

     

ដូចលនះ ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ដឺម័រ (De Moivre)៖  

រស្មាយបញ្ា ក់ 
លយងីមាន  

   

លនាះលរបាន  
លបី ជាស្បភារលនាះcos sinn i n + ជាតនមលមួយនន  

ឧទាហរ ៍១១៖ បរហ ញថ្ន ជាទ្ស្មង់ ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន  

      

 
      ( )
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 ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍១២៖ បរហ ញថ្ន  

ដដល ជាចំនួនរត់។ 
ដំលណាះស្សាយ 

តាង  

   

ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍១៣៖ រ នា ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីមាន  

        

លដ្ឋយបូកsin cosi + លៅអងាទាងំរីរនន លយងីបាន៖ 
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cos sin
2 2

i
 

 
   

= − + −   
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ដូចលនះ ។ 

១.៤.១. ឫេច្ននំនួនកុំផ្ែិន 
  លយងីមាន  

   

  ចំល ះ  លនាះលរបាន  

  ចំល ះ 1m =  លនាះលរបាន  

  ចំល ះ  លនាះលរបាន  

   

  ចំល ះ  លនាះលរបាន  

  ចំល ះm n=  លនាះលរបាន  

           

 ឧទាហរ ៍១៤៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការ ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន  
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 ចំល ះ លនាះលយងីបានឫរដូចខាងលស្កាម 

    

 ឧទាហរ ៍១៥៖ លបី ជាឫររូបឯកតា បរហ ញថ្ន ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 តាង លនាះលរបាន៖ 

  

 ចំល ះ 0,1,2n =  លនាះឫរននឯកតារឺ 
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 ដូចលនះ ។ 
១.៥. អនុគមន៍ស្រតីទកាណមាស្រត និងអុីថ្ពរលូកិ 

១.៥.១. អនុគមន៍ស្រតទីកាណមាស្រត 
 ទ្ំនាក់ទ្ំនងរវាងអន រមន៍ស្តីលកា មាស្តលៅអន រមន៍អ ិចរប ៉ាូ ង់ដរយលលៅថ្នឯកលកខ ៈ 

ភារអឺល័រកំ ត់លដ្ឋយ  ដដលជាចំនួនរិត។  
 ជំនួរ លដ្ឋយ − លយងីបាន  

      និង  

និយមន័យ៥៖ ចំល ះចំននួក ំផលិច លយងីបានរំ  ំ  នងិ  

ឧទាហរ ៍១៦៖ រ នា  និង ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីលស្បីតាមនិយមន័យ៥ លនាះលយងីបាន៖ 

   

        

        

 ដដល  និង ជាអន រមនអ៍ ីដរប៉ាូលិកចំនួនរតិ។ 

 ចំល ះ លយងីលស្បីរូបមនត លនាះលរបាន៖ 

   

 ដូចលនះ ។ 

 រំល ីរ២៖ ឯកលកខ ៈភារននចំនួនក ំផលិច ខាងលស្កាម៖ 
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រស្មាយបញ្ា ក់ 
 ចំល ះឯកលកខ ៈភារ(1)ខាងលលីលរបាន៖ 

  

 លៅកន ងការបរហ ញលកខ ៈ(2)លយងីលស្បីរូបមនត  

  

 លៅកន ងការបរហ ញលកខ ៈ(3)លយងីលធវីការរ នាដូចខាងលស្កាម៖ 

  

 លៅកន ងការបរហ ញលកខ ៈ(4)លយងីបាន៖ 

  
 រំល ី៣៖ (ឯកលកខ ៈភារស្តីលកា មាស្ត) តាង ជាចំនួនក ំផលិចលនាះលរបាន៖ 

    

រស្មាយបញ្ា ក់ 
 ចំល ះឯកលកខ ៈភារ (1)កន ងរំល ី៣ លយងីលធវីការរនាល តអងាខាងសាត លំយងីបាន៖ 

  

 លធវីការរ  រនាល តភារយក និងបូកស្បភារបញ្ាូ លោន លនាះលរបាន៖ 

  

 ចំល ះឯកលកខ ៈភារ(2)លធវីការរស្មាយដូចោន   
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កន ងករ ី លនាះលរបាន  

លបីជំនួរ លដ្ឋយ លយងីបាន  

លបីជំនួរ លដ្ឋយ លយងីបាន  

លបីយក ជំនួរកន ង  និង លយងីបាន៖ 

 

 ឧទាហរ ៍១៧៖ បរហ ញថ្ន  និងsin zជាអន រមន៍មិនទាល់។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 យក ដដល yជាចំនួនរិត 
 តាមរូបមនត(5)កន ងរំល ី៣ លយងីបាន  
 លដ្ឋយ លនាះ  លយងីល ញីថ្ន មិនទាល់លដ្ឋយចំនួនកំ ត់  
 ដូលចនះ ជាអន រមន៍មិនទាល់។ 
 ដូចោន ដដរលដ្ឋយលស្បីរូបមនត(6)កន ងរំល ី៣លយងីបាន  
 លដ្ឋយ លនាះ  
 ដូលចនះ ជាអន រមន៍មិនទាល់។ 
 រំល ី៤៖ តាង ជាចំនួនក ំផលិច ( ចំនួនរិត)លនាះលរបាន៖ 

      

រស្មាយបញ្ា ក់ 
 លដីមបបីរហ ញឯកលកខ ៈ(1) កន ងរំល ី៤ លយងីស្តូវលស្បីរំល ី៣លកខ ៈ(1) លនាះលរបាន 

    

 ចំល ះឯកលកខ ៈភារ(3)លធវីការរស្មាយដូចោន  
 ចំល ះឯកលកខ ៈភារ(2)តាមឯកលកខ ៈ(1) លយងីបាន៖ 
 ចំល ះអន រមន៍អ ីដរបូលិកចំនួនរតិ 
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=
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=
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=
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 ដូចលនះ ។ 
 ចំល ះឯកលកខ ៈភារ(4)លធវីការរស្មាយដូចោន ។ 
 និយមន័យ៦៖ ចំល ះចំននួក ំផលិច លរកំ ត់៖ 

    

 ឧទាហរ ៍១៨៖ បរហ ញថ្ន ល ះស្តាដត ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 ចំល ះ មិនក ំត់ចំល ះ   

ចំល ះ លយងីមាន៖ 

  

១.៥.២. អនុគមន៍អុីថ្ពរ ូលកិ 
 និយមន័យ៧៖ លរក ំតកូ់រ ីនូរអ ីដរបូកលិក នងិរ ីនូរអ ីដរបូលិកននចំនួនក ំផលិច ដូចខាង 

លស្កាម៖ 

   និង  

លរកំ ត់តងរ់ង់អ ីដរបូលិក លរកង់អ ីដរបូលិក កូលរកង់អ ីដរបូលិក និងកូតង់រង់អ ីដរបូលិក 
នន  លៅកន ងតួនន  និង ដូចខាងលស្កាម៖ 
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អន រមនអ៍ ីដរបូលិកលផេៀងផ្លេ ត់ឯកលកខ ៈភារដដលមានទ្ំនាក់ទ្ំនងលៅនឹងអន រមន៍ស្តីលកា 
មាស្ត។ 

 រំល ី៥៖ ចលំ ះអន រមន៍ក ំផលិចលផសងៗ ដដល ជាចំនួនរិតលយងីបាន៖ 
     
     

     

ឧទាហរ ៍១៩៖ បរហ ញថ្ន ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

តាង  
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 តាម (1) និង(2)លរបាន L.H.S=R.H.S 

 ដូចលនះ ។ 

 ឧទាហរ ៍២០៖ លបី បរហ ញថ្ន  និង 

។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីមាន  
  
  ប៉ា ដនត  

     

   ឬចំល ះតនមលទូ្លៅ  

មា៉ាងវញិលទ្ៀត  

      

 
      

2 2
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 
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n 
 = +

1
log tan

2 4 2

 


 
= + 

 

( )tan cos sini i   + = +

( )tan cos sini i    − = −

( ) ( )tan 2 tan i i    = + + −  

( ) ( )
( ) ( )

( )( )

( )2 2

tan tan

1 tan tan

cos sin cos sin

1 cos sin cos sin

2cos

1 cos sin

2cos
tan

1 1 2

i i

i i

i i

i i

   

   

   

   



 

 

+ + −
=

− + −

+ + −
=

− + −

=
− +

= =  =
−

2
2


 = 2

2 2 4

n
n

  
  = +  = +

( ) ( ) ( )tan 2 tani i i    = + − −  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )( )

2 2

tan tan

1 tan tan

cos sin cos sin

1 cos sin cos sin

2 sin

1 cos sin

i i

i i

i i

i i

i

   

   

   

   



 

+ − −
=

+ + −

+ − −
=

+ + −

=
+ +

2 sin

1 1

sin

i

i





=
+

=

( ) ( )

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

tanh 2 sin

tanh 2 sin

sin

1

1 sin

1 sin

i i

e e

e e

e e e e

e e e e

 

 

   

   

 

 







−

−

− −

− −

 =

 =

−
 =

+

− + + +
 =

−+ − −
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( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

1 sin

1 sin

e e e e

e e e e

   

   





− −

− −

− + + +
 =

−+ − −

 

 

មានន័យថ្ន  

      

 លនាះលរបាន  

 ដូចលនះ  និង ។ 

 លំហាត់អន វតតន៍៖ 
 លបី បរហ ញថ្ន៖ 

  ក.  

  ខ្. tanh tan
2 2

x 
=  

១.៦. អនុគមន៍ទោការតីកុំផ្ែិន និងេវយ័គណុ 
១.៦.១. អនុគមន៍ទោការតីកុផំ្ែិន 
លោការតីស្តូវបានកំ ត់កន ងរីជរ ិតរយវាជាការចស្មារ់ននអន រមន៍អ ចិរប ៉ាូ ង់ដរយល។  
លយងីលធវីតាមរំនិតលនះលដមីបកីំ ត់លោការតីក ំផលិច ចំល ះ ។ លទាះោ៉ា ងណាក៏លដ្ឋយ 

លយងីររំឹងថ្ននឹងជួបស្បទ្ះការលំបាកខ្លះលៅទ្ីលនះ លដ្ឋយសារអន រមន៍អិចរប ៉ាូ ង់ដរយល រឺមិនដមន
ជាអន វតតន៍មយួទ្លម់ួយ។ លដីមបកីំ តអ់ន រមនក៍ ំផលចិ  

ចំល ះ  លដីមបកីំ ត់ លៅកន ងកលនាម កំ ត់ររលររលដ្ឋយ 
និង ចំល ះ  នងិ លនាះលរបាន៖ 

   
 និង  

 និង  ឬ  

2

2

1 cos
2 2

, cos sin
2 2

1 cos
2

e

e









 




−

 
− + 

  = + = − 
   + + 
 

2

4

2

4 2

2

2sin
4 2

2cos
4 2

tan
4 2

tan
4 2

e

e

e







 

 

 

 

 
+ 

  =
 

+ 
 

 
 = + 

 

 
 = + 

 

1
2 log tan log tan

4 2 2 4 2
e e

   
 

   
= +  = +   

   

2 4

n 
 = +

1
log tan

2 4 2

 


 
= + 

 

cosh secx =

( )12tan
2

xe


 − −= −

log z 0z 
ze

log , 0w z z= 

log ww z e z=  = w z

w u iv= +
iz re = 0z r=  arg z =

u iv u iv ie e e z re + =  = =


ue r= iv ie e =

ln , 0u r r =  2 ,v k k = +  argv z=
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 លយងីបានរូបមនតលោការតីក ំផលិច ។ 
ឧទាហរ ៍២១៖ រ នាលោការតីខាងលស្កាម៖ 

 
ដំលណាះស្សាយ 

  

 ទ្ស្មង់ប៉ាូដលរនន រឺ  លនាះ  និង  

 លនាះលរបាន    

  

 ររលររ លៅកន ងទ្ស្មង់ប៉ាូដលររឺ  និង  

 លនាះលរបាន  

  
 លយងីមាន  
    
 និយមន័យ៨៖ តនមលរំខាន់ ឬដផនករំខាន់ននលោការតីក ំផលិចក ំត់លដ្ឋយ 
     
 លនាះ រឺជាតនមល ដដលជាដផនកនិមមិតលៅកន ងចលនាល ះ ។ 
 លស្ ះ   

តាមរូបមនត  នងិ  
លនាះលរបាន  

 ឧទាហរ ៍២២៖ ចូររ នាកលនាមខាងលស្កាម៖ 
  

ដំលណាះស្សាយ 
 លបីលយងីដឹង លនាះលយងីអចរក លដីមបលីស្ជីរលររីតនមលនន ជាមួយដផនកនិមិតត 

ដដលលៅកន ងចលនាល ះ ។ 
លបីលយងីមិនដឹង  លយងីរ នា លដ្ឋយលស្បីរូបមនត  
លនាះលយងីបាន៖ 

 និង  

ចំល ះ លយងីលស្បីរូបមនត លរបាន៖ 

log ln arg , 0z z i z z= + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )log log 1 log 2a i b i c+ −

( ) loga i

i
2

i

i e


= 1i = arg 2 ,
2

i k k


= + 

( )
0

log ln 1 2 2
2 2

i i k i k
 

 
   

= + + = +   
   

( ) ( )log 1b i+

1 i+ 41 2 , 1 2
i

i e i


+ = + = ( )arg 1 2
4

i k


+ = +

( )
1

log 1 ln 2 ln 2 2
4 2 4

i i i k
 


 

+ = + = + + 
 

( ) ( )log 2c −

( )2 2,arg 2 2k − = − = +

( ) ( ) ( )log 2 ln 2 2 ln 2 2 1 ,i k k i k    − = + + = + + 

( )Log Arg , 0ln z i z zz + =

Log z log z ( , −

arg Arg 2 ,z z k k= + 

log ln argz z i z= + Log Argln z i zz +=

( )log Log 2 , 0z z k i z= + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6Log Log 1 Log Log5 Log ia i b i c i d e e + −

log z Log z log z

( , −

log z Log z Log Argln z i zz +=

( ) Log
2

a ii


= ( ) ( )
1

Log 1 ln 2
2 4

b i i


+ = +

( )c Log Argln z i zz +=
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ចំល ះ លយងីលស្បីរូបមនត លរបាន៖ 
 

ចំល ះ  លយងីលស្បីរូបមនត  កតរ់មាា ល់ថ្ន  ជាចំនួនមានអតិបរមាលនាះ
លរបាន៖ ។ 

ការរលងកតមួយចំនួនរឺលដមីបបីញ្ា ក់រភីារស្រលដៀងោន  និងភារខ្ រោន មួយចំនួនរវាងលោការតី 
លនដររ និងលោការតីក ំផលិច។ 

• លបី ជាចំនួនរតិវជិាមាន លនាះ  
• លបី ជាចំនួនរតិអវជិាមាន លនាះLog lnx x i= +   
• ចំល ះស្រប់  ឯកលកខ ៈភារ  រឺរិត។ ប៉ា ដនត  ជានិចចកាលមិនលរមី
លៅនឹងលទ្ ។ ជាការរិត  

• មានលកខ ៈរីជរ ិតជាលស្ចីនលទ្ៀតនន ln xមិនដូចលៅនងឹ ។ ជាឧទាហរ ៍ 
ចំល ះស្រប់ចំនួនរិតវជិាមាន  និង មិនរិចលំ ះ ។ 

ចំល ះ លយងីរិនិតយករ ីខាងលស្កាម៖ 
លដ្ឋយ ។ 

❖ ដផនកននអរ ម៉ាង់ និងលោការតី 
និយមន័យ៩៖ តាង  ជាចំនួនរិតមនិដស្បស្បួល។ ចំល ះ  លរលៅតនមលដដលមានដត

មួយនន arg z  ដដលឋតិកន ងចលនាល ះ  ដផនកទ្ី  នន arg z  និងកំ ត់ររលររលដ្ឋយ
arg z  ។ លយងីក ំត់ដផនកទ្ី នន លដ្ឋយឯកលកខ ៈភារ៖ 

 
 កនលះបនាេ ត់ដដលកាត់តាមរល់តស្មុយជាដផនកននលោការតីមិនជាប់ស្តូវបានលរលៅថ្នដផនកដ្ឋច់។ 
 លរល និយមន័យលនះនាលំៅដល់តនមលរំខាន់ននលោការតី លនាះរឺ ។ 
 លដ្ឋយសារតនមលរីរននarg z ខ្ រោន លដ្ឋយចំនួនរត់រហ រ  នន  វាដូចខាងលស្កាមចំល ះ 

ចំនួនក ំផលចិ   និងចំនួនរិត   និង   លហយីមានចំនួនរតរ់ ឡឺាទ្ីប  (អស្រ័យលលី  
និង ) ដូចលនះលរបាន  

 ឧទាហរ ៍២៣៖ ចូររ នាតនមលខាងលស្កាម៖ 
   

ដំលណាះស្សាយ 
 លបីលយងីដឹង លដីមបរីក  វាស្រប់ស្ោន់លដីមបលីស្ជីរលររីតនមលនន ជាមួយតនមលដផនក 

និមិតតដដលឋតិកន ងចលនាល ះ ។ លបីលយងីមិនដឹងតនមល លយងីរ នា  
លដ្ឋយលស្បីរូបមនត log ln argz z i z = + ។ 

( ) ( ) ( )1,Arg Log 1
2 2 2

lni i i i i
  

− = − = −  − − = −=

( )d Log Argln z i zz +=

5 5,Arg5 0 Log5 ln5= =  =

( )e Log Argln z i zz += 6 ie 

6 1ie  = ( ) ( )6 6 61,Arg 0 Log ln1 0i i ie e e  = =  = =

x Log lnx x=

x

z Log ze z= ( )Log ze

z ( )Log Imze z z =  −  

Log z

( )1 2 1 2ln ln lnx x x x= +
1x 2x Log z

Log z

( )( )( ) ( ) ( ) ( )Log 1 1 Log 1 Log 1 Log 1− − =  − + − ( )Log 1 i− =

 0z 

( , 2  + 

 log z

log ln arg , arg 2z z i z z    = +   +

 = − log Logz z− =

2

0z   k ,z 

log log 2n z z k i  = +

( ) ( ) ( ) ( )0

2 2

log log log 2a i b i c  −

log z log z log z

( , 2  + log z log z
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 លយងីមាន 0 =  លនាះលរបាន ស្តូវដតលៅកន ងចលនាល ះ   

លនាះលរបាន  និង កំ ត់រមាា ល់ថ្ន ។ 

 លយងីមាន លនាះលរបាន  

លហយី  ។ 

 ដូចលនះ  កំ ត់រមាា ល់ ។ 

  លយងីរក  រីលស្ ះតនមលនន  

 ដូចលនះ ។  

កំ ត់រមាា ល់៖ ( ) ( )
2

Log 2 log 2− = − ។ 

❖ រូបភារបំដបលងលោការតី 
កន ងការរិកាអំរីលកខ ៈននការបំដបលងលោការតី លយងីចាថំ្នអន រមន៍អ ិចរប ៉ាូ ង់ដរយលលធវី 
ឱ្យរូបភារបំដបលងដដនចត លកា ចដកងលៅជាដដនរងជារងវង់។ លៅទ្ីលនះលយងីររំឹងថ្នលោការតី
នឹងលធវីផេ យរីលនះ ល លរឺការបំដបលងដដនជារងវង់លៅជាដដនរងចត លកា ដកង។ 
ឧទាហរ ៍២៤៖ តាង  នងិ ។ ចូររករូបភារដដនននរងវង ់

 លស្កាមរូបភារបំដបលង ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 លៅកន ងSជាដដនទាល់លដ្ឋយកនលះបនាេ ត់ស្តង់ម ំ  និង  នងិធនូរងជារងវង់ជាមួយ 
កាំ  និងb ស្តូវបានបរហ ញដូចរូប១.១៦៖ 

 
 
 
 
 
 
 
 
រូបទី្១.១៦ ជាអន វតតន៍មួយទ្ល់មួយននការបំដបលងដដនជារងវង់លៅជាចត លកា ដកង។ ស្រំដដនដដលជា 
រងវង់ជាអន វតតន៍លរញលលីដដនននចត លកា ដកងដូចជា៖ ស្ជុង   លៅកន ងដដនជាការបំដបលងលៅស្ជុង  លៅកន ង
រំ  ំ រូបភារ។ 

( )a
0 0log ,argz z ( 0,2

log 2
2

i i k i


= + 0log
2

i i


=
0Log logi i=

( )b
2


 =

2

5
arg , 2 ,

2 2 2 2
z

   


   
 + =  
   

2

5
arg 2

2 2
i

 
= + =

2

5
log

2
i i


=

2

Log log 2i i = +

( )c ( )
2

arg 2 − = ( )
5

arg 2 ,
2 2

  
−  

 

( ) ( )
2 2

log 2 ln 2 arg 2 ln 2i i  − = + − = +

0 a b  1 20     

 1 2: , ArgS z a z b z =     ( ) Logf z z=

10  2 

a

Log z

# j # j

រូបទី្១.១៦ 
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 រិនិតយលមីលអងាត់ស្តង់ លៅលលីកនលះបនាេ ត់ស្តង់ម ំ ដដល ។ ចំល ះ លៅលលី 
កនលះបនាេ ត់លយងីមាន លហយី ជាតនមល 
ដស្បស្បួលរី លៅbនិង ជាតនមលដស្បស្បួលរី lna លៅ lnb  លនាះ ជាបនាេ ត់លដក 

 លដ្ឋយតាង ដស្បស្បួលរី លៅ  លហយី បត់មកលលីS និងរូប 
ភារនន បត់លៅជានផេស្កឡាចត លកា ដកងជាមយួកំរូល   
និង បរហ ញដូចរូបទ្ី១.១៦។ 
១.៦.២. កុផំ្ែិនេវយ័គណុ 

លៅកន ងការរ នា ចំល ះចំនួនក ំផលចិ លយងីកំ ត់ក ផំលិចរវ័យរ  លដ្ឋយ 
 

ដដល  ជាលោការតីក ំផលិច លហយី  ជាតនមលផលរ  យកតាមរូបមនត  
ដដល  ជាតនមលរហ រ  ទូ្លៅ។ លដ្ឋយបញ្ា ក់ដផនកននលោការតី លយងីទ្ទ្ួលបានដផនកតនមលដត
មួយននអន រមន៍ក ំផលិចរវយ័រ  រូបមនតខាងលលី។ លបីលស្ជីរលររីលោលលោការតីរំខាន់  
លនាះលយងីបានតនមលលោល(Principle value)នន ៖ 

 

 ឧទាហរ ៍២៥៖ ចូរបរហ ញថ្ន ដដលលោការតីក ំផលិចស្តូវ 

បានកំ ត់លៅកន ងរូបមនត (ចំល ះ ឫរកាលរស្តូវយកតនមលរីរ និង 
លោការតីក ំផលិចជាតនមលមិនអចរប់បាន ជាលទ្ធផលចស្មារ់រ ីន រជាតនមលមិនអចរប់បាន។) 

ដំលណាះស្សាយ 

 លដីមបលីដ្ឋះស្សាយ លយងីស្តូវលស្បីតាមនិយមន័យ៥ដដល  

 លយងីមាន    

    
 តាង  
    

       

   

  ដត  

L  1 2    z

Arg Log ln Arg lnz z z i z z i =  = + = + z

a ln z Log z

, ln lnu i a u b+    1 2 L

L ( ) ( ) ( )1 1 2ln , , ln , , ln ,a b b  

( )2ln ,a 

0z 

( )log 0a a zz e z= 

log z Log z loga a zz e=

az

az

( )Log 0a a zz e z= 

( )
1

1 2 2sin log 1z i iz z−  
= − + − 

 

log ln argz z i z= + 0z 

sinw z= sin
2

iz ize e
z

i

−−
=

2

iw iwe e
z

i

−−
=

( )
2

2 1 0iw iwe ize − − =

0iwt e=  2 2 1 0t izt − − =

( )
2 21 1iz z = + = −

( )
1

2 21iwe iz z = + −

( )

( )

1
2 2

1
2 2

log 1

log 1

iw iz z

w i iz z

 
 = + − 

 

 
 = − + − 

 
1sin sinw z w z−=  =
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 ដូចលនះ ។ 

 ឧទាហរ ៍២៦៖ បរហ ញថ្ន ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 តាង  
               
 ដូចោន ដដរ  

       

 ដូចលនះ ។ 

 ឧទាហរ ៍២៧៖ បរហ ញថ្នចំល ះតនមលរិត និងb លនាះ ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 រិនិតយ
 

 
1

1

a a
bi b i

bi b i

− −
− +   

 =   
+ −      

  
   

     

     

  

 រិត 

 ដូចលនះ ។ 

( )
1

1 2 2sin log 1z i iz z−  
= − + − 

 

1log 2 tan
x iy y

i
x iy x

−+
=

−

( ) ( )log log cos sin log ix iy r ir re  + = + =

logr i= + ( )cos , sinx r y r = =

( )log logx iy r i− = −

( ) ( ) ( ) ( )

1

log log log log log 2

2 tan

x iy
x iy x iy r i r ir i

x iy

y
i

x

 

−

+
= + − − = + − − =

−

=

1log 2 tan
x iy y

i
x iy x

−+
=

−

a
12 cot 1

1
1

a

ai b bi
e

bi

−

−
− 

= + 

2

2

1

1

bi bi i b i

bi bi i b i

− + +
= =

+ − −

( ) ( )

1

1

1
log log log log

1

a a

a a

bi b i

bi b i

bi b i
a b i b i

bi b i

− −

− −

− +   
 =   

+ −   

− +   
 = = − + − −     + −   

2 1 2 11 1
log 1 tan log 1 tana b i b i

b b

− − 
= − + + − + + 

 

1 1
2 tanai

b

−= −

1 1
2 tan

1 1

1
cot , tan

1

11
cot tan

a
ai

b

b
bbi

e
bi

b
b

 
−−  

−  
 

− −

 
= = − 

  = 
+     =     

ebI

eday

1 1 11 1 1
2 tan 2 tan 2 tan1

1
1

a
ai ai ai

b b bbi
e e e

bi

− − −−     
− −     

     
   − 

=  =    
+        

12 cot 1
1

1

a

ai b bi
e

bi

−

−
− 

= + 
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លហំាតអ់នុគមន៍កុផំ្ែិន 
១.ចូររ នា និងររលររជាទ្ស្មង់ ដដល  និង ជាចំនួនរិតចំល ះតនមល ខាងលស្កាម៖ 
 ក.  
 ខ្.  
 រ.  

  .  

២. ចូររហ ញអន រមន៍ ( )f z  ជាទ្ស្មង់ ( ) ( )u z iv z+ ដដលu  និងvជាដផនករិត នងិដផនកនិមិតតនន f ៖ 
 ក. ( ) 2f z iz i= + −     ខ្. ( ) 2f z z i= + +    
 រ. ( ) ( ) 21 2f z i z iz= + −      . ( ) 2 2f z z z i= − +    

 ង. ( )
1

1

z
f z

z

−
=

+
     ច. ( )f z i z=    

 ជ. ( ) 3Argf z z=      ឈ. ( ) Re Imf z z z= +    
៣.ចូររករំ  ំ រងធំបំផ តនន  លៅលលីកលនាមកំ តដូ់ចខាងលស្កាម៖ 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

3
2

1
2 Arg 1

1

i z
a b iz

i z

c d i z
z

−
+

− −

+ −
+   

៤. ចូររកបំដបលងលីលនដអ៊ារននអន រមន៍ ( )f z ដដល ( )1 3f i= + និង ( )3 2 6f i i= − + ។ 
៥. ចូររកបំដបលងលីលនដអ៊ារននអន រមន៍ ( )f z ដដល ( )2 3 3f i i− = − −  និង ( )2 2 2f i= − − ។ 
៦. ចូររករូបភារ  f S  លៅលស្កាមបំដបលងលីលនដអ៊ារ។ ចូរររូររូបភារនន S   និង  f S   លហយីរ ៌ា នារី
ទ្ិរលៅអន វតតន៍របរ់វាលដ្ឋយលស្ជីរចំ  ច។ 

 

( )   ( )

( )   ( )

( ) ( )

( )   ( )

1 : 1 , 4

2 : Re 0 ,

3 : 2,0 Arg , 2
2

4 : Re 0,Im 0 , 2

S z z f z z

S z z f z iz i

S z z z f z iz

S z z z f z z i



=  =

=  = +

 
=    = + 
 

=   = − +

  

៧. លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្លៅកន ងឧទាហរ ៍៤លដីមបរីករូបភារ  f S  លស្កាមរូបភារបដមលង ( ) 2f z z=  ។ 
រចួរូររូបភារ  f S លដីមបបីរហ ញចលមលីយ និងជាក់ោក់ររូីបភារកន ងដដនជាបនាេ ត់ននS ។ 
 ក.        ខ្. 

  

( )f z a bi+ a b z

( ) 2 , 1 , 1 , 1 ,1f z iz i z i i i i= + + = + − + − − −

( ) ( )3 4 , 1, , 1,f z i z z i i= + = − −

( ) 2 2 1, 1 ,1 ,0,2f z z iz z i i i= + − = − − +

( ) , ,1 , 2 ,3
2

z i i
f z z i i i

z i

−
= = + − +

+
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 រ.         . 

           
៨.លដ្ឋយលស្បីកូអរលដ្ឋលនប៉ាូដលលៅកន ងឧទាហរ ៍៦លដីមបរីករូបភារ  f S លស្កាមរូបភារបដមលង។ រចួរូរ
រូបភារ  f S លដីមបបីរហ ញចលមលីយ និងជាកោ់ក់រីរូបភារកន ងដដនជាបនាេ ត់ននS ។ 
 ក. ( ) 3f z z=        ខ្. ( ) 2f z z=   

     
 រ. ( ) 2f z iz=         . ( ) 2

i
f z

z
=  

      
៩.ចូរកំ តថ់្នលតីលរ៊ារី 

1n n
a



=
 ជាលរ៊ាររីមួឬមិនរមួ និងរកលីមតីលបីវារមួ។ 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) 2

2 2

sin cos
12 2

1 . 2 . 3 .

cos ln 1 2 2 1cos
4 . 5 . 6 .

3

n n n

n n n

i n n in

a a a
n n n i

n i i n nn in
a a a

n in in

    
+   

   = = =
+

− + + −−
= = =

+

  

១០. ចូររ នាលីមីតននលរ៊ារ ី ( )
1

4 5 2 6
,

5 2 4 1

n n n

n n

i i
n

i

−

+

+ + −
→

− +
។ 

១១.ចូរកំ ត់ថ្នលតីលរ៊ាររីមួ ឬរកីនិងរកផលបូករបរ់វាលបីវាជាលរ៊ាររីមួ។ 

( ) ( ) ( )
( )0 0 3

cos 1 3
1 . 2 . 3 .

3 2 1

n

nn
n n n

n i i

i

  

= = =

+ − 
 
  +

     
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( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )

0 0 0

2

2
2 0 2

cos sin
cos 23 sin2 2

4 . 5 . 6 .
3 10 3

1
7 . 8 . 9 .

1 200 2 2

n

n n n
n n n

n n

n n n

n i n
n in

n e e

n i n i n i n i in

 

  

= = =

−  

= = =

   
+    ++   

−

+ − + + + +  

  

  

  

១២. ចូរក ំត់ថ្នលតីលរ៊ារខីាងលស្កាមរមួ ឬរកី៖ 

( ) ( ) ( )
( )

( ) 2
0 1 0

1 3 2 4 3
1 . 2 . 1 3 .

4 41 3

n n n n
n

n
n n n

i i

ini

  

= = =

+ + 
− 

+  +
     

( ) ( )
( )

( ) 2
0 1 1

2

1 23 10 2
4 . 5 . 6 .

4 5

n

nn

n
n n n

i

ini i

in n n

  

= = =

+ 
 ++ −   

 
+ 

     

( ) ( )3 3 3 3
1 1

1 1 1 1
7 . Re cos sin 8 . Im cos sin

n n

n n

i i
n n n n

 

= =

             
+ +             

                
    

( )
( )

( )
( )

( )
1 0 1

3 10 2 3 1
9 . 10 . 11 .

! ! 3

nn

n
n n n

i n i

n n i

  

= = =

+ +

+
     

១៣. លៅកន ងលំហាត់ខាងលស្កាមលស្បីលរ៊ារធីរ ីមាស្តលដីមបកីំ ត់ដដនធំបំផ តដដលជាលរ៊ាររីមួ និងរក
តនមលននផលបូកមិនក ំត។់ 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 1 0

3
1 . 2 . 1 3 .

2 4

n
n

n

n
n n n

i zz
z

i

  

= = =

+ 
+  

− 
     

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

1

0 1 0

0 0

2 1 2
4 . 5 . 6 .

2 10 2

2 1
7 . 8 .

3 1

n n

n nn
n n n

n n

n

n
n n

i

z z i z

z
z

z z

+  

= = =

 

= =

+

− + −

        
+ −      

    −      

  

 

  

១៤. ចូរបរហ ញជាទ្ស្មង់a bi+ ដដលa  និងbជាចំនួនរិត 

( ) ( ) ( ) ( )
( )ln 3 201

2
2 1 2001. 3

3

i

i i i e
a e b e c e d



  

+

− +   

( ) ( ) ( ) ( )
3

12
64 42. 2

ii i
ia e b e c e d e

 


− −−
+−   

( ) ( ) ( ) ( )
43 701

32 43. 3
iii i

ea e b e c ie d e

 
−+ −

−  

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
3

1
ln 7

24 24. 1
2

ii
i i

ee
a b e c i e d e

i

 − −
− + −

−−  

១៥. ចូរបរហ ញកលនាមខាងលស្កាមជាទ្ស្មង់ ie  ដដលជាចំនួនរិតយក ចំនួនរិតស្របក់រ ី។ 
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( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

8

1
5. cos sin sin cos

cos sin

cos sin
6. sin 2 cos2 cos sin

cos 3 sin 3

1 3 1 2 2
8. cos sin cos sin

2 2 cos sin 2 2

a i b i c
i

i
a b i c i

i

a i b c i
i

   
 

 
   

 

   
 

− +
+

−
− −

+

+ −
−

  

( )( )( ) ( ) ( )
cos sin

9. cos sin cos2 sin 2
cos sin

i
a i i b i c

i

 
   

 

+
+ − −

−
  

( ) ( ) ( ) ( )
11

3

1
10. 1 sin cos

2 2
cos sin

2 2

a b i c

i

 

 

−
 

− 
 

  

១៦. ចូររ នាកលនាមខាងលស្កាម និងររលររចលមលីយជាទ្ស្មង់a bi+ ដដលa  និងbជាចំនួនរិត។ 
យក 1 2 31 , 1 , 2 5z i z i z i= + = − = + ។ 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1 2

2
1. 3

z
z z z z

z

e
a e b ie c e e d

e
  

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2

31 2 1 2

31

101
2.

z z
zz z z z

zz

e e
a e e e b c e d

e e

+ +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

31 1 2

2
3. arg arg

z
zz z z

z

e
a e b e c e e d

e
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 31 1 1 24. Re Im Re Im
z z zz z z za e b e c e e d e
+ +  

១៧. ចូរររលររចំនួនក ំផលចិខាងលស្កាមជាទ្ស្មង់ ire  ៖ 

( ) ( ) ( ) ( ) 23
1. 3 3 1 3 3

2 2

ii
a i b c i d e− − − + − − −   

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2.
2 1 10 101 3

i i i i
a b c d

i ii

+ +
−

− ++
 

១៨. តាង z x iy= +  ដដល ,x y   ជាចំននួរិត។ ចូររកដផនករិត នងិដផនកនិមមិតននអន រមន៍លៅកន ងតួ
,x y ។ 
( ) ( ) ( ) ( )

23z z z iza e b e c e d e   
១៩. តាង zជាចំនួនក ំផលចិ។ បរហ ញថ្ន៖ 
( ) ( ) ( ) ( ), 0, 1, 2,

n
z nz z z z i za e e n b e e c e e+= =   = = −   

២០. ចូរលដ្ឋះស្សាយរមីការខាងលស្កាម៖ 
ក. 2 2ze i= −    ខ្. 2 ze i=    រ. 1 3 4ze i− + = − −    .( )1 1zi e i− = +   
២១. ចំល ះស្រប់ក ំផលិច z  បរហ ញថ្ន៖ ក.cos cosz z=          ខ្. sin sinz z= ។ 
២២. ចំល ះស្រប់ក ំផលិច z  បរហ ញថ្ន៖ ក. ( )cos 2 cosz z+ =      ខ្. ( )sin 2 sinz z+ = ។ 
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២៣. លៅកន ងលំហាត់ខាងលស្កាមចូរបរហ ញថ្ននផេស្កឡាដដលមានរង S  លៅកន ងបលង់ ( )z  ជារូបបដមលងលៅ
ជានផេស្កឡាលៅកន ងបលង់( )w ដដលស្តូវោន ។ 
ក.          ខ្. 

    
រ.           .       

      
២៤. ចូររ នាតនមលcos z  នងិsin zចំល ះតនមលខាងលស្កាមនន z។    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1. 2
2 2

2.
4 4 4 2 3

a i b c i d i

b i b i c i d

 
 

    


+ +

+ − − +

  

២៥.លៅកន ងលំហាត់ចំល ះតនមល zខាងលស្កាម៖  
ក.រ នាcos z , sin z  និង tan z    ខ្.រ នា cos z  នងិ sin z ។ លប ី

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 . 1 2 .1 3 . 4 .
2 6

i i i i
 

+ − + −   

២៦. ចូររ នាដផនករតិ និងដផនកនមិមតខាងលស្កាម៖ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

21 . sin 2 2 . cos 3 . sin

4 . cos 5 . tan 6 . sec

z z z z

z z z z
  

២៧.លៅកន ងលំហាត់ខាងលស្កាមចូរបរហ ញថ្ននផេស្កឡាដដលមានរង S  លៅកន ងបលង់ ( )z  ជារូបបដមលងលៅ
ជានផេស្កឡាលៅកន ងបលង់( )w លស្កាមរូបភារបំដមលងដដលបរហ ញដូចរូប។ 
ក.          ខ្. 
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រ.           . 

        
២៨. លរមាន 1 2 3, ,z z z  ជាចំនួនក ំផលិច លហយី z x iy= +  ដដល ,x y  ជាចំនួនរិត។ ចូរបរហ ញអន រមន៍
ស្តីលកា មាស្ត និងអន រមន៍អ ីដរកបូលិកក ំផលិចខាងលស្កាម៖ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 . sin sin 2 .sin 2 sin 3 . cos cos

4 . sin sin 5 .sin sin cos cos sin

6 . cos2 cos sin 2cos 1 1 2sin

7 . sin 2 2sin cos

8 . 2cos cos cos cos

z z z z z z

z z z z z z z z

z z z z z

z z z

z z z z z z

 



− = − + = + = −

+ = − + = +

= − = − = −

=

= − + +

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

9 . 2sin sin cos cos

10 . 2sin cos sin sin

11 . cosh cosh , sinh sinh

12 . cosh 2 cosh , sinh 2 sinh

13 . cosh cosh , sinh sinh

z z z z z z

z z z z z z

z z z z

z i z z i z

z i z z i z

 

 

= − − +

= + + −

− = − = −

+ = + =

+ = − + = −

  

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 2

14 . sinh cosh , cosh sinh
2 2

15 . cosh sinh 16 . cosh sinh 1

17 . cosh 2 cosh sinh 2cosh 1 1 2sinh

18 .sinh 2 2sinh cosh

1 cosh 2 1 cosh 2
19 . cosh 20 . sinh

2 2

z

z i i z z i i z

e z z z z

z z z z

z z z

z z
z z

    
+ = + =   

   

= + − =

= + = − = +

=

+ − +
= =

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

21 . cosh cosh cosh sinh sinh

22 . sinh sinh cosh cosh sinh

23 . 2cosh cosh cosh cosh

24 . 2sinh sinh cosh cosh

25 . 2sinh cosh sinh sinh

z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z

+ = +

+ = +

= + + −

= + − −

= + + −

  

( )

( ) ( )2 2 2 2

26 . cosh cosh cos sinh sin , sinh sinh cos cosh sin

27 . cosh sin cos 28 . sinh sinh sin

z x y i z y z x y i z y

z x y z x y

= + = +

= + = +
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២៩. ក. ចំល ះ 1, 0,1,2,z n =  បរហ ញថ្ន
1

2 1
1

1

n
n z

z z z
z

+−
+ + + + =

−
 ។ 

 ខ្. យក iz e =  ដដល  ជាចំនួនរតិ 2k  (kជាចំនួនរត់) លនាះលរបាន 

  
( )( )1 2

2
1

1
2

sin
2

ii n

i i ni
e ei

e e e




  



−+
−

+ + + + =   

 រ.យកដផនករតិ និងនិមមិតលផេៀងផ្លេ ត់លៅកន ងរំ ួរ(ខ្)លនាះលរបាន 

  

1
sin

21
cos cos2 cos

2
2sin

2

n

n



  


  
+  

  + + + + =   

 និង

1
cos cos

2 2
sin sin 2 sin

2sin
2

n

n




  


  
− +  

  + + + =   

ផលបូក ( ) 1 2cos 2cos2 2cosnD n   = + + + +  លៅថ្នDirichlet kernel។ 
៣០.ចូររ នា log z ចំល ះតនមល zខាងលស្កាម៖ 

( ) ( ) ( ) ( )71. 2 3 3 5 3
i

a i b i c e d


− − −   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2

3 11

17
7

7811

4

5

2. 1 2 4 4 2

1
3. 1 1 3

2

1
4. 1 1 3

1
2

i i

i

i

i

a b e c i d e

a b i c i d e

e
a b i c i d

i
e

 







+

− −

−

−

+ −

− − +

− +
+

 

៣១. រ នាលោការតីខាងលស្កាម៖ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 5 23

. log 1 . log 1 . log 5 . loga b i c i d i+ −   
៣២. លដ្ឋះស្សាយរមីការខាងលស្កាម៖ 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3

2 2

1 . 3 2 . 1 3 .

1
4 . 3 2 0 5 . 5 0 6 .

1

z z z

z z z z

e e i e i

i
e e e e

i

− += = + =

+
+ + = + = =

−

  

៣៣. ក. រ នា ( ) ( )3Log ,Logi ie e   និង ( )5Log ie  ។ 
 ខ្. បរហ ញថ្ន ( )Log ze z= ល ះស្តាដត Im z −     
៣៤. បរហ ញថ្ន log argz i z=  ល ះស្តាដត zជាUnimodular។ 
៣៥. ចូរស្របដ់ំលណាះស្សាយក ំផលិចននរមីការcos sinz z= ។ 
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៣៦. លដ្ឋះស្សាយ ( )
3

Log Log 2
2

z z


+ =  រចួលផេៀងផ្លេ ត់ចលមលីយ។ 

៣៧. លដ្ឋះស្សាយ ( )
3

Log Log
2

iz i z


− =  រចួលផេៀងផ្លេ ត់ចលមលីយ។ 

៣៨. រ នាតនមលលោលននរវ័យរ  ខាងលស្កាម៖ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1

. 5 . 1 . .
1

i
ii i i

a b i c i d
i

+ + 
+  

− 
 

៣៩. ចូរក ំត់រូបភារននដដនលស្កាមរូបភារបំដមលងនន Log z  លហយីកំ ត់រូបភារជាក់ោក់រីរូបភារ
ននដដនរបរ់វា។ 
 ក.         ខ្. 

      
រ.          . 

          
៤០. លផេៀងផ្លេ ត់ចំនួនក ំផលិចខាងលស្កាម៖ 

 ក. 2
1 tan

iw

iw iw

e
i w

e e−
+ =

+
 ដដលw  ជាចំនួនក ំផលចិលហយី 0iw iwe e−+  ។ 

 ខ្. ដូចោន ដដលចំល ះw លៅកន ងរំ ួរ(ក)បរហ ញថ្ន 2
1 tan

iw

iw iw

e
i w

e e

−

−
− =

+
។ 

 រ.ដចកកលនាមលៅកន ងរំ ួរ(ក) នងិ(ខ្)លនាះលរបាន៖ 

 ( )1 1
tan log ,

2 1

i iz
z z i

iz

− −
=  

+
   

៤១. លផេៀងផ្លេ ត់ចំល ះចំននួក ំផលិច z លនាះលយងីមាន៖ 

ក. ( )
1

1 2 2sinh log 1z z z−  
= + + 

 
   ខ្. ( )

1
1 2 2cosh log 1z z z−  

= + − 
 
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ទមទរៀនទី២៖  អនុគមន៍វិភាគ 
      Analytic function 

២.១. អនគុមន៍ច្នអទលរកុំផ្ែិន (Functions of a Complex Variable) 
២.១.១. នយិមន័យ៖ លរឱ្យD  ជារំ  ំ ននចំនួនក ផំលិច ( )D   ។ អន រមន៍ f  កំ ត់

លលីរំ  ំ Dរជឺាវធិានមួយដដលកំ ត់ចលំ ះ z លៅកន ងរំ  ំ Dបានចនំួនក ំផលិចwមួយ។ ចំនួន 
ក ំផលិចw  លៅថ្នតនមលនន f  លៅស្តង់z លហយីដដលលរកំ តរ់រលររលដ្ឋយ ( )w f z=  ដដល z x iy= +  
( ),x y ។ 
 រំ  ំ D លៅថ្នដដនកំ ត់ននអន រមន៍ f និង z x iy= + លៅថ្នអលថ្រក ំផលិច ។ 
             :f D →   
   ( ) ( ),z x iy w f z x iy x y= + = = +     
លដ្ឋយ z x iy= + (អលថ្រក ំផលិច) លនាះលរបាន ( ) ( ) ( ) ( ), ,w f z f x iy u x y iv x y= = + = +  
លនះបរហ ញថ្ន អន រមនក៍ ំផលិច ( )f z ននអលថ្រក ំផលិច z x iy= + រមមូលនឹងរូននអន រមន៍មាន 
តនមលរិតu និងv ដដលមានរីរអលថ្ររិត xនិង y ។ 
 លៅកន ងអន រមន៍អលថ្រក ំផលចិ ( ) ( ) ( ) ( ), ,f z f x iy u x y iv x y= + = + អន រមន៍u លៅថ្ន 
អន រមន៍ដផនករិតនន f  និងអន រមន៍ v  លៅអន រមន៍ដផនកនិមិតតនន f  ដដលលរកំ ត់ររលររលរៀងោន
លដ្ឋយ ( )Reu f= និង ( )Imv f= ។ 
ឧទាហរ ៍១៖ ចូរក ំតអ់ន រមន៍ដផនករិតនិងអន រមន៍ដផនកនិមតិតននអន រមន៍ ( ) 2f z z= ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លដ្ឋយ z x iy= + លនាះលរបាន៖ 
 ( ) ( ) ( )

2 22 2 2 2 22 , 2f z z x iy x y ixy a ib a b iab= = + = − + + = − +  
 ដូចលនះ ( ) ( ) 2 2, Reu x y f x y= = − និង ( ) ( ), Im 2v x y f xy= = ។ 
ឧទាហរ ៍២៖ លរឱ្យ ( ) 2f z z= ។ ចូររ នា ( )f z  ចលំ ះ 2 3z i= +  និង 3 2z i= − − ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន ( ) 2f z z= លរបាន៖ 
 ចំល ះ 2 3z i= + លនាះ ( ) ( )

2 2 22 3 2 3 2 3 2 2 3 5 12f i i i i+ = + = − +   = − +   
 ចំល ះ 3 2z i= − − លនាះ ( ) ( )

2
3 2 3 2 5 12f i i i− − = − − = +  

ដូចលនះ ( )2 3 5 12f i i+ = − +  និង ( )3 2 5 12f i i− − = +  ។  
ឧទាហរ ៍៣៖ លរឱ្យ ( ) 2 3f z z z= + ។ រកអន រមន៍u និងv រចួទាញរកតនមលននអន រមន៍ f លៅស្តង់

1 3z i= + ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន ( ) ( ) ( )
22 3 3f z z z x iy x iy= + = + + +  

        2 22 3 3x ixy y x iy= + − + +  
        ( )2 2 3 2 3x y x i xy y= − + + +  
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យក ( ) ( )2 2, 3 , , 2 3u x y x y x v x y xy y= − + = +  
លដ្ឋយ 1 3 , 1, 3z i x y= + = =  
លនាះលរបាន ( ) ( )2 21,3 1 3 3 1 5u = − + = −  និង ( ) ( )( ) ( )1,3 2 1 3 3 3 15v = + =   
លហយី ( ) ( ) ( )1 3 1,3 1,3 5 15f i u iv i+ = + = − +   
ដូចលនះ ( )1 3 5 15f i i+ = − + ។ 

ឧទាហរ ៍៤៖ លរឱ្យ ( ) 2 6f z iz z= +  ។ រកអន រមន៍ u  និង v  រចួទាញរកតនមលននអន រមន៍ f  លៅ

ស្តង់ 1
4

2
z i= + ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន ( ) ( ) ( )

2
2 6 2 6f z iz z i x iy x iy= + = + + +  

        2 22 4 2 6 6ix xy iy x iy= + − + −  
        ( )2 26 4 2 2 6x xy i x y y= + + − −  

យក ( ) ( ) 2 2, 6 4 , , 2 2 6u x y x xy v x y x y y= + = − −  

លដ្ឋយ 1 1
4 , , 4

2 2
z i x y= + = = លនាះលរបាន ( )

1 1 1
,4 6 4 4 11

2 2 2
u
     

= + =     
     

  

និង ( ) ( )
2

21 1 111
,4 2 2 4 6 4

2 2 2
v
   

= − − =   
   

  

លហយី 1 1 1 111
4 ,4 ,4 11

2 2 2 2
f i u iv i
     

+ = + = −     
     

  

ដូចលនះ ( )
111

11
2

f z i= − ។ 

អន វតតន៍៖ ចូរររលររអន រមន៍ខាងលស្កាមជារង ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= +  រចួកំ ត ់ ( ),u x y  
និង ( ),v x y ៖ 
 ក. ( )f z z z= +     ខ្. ( ) 3 1f z z z= + +  

 រ. ( )
1

, 0f z z z
z

= +      . ( )
1

, 1
1

z
f z z

z

−
=  −

+
  

  . ( ) 4f z z=     ង. ( ) ( ) ( )2Re Imf z z z z z= + +  
ឧទាហរ ៍៥៖ ចូរររលររ 2 2( ) 4 4f z x iy= + ជាអន រមន៍នន zនិង z  ដដល z x iy= + ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន ,z x iy z x iy= + = − លរបាន 

  ,
2 2

z z z z
x y

i

+ −
= =   

លរបាន ( )
2 2

4 4
2 2

z z z z
f z i

i

   + −
= +   

   
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     ( ) ( )
2 2

2 22 2

4

z zz z z zz z

zz

= + + − + −

=

  

ដូចលនះ ( ) 4f z zz=  ។ 
ឧទាហរ ៍៦៖ ចូរររលររ 2 2( ) 2 (2 2 )f z x y y i x xy= − − + −  ជាអន រមន៍នន z  និង z   ដដល 
z x iy= + ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន ,z x iy z x iy= + = − លរបាន 

  ,
2 2

z z z z
x y

i

+ −
= =   

លរបាន ( )
2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2

z z z z z z z z z z z z
f z i

i i i

           + − − + + −
= − − + −           

            

  

     

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 2
2 2 2

2
2

2 2
2 2

2 2

4 4 2

2
2

2 2
2 2

z zz z z zz z z zz z
iz iz

i i

z z
zz iz iz iz iz

i

iz i z z z
zz iz zz i z

+ + − + −−
= − − + + −

−
= − + − + +

 − −
 = + + = + +
 
  

  

ដូចលនះ ( )
( )

2
2

2
2

z z
f z zz i z

 −
 = + +
 
  

 ។ 

រមាា ល៖់ លបី iz re = លនាះលរអចររលររ ( ) ( ) ( ) ( ), ,iw f z f re u r iv i  = = = + ។ 
ឧទាហរ ៍៧៖ លបី 2( )f z z=   លហយី iz re =  លនាះលរបាន៖ 
  2 2 22( ) ( ) (cos2 sin 2 ), cos sini i if z re r e r i e i    = = = + = +   

  ( )

( )

2

2

, cos2

, sin 2

u r r

v r r

 

 

 =
 

=

  

ឧទាហរ ៍៨៖ ចូរររលររ ( ) 5 24 6f z z z= + − កន ងទ្ស្មង់ ( ) ( ) ( ), ,f z u r iv r = + ។ 
 ជំនួរ ( )cos sinz r i = +   

ឧទាហរ ៍៩៖ ចូរររលររ ( ) ( )
1

, 0f z z z
z

= +  កន ងទ្ស្មង់ ( ) ( ) ( ), ,f z u r iv r = + ។ 

២.២. លមីតី និងភាពារ់ 
 ក. លីមីត 

និយមន័យ១៖ លរបាន ( ) ( ) ( ) ( ), ,w f z f x iy u x y iv x y= = + = +   
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i. ឧបមាថ្នកំ ត់ស្តង់វរ័រ ីណាV មួយនន 0 0 0z x iy= + ស្បដហលលលីកដលងដតស្តង់ 0z លរថ្ន៖ 
f មានលីមីតL A iB= + ឬខ្ិតជិត L លរល z ខ្ិតជិត 0z កំ ត់ ( )

0

lim
z z

f z L
→

= កាលណា៖ 
( )0, 0, ,0 oy z V z z y f z L        −   −   

ដត ( ) ( ) ( ) ( )o o o o oz z x iy x iy x x i y y− = + − − = − + −  
      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,f z L u x y iv x y A iB u x y A i v x y B− = + − + = − + −        

ដូចលនះ តាមលកខ ៈម៉ាូឌ្ ល លរបាន ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

, ,

, ,

lim ,

lim
lim ,

o o

o

o o

x y x y

z z

x y x y

u x y A

f z L A iB
v x y B

→

→

→

=


= = + = 
=



។ 

និយមន័យ២៖ តាង f  ជាតនមលអន រមន៍ក ផំលិចកំ ត់លៅលលីរំ  ំ រង S  ននបលង់ក ំផលចិ នងិតាង 0z  
ជារំ  ំ ចំ  ចនន S  ។ ចំនួនក ំផលចិ L  ជាលីមីតនន ( )f z  ដដល z  ខ្ិតជិត 0z   ចំល ះ 0   មាន

0  លហយី z S និង ( )00 z z f z L  −   −  ។ 
លបីមានចំនួនក ំផលិច L   លនាះលរបាន ( )

0

lim
z z

f z
→

 មាន លហយីលរមីនឹង L   លៅកន ងករ ីលនះលរក ំត់

ររលររលដ្ឋយ ( )
0

lim
z z

f z L
→

=  ឬ ( )f z L→ កាលណា
0z z→ ។ 

តាមន័យធរ ីមាស្តចំល ះបំ កស្សាយតនមលដ្ឋច់ខាត ( )f z L−   ជាចមាា យរវាង ( )f z   និង
L  លយងីល ញីថ្នអន រមន៍ ( )f z  មានលីមីត L  ចំល ះ 0z z→  ល ះស្តាដតចមាា យរី ( )f z   និង L  ខ្ិត
ជិតរូនយ កាលណា zខ្ិតជតិ 0z ។ តាមរូបទ្២ី.១ លនាះ ( )

0

lim
z z

f z L
→

=  ល ះស្តាដត៖ 

( )
0

lim 0
z z

f z L
→

− =  

ចំណាថំ្នលៅកន ងនិមយមនយ័២ អន រមន៍ f មិនចាបំាចក់ំ ត់លៅស្តង់
0z លទ្។ 

 

 
 លដីមបឱី្យ  លរល  វាជាអំ ះអណំាងដដលខាល ងំ មាននយ័ថ្នវាោម នបញ្ហ អវីលរល 
ខ្ិតជិត លហយីចមាា យ ខ្ិតលៅរក ។ 

រំល ី១៖ លបី កំ ត់លៅលលីរំ  ំ រង នន លហយី ជារំ  ំ ចំ  ចនន  និងមាន 
កំ ត់ លនាះវាមានដតមួយរត់។ 

( )f z L→
0z z→

z
0z ( )f z L− 0

f S 0z S

( )
0

lim
z z

f z
→

រូបទី្២.១ 
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រស្មាយបញ្ា ក់ 
ឧបមាថ្ន  និង ដដល ជាចំនួនក ំផលិចលផសងោន ។ លនាះចំល ះ 

មាន  លរបាន៖ 

 

លយងីបូកបញ្ចូ លោន លរបានចំល ះ លនាះលយងីបាន 

  

ដដលជារំល ីផេ យ លដ្ឋយ រឺមិនអចលកីតមានល ងី។ 
លដីមបនីិោយថ្ន ( )f z L→  កាលណា

0z z→  វាជាអំ ះអណំាងខាល ងំ មានន័យថ្នោម នបញ្ហ ថ្នលតី z
ខ្ិតជិត 0z លហយីចមាា យ ( )f z L− ខ្ិតលៅរក0។ 
រំល ី២៖ លបី f កំ ត់លៅលលីរំ  ំ រងS  នន លហយី

0z ជារំ  ំ ចំ  ចននS  និងមាន ( )
0

lim
z z

f z
→

កំ ត់ លនាះវាមានដតមួយរត់។ 
រស្មាយបញ្ា ក់ 

ឧបមាថ្ន ( )
0

lim
z z

f z L
→

=   នងិ ( )
0

lim
z z

f z L
→

=  ដដល ,L L  ជាចំនួនក ំផលចិលផសងោន ។ លនាះចំល ះ

0
2

L L


−
=  មាន 0   លរបាន៖ 

( )

( )

0

0

1
0

2

1
0

2

z z f z L L L

z z f z L L L





 −   −  −

  −   −  −

 

លយងីបូកបញ្ចូ លោន លរបានចំល ះ 00 z z  −  លនាះលយងីបាន 

 ( ) ( )
1 1

2 2
L L f z L f z L L L L L L L    −  − + −  − + − = −  

ដដលជារំល ីផេ យ លដ្ឋយ L L L L −  − រឺមិនអចលកីតមានល ងី។ 
ឧទាហរ ៍១០៖ បរហ ញថ្ន 

( ) ( )
0 0

0lim lim
z z z z

a z z b c c
→ →

= = ដដលcជាចំនួនលថ្រ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 ( )a   លរឱ្យ 0  លយងីស្តូវរក 0   ដដល ( )00 z z f z L  −   −   
 ចំល ះ ( )f z z= និង 0L z= រីលស្ ះ 0 00 z z z z  −   −   
 លដ្ឋយស្ោន់ដតយក = ។ 

( )
0

lim
z z

f z L
→

= ( )
0

lim
z z

f z L
→

= ,L L

0
2

L L


−
=  0 

( )

( )

0

0

1
0

2

1
0

2

z z f z L L L

z z f z L L L





 −   −  −

  −   −  −

00 z z  − 

( ) ( )
1 1

2 2
L L f z L f z L L L L L L L    −  − + −  − + − = −

L L L L −  −
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 ( )b  វរិមីការ ( )f z L c c − = −  លដ្ឋយស្ោន់ដតលស្ជីរយក 0  លនាះលរបាន 

0

lim
z z

c c
→

= ។ 

ឧទាហរ ៍១១៖ រ នាលីមីតខាងលស្កាម៖ 

1.  លស្ ះ 

លរតាង ( )  
2 1

,
z

f z S i
z i

+
= = −

−
  

( )
( )( )2 1

, 2 2 2
z i z iz

z i f z i i i z i
z i z i

− ++
  − = − = − = −

− −
 

មានន័យថ្នតាម( )1 រិត y =   

1

1
2. lim 1

z

z
i

z i→

+
= −

+
 

 លរបាន កំ ត់លលី  

  

 ឧបមាថ្ន  

 

ដូចលនះ រិតលហយីយក ។ 
ii. លបី កំ ត់ស្តងវ់រ័រ ីណានន កំ ត់ស្តង់វរ័រ ីណា លរថ្ន មានលីមីត
លរលខ្ិតជិត ដដលលរររលររ កាល  

ឧទាហរ ៍១២៖ បរហ ញថ្ន ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លរបាន    ក ំត់  

      

លដ្ឋយ   
ឧបមាថ្ន  

2 1
lim 2
z i

z
i

z i→

+
=

−

( )
1z

f z
z i

+
=

+
 i− −

( ) ( ) ( )
( ) 111 1

, 1 1 1
zi zz z

z i f z i i i
z i z i z i z i

−−+ +
  − − − = − − = − + = =

+ + + +

1 1

1
1

z
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z i

 − 



+    +
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1

1 1
z

f z i z
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−
 − − =  −

+

1

1
lim 1
z

z
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+
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( )min 1,y =

f . . 0,i e R f   z R f L
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z
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→

( ) ( )0, 0, ,R z z R f z L        −  

2
lim 2

1z

z i

z→+

+
=

−

( )
2

1

z i
f x

z

+
=

−
, , 0z z i   −   

( )
2 3 3

, 2 2
z i i

z i f x
z i z i z i

+
  − = − = =

− − −

1 0z i z−  − 

1z 
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លនាះ   

លរបាន  រិត 

 យក  

ដូចលនះ   ។ 
iii. មានលីមីត 

• លរថ្ន មានលីមីត លរល ដដដលកំ ត់ររលររ កាលណា

 
• លរថ្ន មានលីមីត លរល ដដលកំ ត់ររលររលដ្ឋយ កាលណា

 

ឧទាហរ ៍១៣៖ លរមានអន រមន៍ ។ 

• ចំល ះ លស្ ះ  

ឧបមាថ្ន  

ដូចលនះ លបី រិតលបីយក រឺយក  

• ចំល ះ លស្ ះ  

លបីឧបមា  

លរបាន  

ដូចលនះ រិតលបីយក រឺយក  
ឧទាហរ ៍១៤៖ បរហ ញថ្ន មិនមានលីមីត។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីបាន  

3 3

1z i z
 

− −

( ) ( )
3 3

2
1 1
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z z

− =  
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3
, 0
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   

−

3 3
1 1z z

 
 −    + 3

1R


= +

2
lim 2

1z

z i

z→+

+
=

−

f

f 
oz z→ ( )lim

oz z
f z

→
= 

( ) ( )00, 0, ,0 4R y z z z y f z R      −   

f  z → ( )lim
z

f z
→

= 

( ) ( )0, ' 0, , 5R R z z R f z R       

( )
2 1z

f z
z

+
=

2

0

1
lim
z

z

z→

+
=  ( )

2 1 1 1
0,

z
z f z z z

z z z

+
  = = +  −

( )
1 1

1 1 1z z f x z
z z

  −  −   −  −

( )0 4R  
1 1 1

1 1
1

R R z
z z R
−    −  

+

1

1
y

R
=

+

2 1
lim
z

z

z→

+
=  ( )

1 1
0,z f z z z

z z
  = +  −

1 1
1 1 1z

z z
    −  −

( )
1

1f z z z
z

 −  −

( )0 5R   1 1z R z R−    + ' 1R R= +

0
lim
z

z

z→

2 20 0
0

lim lim
z x

y

z x iy

z x y→ →
→

+
=

+



52 

តាង  

តនមលនន រឺលផសងោន ចំល ះតនមលខ្ រោន នន  

ដូចលនះ លីមតីននអន រមនល៍នះរឺមិនមានលីមីត។ 
ឧទាហរ ៍១៥៖ បរហ ញថ្ន ោម នលីមីត។ 

ដំលណាះស្សាយ 

ករ ីទ្ី១៖  

       

ស្តង់ចំ  ចលនះលបី លនាះ  

ករ ីទ្ី២៖  

       

លៅកន ងករ ីលនះលយងីមានដផនកលផសងៗោន ដំបូងលរល លនាះ លហយី  
លៅដផនករីរលផសងោន លយងីបានលីមីតរីរលផសងោន ។ 
ដូចលនះ លីមតីននអន រមនរ៍ឺមិនមានលីមីត។ 
ឧទាហរ ៍១៦៖ ចូររ នាលីមីតខាងលស្កាម៖ 

    

ដំលណាះស្សាយ 

 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2

21 1

1 1 2 11
. lim lim
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b
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ខ្. ភារជាប់ 
និយមន័យ៣៖ លរឱ្យ  
តាង ជាអន រមន៍កំ ត់លលីរំ  ំ រង នន  និងតាង ជាចំ  ចមួយលៅកន ង ។ 
លរថ្ន ជាប់ស្តង់  លបីចំល ះស្រប់ ដដល 

 
អន រមន៍ លៅថ្នអន រមនជ៍ាប់លៅលលី លបីវាជាស្តង់ស្រប់ចំ  ចលៅកន ង ។ 
• លបី មិនដមនជារំ  ំ ចំ  ចនន មាន លនាះ   
និង ដូលចនះ ជាប់ស្តង់ ដដលបំលរញលកខខ្័ ា ចំល ះស្រប់ ។ 
• លបី  ជារំ  ំ ចំ  ចនន  លនាះលរបាន  (តាមនិយមនយ័២)រឺលរមីោន
លៅនឹងនិយមន័យ៣ខាងលលី លនាះលរបាន លៅកន ងករ ី ជាប់ស្តង់ ល ះស្តាដត

 

• លបី កំ ត់ស្តងវ់រ័រ ីណាមួយនន  លរថ្ន  ជាប់ស្តង់  កាលណា៖

  

     

• លបី កំ ត់ស្តង់លលីរំ  ំ លបីក លរថ្ន ជាប់លលី កាលណា ជាប់ស្តង់
 

ស្ទ្ឹរដីបទ្១៖ ដូចករ ីអន រមន៍រតិលរបាន៖លបី  ជាប់ស្តង់   (លរៀងោន ជាប់លលីរំ  ំ លបីក
និង )លរបាន៖ 
• ជាប់ស្តង់ (លរៀងោន ជាប់លលី ) 
• ជាប់ស្តង់  (លរៀងោន ជាប់លលី ) 
• ជាប់ស្តង់  (លរៀងោន ជាប់លលី ) 
• លបី   និង   

• ជាប់ស្តង់  (លរៀងោន ជាប់លលី ) 

• ជាប់ស្តង់  (លរៀងោន ជាប់លលី ) 

វបិាក៖   ជាបស់្តង់  (លរៀងោន ជាប់លលី ) 
ចំណា៖ំ 

1)  ជាប់លលី លស្ ះ ( ) ( )0 0f z f z − =  ។ 

( ) ( ) ( ) ( ), ,w f z f x iy u x y iv x y= = + = +
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f 0z 0, 0   
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,f g 0z
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f g+ 0z U

f 0z U

f g 0z U
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, nn f  0z U

( )f z K=



54 

2)  ជាប់លលី លស្ ះ  
វបិាក៖ តាម( )1 និង( )2 ចំល ះស្ទ្ឹរដីបទ្ខាងលលីលរបាន៖ 

I. ស្រប់អន រមនរ៍ហ ធា(លមរ  និងអថ្រតក ំផលិច) ជាប់លលី ។ 

II. ស្រប់អន រមន(៍ស្បភាររនិទាន) ( )
( )
( )

( ),
P z

R z P z
Q z

= និង ( )Q z ជារហ ធាជាប់ស្តង់

 ។ 

ឧទាហ ៍១៧៖ (1). ចូរកំ ត់ភារជាប់ននអន រមន៍ ស្តង់   

(2). បរហ ញថ្នអន រមន៍  កំ ត់លដ្ឋយ  មិនជាប់ស្តង់  ។  

ដំលណាះស្សាយ 

  ស្តង់    

លយងីមាន កំ ត ់

រ នា     

លដ្ឋយ      លនាះ ជាអន រមន៍ជាប់ស្តង់   
ដូចលនះ     ជាអន រមនជ៍ាប់ស្តង់ ។ 

(2). បរហ ញថ្នអន រមន៍  កំ ត់លដ្ឋយ  មិនជាប់ស្តង់   

លយងីមាន   កំ ត ់

រ នា     លបី   

     

លហយី   

លដ្ឋយ  លីមីតមានតនមលរីរលផសងោន  លនាះ ជាអន រមនម៍និជាប់ស្តង់    
ឬ លនាះ ជាអន រមន៍មិនជាបស់្តង់   
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ដូចលនះ ជាអន រមន៍មនិជាប់ស្តង់ ។ 
 រ. ភារជាប់ននអន រមន៍លោការតី 
 ស្ទ្ឹរតីបទ្២៖ ដផនករំខាន់ននអន រមន៍លោការតី 

 
ជាប់ចំល ះស្រប់  លៅកន ង  ។ ចំល ះ  លៅកន ង  លនាះ  ដ្ឋច់លហយី
មិនអចលចាលបានស្តង់ចំ  ចលនាះ(Not removable)។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
 លដ្ឋយអន រមន៍  ដ្ឋច់ស្តង់  លហយីអចលចាលបានល ះស្តាដត  រឺ
ដ្ឋច់អចលចាលបានទាងំ   និង  ។  លនាះលយងីល ញីថ្ន  ដ្ឋច់ដដលមិនអចលចាលបានចំល ះ

  រឺដ្ឋច់ដដលមិនអចលចាលបាននន  ។ ដូចលនះ រំ  ំ ច ំ ចននភារជាប់
រឺ  ។ 

        
មានភារដ្ឋច់មិនអចលចាលបាន         ដផនកដ្ឋច់នន រឺជាកនលះបនាេ ត់រ ះម ំ ។ដផនកដ្ឋច ់

ស្តង់  និងស្រប់ចំនួនរិតអវជិាមាន  ។         រឺជារំ  ំ ននភារដ្ឋច់មិនអចលចាលបាននន ។ 
ចំល ះស្រប់ លផសងលទ្ៀតលហយី រឺជាប់។  
 

តាមការរិភាកាវាស្រលដៀងនឹងច ំ ចម នបរហ ញថ្ន ដផនកននលោការតី  រឺជាបស់្រប់  
លលីកដលងដតការដ្ឋច់មិនអចលចាលបានលៅស្តង់   នងិ  លៅលលីកនលះបនាេ ត់រ ះម ំ  ។ រំ  ំ នន
ភារដ្ឋច់ដដលមិនអចលចាលបាននន  លរលៅថ្នដផនកដ្ឋច់ (Branch cut)។ ជាឧទាហរ ៍ដផនក
ដ្ឋច់ រឺ (រូបទ្ី ២.៣) នងិដផនកដ្ឋច់ រឺជាកនលះបនាេ ត់រ ះម ំ  (រូបទ្ី២.៤) ។ 
២.៣. អនគុមន៍វិភាគ (Analytic function) 
 និយមន័យ៤៖ តាង  កំ ត់លៅលលីរំ  ំ រងលបកី  នន  និងតាង  ។ លយងីអច

និោយថ្ន មានលដរលីវក ំផលិចស្តង់ចំ  ច លបីលីមីត កំ ត។់ 

លបីលៅកន ងករ ីលនះ លនាះរូបមនតខាងលលីលៅថ្នលដរលីវក ំផលិចនន ស្តង់  កំ ត់ររលររលដ្ឋយ 

f 0z =

( ) ( ) ( )Log ln Arg , Arg , 0z z i z z z = + −   
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( ) ( ) ( )f z u z iv z= + 0z z= 0z

u v Arg z

, 0z y y=  Log z
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Log z log z 

0z = z log z

z Log z

log z z

0z = z 

log z

Log z ( ,0− log z 

f U 0z U

f 0z
( ) ( )

0

0

0

lim
z z

f z f z

z z→

−

−

f 0z

រូបទី្២.៣ រូបទី្២.៤ 
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 ឬ  ។ លរអចនិោយបានថ្ន  រឺវភិារលៅលលី  លបីវា

មានលដរលីវក ំផលិចស្តង់ស្រប់ច ំ ចលៅកន ង  ។ លយងីអចនិោយថ្ន  រឺជាចំ  ចវភិារស្តង់  លៅកន ង
លបីវារឺវភិារលៅលលីវរ័រ ីណាលបីមួយចំនួននន ដដលផេ កលៅកន ង ។ 

 និយមន័យ៥៖ អន រមន៍វភិារកំ ត់លៅលលីបលង់ក ំផលិច  ស្តូវបាននិោយថ្នជាប់។ 
ឧទាហរ ៍១៨៖ បរហ ញថ្នអន រមនខ៍ាងលស្កាមរឺជាប់ និងរកលដរលីវរបរ់វា។ 
  

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីលស្បីផលលធៀបននផលរងលដីមបរី នាលដរលីវ 

 កំ ត់  លៅកន ងបលង់ លដ្ឋយ  រឺចនំួនលថ្រ លហយី
 ចំល ះស្រប់ ។ 

លរបាន លនាះលីមីត លរបាន  

ដូលចនះ  និងលរបាន វភិារលៅលលី  ឬជាប់។ 
 កំ ត់ លៅកន ងបលង់ លយងីមាន៖ 

  

ដូចលនះ លនាះលរបាន ជាប់។ 
កំ ត់ លៅកន ងបលង់ លយងីមាន៖ 

  

 ដូចលនះ លនាះលរបាន ជាប់។ 
ជាទូ្លៅលបី ជាចំនួនលថ្រ លយងីមាន  
ដូចោន ដដរលយងីមាន  

 ស្ទ្ឹរតីបទ្៣៖ អន វរមន៍វភិារកំ ត់លៅលលីរំ  ំ រងលបីកននបលង់ក ផំលចិរឺជាអន រមន៍ជាប់។ 
រស្មាយបញ្ា ក់ 

តាង  ជាចំ  ចលៅកន ងរំ  ំ លបីក  និងតាង  ជាអន រមន៍វភិារលៅលលី  ។ លយងីស្តូវ
បរហ ញថ្ន  ។ ការលស្បីលីមីតននផលរ  ជាផលរ  ននលីមីត លនាះលរ

បាន៖ 
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 ដូចលនះ ជាអន រមន៍ជាប់ស្តង់ ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្៤៖ ឧបមាថ្ន  និង ជាអន រមនវ៍ភិារលៅលលីរំ  ំ រងលបីក ននបលង់ក ំផលិច លហយី 
តាង ជាក ំផលិចលថ្រ។ 

លបី  និង វភិារលៅលលី ចំល ះ លរបាន៖ 

 
លបីអន រមន៍ វភិារលៅលលី ចំល ះ លរបាន៖ 

 

លបីអន រមន៍ វភិារលៅលលី ចំល ះ  

លរបាន៖   

រស្មាយបញ្ា ក់ 
 លដ្ឋយលស្បីនិយមន័យលដរលីវ និងភារជាប់នន លយងីមាន៖ 

 

 

   

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0g z f z f z g z = +

 

 
ចំល ះ លបីយក លយងីចំណាថំ្នលដ្ឋយ ស្តង់ លនាះចំល ះ 

 

លយងីមាន លហយី  

លនាះចំល ះ ក ំត់ររលររលដ្ឋយ៖ 
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ដដលលរស្តូវលស្បីភារជាប់នន ស្តង់  និង ចំល ះ ។ 

ឧទាហរ ៍១៩៖ បរហ ញថ្ន ជាប់ និង ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 ករ ី បានបរហ ញរចួលៅកន ងឧទាហរ ៍១៨។ 
 ឧបមាថ្នវារតិរហូតដល់ វារិត លនាះលរនឹងបរហ ញឱ្យរិត រឺស្តូវបរហ ញថ្ន  
 លយងីមាន លដ្ឋយលធវីលដរលីវននផលរ  លរបាន៖ 

   

 ដូចលនះ ជាអន រមន៍ជាប ់និង រិត។ 

ឧទាហរ ៍២០៖ ចូររកលដរលីវក ំផលិចននអន រមន៍  និងកំ ត់ ជា 

អន រមន៍វភិារ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីលស្បីរូបមនតផលដចក នងិផលរ  ចលំ ះការរ នាលដរលីវ លនាះលរបាន 
   

  

     

 អន រមន៍លនះរឺវភិារលៅលលី ស្តង់ភារដបង នន លធវីឱ្យរូនយ។ 
 រំល ី២៖ តាង  ជាចំនួនរត់រ ឡឺាទ្ីបវជិាមាន។ រហ ធាដឺលស្កទ្ី ដដល 

 ជាអន រមនជ៍ាប់ លហយីលដរលីវរបរ់វារឺ 
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អន រមន៍រនទិាន   ដដល   និង   ជារហ ធាលហយីវាជាអន រមន៍វភិារ

ស្តង់ស្រប់ចំ  ច  ដដល  លហយីលដរលីវរបរ់វារឺ៖ 

  

មិនស្រប់អន រមន៍តនមលក ំផលចិជាអន រមន៍វភិារ។ ចំល ះអន រមន៍  និង មិនដមន
ជាអន រមន៍វភិារលទ្។  
ឧទាហរ ៍២១៖ បរហ ញថ្នអន រមន៍ខាងលស្កាម៖ 
     
មិនមានលដរលីវក ំផលិចលៅស្តង់ចំ  ចនមីួយៗលៅកន ង ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

  កំ តច់ំ  ចនឹង  មួយលៅកន ងបលង់។ លយងីនឹងបរហ ញថ្នលីមីត   រឺ

ោម នលីមីត។ លយងីល ញីថ្ន ខ្ិតជិតទ្រិលៅរីរដូចកន ងរូបទ្ី២.៥  
ចំល ះ លៅលលី លយងីមាន 
  រីលស្ ះ ជាចំនួនរិតលនាះលរបាន៖ 

     

ចំល ះ លៅលលី លយងីមាន 
  
លដ្ឋយ ជាដផនកនិមមិតលនាះលយងីបាន៖ 

    

លដ្ឋយលីមីតលៅតាមបលណាត យ វាមិនលរមីលីមីតលៅតាមបលណាត យ លយងីអចរននិដ្ឋា នបានថ្ន 

 រឺោម នលីមីត។ លរបានអន រមន៍  រឺមិនវភិារស្តង់   លទ្។ លដ្ឋយ  ជាតនមលណាមួយ

ដដលយកលៅតាម លហយីវាោម នកដនលងណាដដលវភិារបានលទ្។ 
 លយងីយកតាមដូចលៅកន ង  និងលស្បីទ្ិរលៅលៅតាមបលណាត យ 
 និង ។  

ចំល ះ  លៅលលី លរបាន   
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1 11 1n n
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ចំល ះ លៅលលី លរបាន   
លនាះលយងីកំ ត់ររលររលដ្ឋយ៖ 

   

    និង  

 
ចំល ះ លយងីមាន ចំល ះ   

ដូចលនះ លដរលីវនន   រឺោម នលីមីតស្តង់   លទ្។ លដ្ឋយ  ជាតនមលណាមួយលយងីអចរននិដ្ឋា នបាន
ថ្នោម នកដនលងណាដដលវភិារបានលទ្។ 
 មានការស្សាយបញ្ា ក់លដ្ឋយរហ័រនន លដ្ឋយដផអកលលីលទ្ធផល  និងតាមឯកលកខ ៈ 
ភារ ។ លបី  មានលដរលីវស្តង់  លនាះតាមលកខ ៈននលដរលីវវារួរដត  មានមាន 
លដរលីវស្តង់ ដដលជាការផេ យលៅនឹងរំ ួរ ។ 
 ឧបមាថ្ន  មានលដរលីវក ំផលិចស្តង់ចំ  ច  និងតាង 

  

លនាះ   លរល   រីលស្ ះរមីការផលដកលៅកន ង   ខ្ិតលៅរក   ចំល ះ
ការលដ្ឋះស្សាយរមីការ  លនះលយងីបាន៖ 

 ជារមីកាលីលនដអ៊ារនន   
 កលនាមបរហ ញថ្នចំ  ចដកបរៗដដល   ជាអន រមន៍វភិារ លហយី  ស្បដហលជាអន រមន៍
លីលនដអ៊ារ។ ដូចលនះរំល ីដដលផេ យរឺរតិ។ 
រំល ី៣៖ តាង  ជារំ  ំ រងលបីកនន ។  ជាអន រមន៍ លៅលលី  មានលដរលីវក ំផលិចស្តង ់
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ចំ  ច ល ះស្តាដតមានចំនួនក ំផលិច  និងអន រមន៍ កំ ត់លដ្ឋយ៖ 
  

និង លរល  លនាះលរបាន ។ 
រស្មាយបញ្ា ក់ 

លយងីមានទ្ិរលៅមួយ ចំល ះទ្ិរលៅលផសងលទ្ៀត ឧបមាថ្ន  អចររលររជាទ្ស្មង ់
លនាះកន ងករ ី  លរបាន 

  

លរលលីមីត និង  លយងីអចរននិដ្ឋា នបានថ្ន កំ ត់ នងិលរមី ។ 
២.៤. ទេរទីវច្នអនុគមន៍នំនួនពិតពីរអទលរ 
 ២.៤.១. ភាពមានទេរទីវស្រតង់មយួនំណុន 

និយមន័យ៦៖លរឱ្យ  កំ ត់ស្តង់វរ័រ ីណា  នន   លរ
ថ្ន មានលដរលីវ ឬមានឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលស្តង់ កាលណា៖ 

 
លីមីតលនះលៅថ្នលដរលីវនន ស្តង់ តាង រ ឺ

 

លដ្ឋយតាង  
ដូចលនះ លបី មានលដរលីវ ស្តង់ លរបាន៖ លរបាន 

 

  ឬ  ( )****   
ឧទាហរ ៍២២៖ រ នាលដរលីវខាងលស្កាមតាមនិយមន័យ៖ 

         

ដំលណាះស្សាយ 
   លរបាន 
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           ( )0

0

2
lim
h

h z h
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+
=  

     
( )0

0

0

lim 2

2

h
z h

z

→
= +

=
  

 ដូចលនះ ។ 
 

លរបាន 

  

ដូចលនះ  ោម នលីមីតស្តង់ ។ 
 

លរបាន 

 

 

  

0 0 0 0 0 0

0
lim
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z z z h hz hh z z

h→

+ + + −
=

 

 

    

ដូចលនះ  មានលដរលីវស្តង់ រឺ  
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 ស្ទ្ឹរតីបទ្៥៖  មានលដរលីវស្តង់  ជាប់ស្តង់  លស្ ះ  លបី  មានលដរលីវ  ស្តង់
លរបាន  
ស្ទ្ឹរដីបទ្៦៖ ដូចអន រមនរ៍ិតដដរលនាះលរបាន៖ 

❖ លបី មានលដរលីវស្តង់ 0z និង លរបាន 
•  

    

❖ លបី  

  

វបិាក៖  
ចំល ះលដរលីវអន រមន៍រហ ធា និងស្បភាររនិទាន 

  

 រហ ធា 

       

២.៤.២ ភាពមានទេរទីវច្នេណំុំទរើក 
 និយមន័យ៧៖ លរឱ្យ  កំ ត់លលីរំ  ំ លបកី និង លរថ្ន ជាអន រមន ៍

វភិារស្តង់ កាលណាវាមានលដរលីវស្តង់ កន ងថ្នរលបីកផចិត ដដលលៅកន ង ។ 
ឧទាហរ ៍២៣៖ ជាអន រមន៍វភិារស្តង់  

       ជាអន រមន៍វភិារស្តង់  

 លកខខ្ ា កូរ ីរមីា៉ា ន់ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៖លរឱ្យ កំ ត់លលី 

រំ  ំ លបីក នងឹ និង  លរបាន៖ 
មានលដរលីវ  ស្តង់  មានលដរលីវលដ្ឋយដផនកស្តង់ 
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( )0 0,x y លរបាន ឬ  ។ 

ឧទាហរ ៍២៤៖ ចូររ នាលដរលីវននអន រមន៍ខាងលស្កាម៖ 
      

 

     

   
ដំលណាះស្សាយ 

 

លរបាន   

 

ដូចលនះ  ។ 

 

លរបាន  
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ដូចលនះ ។ 

 

លរបាន  

 

ដូចលនះ  ោម នលដរលីវ។ 

 

លរបាន  

 

ដូចលនះ  

រូបមនតលដរលីវកន ងស្បរ័នធប៉ាូដល 
លរឱ្យ  
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មា៉ា ស្ទ្ីរបតូរលដ្ឋយ  

លរបាន                

ដូចោន ដដរ           

ដតតាមកូរ ីរមីា៉ា ន់  

តាម  និង លនាះលរបាន  ជាកូរ ីរមីា៉ា ន់ចំល ះស្បរ័នធកូអរលនប៉ាូដល។ 

         

 

  

 ដូចលនះ  
ឧទាហរ ៍២៥៖ ចូររ នាលដរលីវអន រមន៍ខាងលស្កាម៖ 

    

ដំលណាះស្សាយ 

1.  
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ដូចលនះ ។ 

2.  

 

  

ដូចលនះ ។ 

២.៥. េមកីារកេូុរីមីា ន់ 
 លកខខ្ ា ចាបំាច់ចំល ះអន រមន៍  ជាអន រមន៍វភិារស្តង់ស្រប់ចំ  ចលៅកន ង 

ដដន  រឺ៖    
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រស្មាយបញ្ា ក់ 
តាង  ជាអន រមន៍វភិារ និង  ជាកំល ីនលៅកន ង  និង ដដលស្តូវោន លៅនឹង 
កំល ីន  លៅកន ង  និង  លរៀងោន ។ 

    

លដ្ឋយ  ជាឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលស្តង់ចំ  ចនមីួយៗននដដន   លហយី  ខ្ិតលៅជិត  លៅតាម
បលណាត យរនលងលផសងៗ។ ចូររិនិតយលៅលលីរនលងរីរដូចខាងលស្កាម៖ 
 (1). ស្របអ័កសអប់រ ីរ  លរបាន៖ 

     

 ជំនួរចូលកន ងរមីការ  លរបាន៖ 

     

 (2). ស្របអ័កសអរលដ្ឋន  លរបាន៖ 

            

 ជំនួនចូលកន ងរមីការ លរបាន៖ 

     

     

លដ្ឋយ ជាឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលលនាះតាមរមីការ  និង លរបាន៖ 
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លដ្ឋយឱ្យដផនករិតលរមីនិងដផនករិត លហយីដផនកនិមិមតលរមនីិងដផនកនិមិមតលយងីបាន៖ 

  

 រមីការលនះលៅថ្នរមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់។ 
❖ លកខខ្ ា ស្រប់ស្ោន់ចំល ះ ជាអន រមន៍វភិារ 

ចំល ះអន រមន៍  លបីមានលដរលីវលដ្ឋយដផនក   និង  រឺជាប់លៅ

កន ងដដន  និង លនាះអន រមន៍ រឺអន រមន៍វភិារ។ 

ឧទាហរ ៍២៦៖ ចូរក ំត់ថ្នលតី ជាអន រមន៍វភិារដដរឬលទ្?  

ដំលណាះស្សាយ 

តាង   

លដ្ឋយឱ្យដផនករិតលរមីដផនករិត និងនិមមិតលរមីដផនកនិមមិតលយងីបាន៖ 

     

   

   

ដូលចនះ  និង  ។ 

 លនាះរមីកាកូរ ីរមីា៉ា ន់រឺស្តូវបានបំលរញលកខខ្័ ា ។ ដូចោន ផងដដរលដរលីវលដ្ឋយដផនករឺជាប់លលីក 

ដលងស្តង់  ។ លនាះ  រឺអន រមន៍វភិារស្រប់ទាងំអរ់លលីកដលងស្តង់  ។ 

 ដូចោន ដដរ    

ការបរហ ញមតងលទ្ៀតថ្ន  រឺកំ ត់ស្របទ់ាងំអរ់លលីកដលងស្តង់ ។ លរបាន  រ ឺ

អន រមន៍វភិារស្រប់ទាងំអរ់លលីកដលងស្តង់  ។ 
ឧទាហរ ៍២៧៖ ចូរក ំត់ថ្នលតីអន រមន៍  ជាអន រមន៍វភិារឬមិនវភិារ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
តាង   

u v u v

x y y x

   
= = −

   

( )f z

( )f z u iv= + , ,
u u v

x y x

  

  

v

y





R ,
u v u v

x y y x

   
= = −

   
( )f z

1

z

( ) 2 2

1 1 x iy
w f z u iv u iv

z x iy x y

−
= = + =  + = =

+ +

2 2 2 2
,

x y
u v

x y x y

−
= =

+ +

( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2

1 2 2
,

x y x xu y x u xy

x yx y x y x y

+  −  −  −
= = =

 + + +

( ) ( )

2 2

2 2
2 2 2 2

2
,

v xy v y x

x yx y x y

  −
= =

 + +

u v

x y

 
=

 

u v

y x

 
= −

 

( )0,0
1

z
0z =

2

1dw

dz z
= −

dw

dz
0z =

1

z

0z =

( )2 22xy i x y+ −

( ) ( )2 22f z xy i x y= + −
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ឱ្យដផនករិតលរមីដផនករិត នងិដផនកនិមិតតលរមីដផនកនិមិតតលយងីបាន៖ 
   

   

លរបាន  លនាះរមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់មិនបំលរញលកខខ្ ា លទ្។ 

ដូចលនះ  មិនវភិារលទ្។ 
ឧទាហរ ៍២៨៖ បរហ ញថ្ន មិនវភិារស្រប់ទាងំអរ់លទ្។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន  

      

  

  

   

លរបាន  លនាះរមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់មិនបំលរញលកខខ្ ា លទ្។ 

ដូចលនះ  មិនវភិារស្រប់ទាងំអរ់លទ្។ 
ឧទាហរ ៍២៩៖ ចូររកដដនននអន រមន៍វភិារនន  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីមាន  

       

( )2 22u iv xy i x y+ = + −

2 22 ,u xy v x y= = −

2 , 2

2 , 2

u v
y x

x x

u v
x y

y y

 
= =

 

 
= = −

 

,
u v u v

x y y x

   
 −

   

( )f z

( )f z z z=

( )f z z z=

( ) 2 2

2 2 2 2

u iv x iy x y

x x y iy x y

+ = + +

= + + +

2 2 2 2,u x x y v y x y = + = +

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

1 1
2 , 2

2 2

2

u v
x y x x y x

x xx y x y

x y xy

x y x y

 
 = + +   =  

 + +

+
= =

+ +

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

1 1
2 , 2

2 2

2

u v
x y x y y y

y xx y x y

xy x y

x y x y

 
 =   = + +  

 + +

+
= =

+ +

,
u v u v

x y y x

   
 −

   

( )f z

( ) ( ) ( )
2

2f z x y i x y= − + +

( ) ( ) ( )
2

2f z x y i x y= − + +

( ) ( )
2

2u iv x y i x y+ = − + +
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 លស្បៀបលធៀបដផនករិត និងដផនកនិមិតតលរបាន៖ 

     

 ស្រប់ដផនកលដរលីវរឺជាប់ទាងំអរ់ លហយីចំល ះ  លដីមបបីានជាអន រមនវ៍ភិារ   នងិ  បំលរញ
លកខខ្ ា ជាកូរ ីរមីា៉ា ន់លរបាន៖ 

     

 ជាអន រមន៍វភិារស្រប់ចំ  ចដដលបំលរញលកខខ្ ា ។ 
ដូចលនះ ដដនននអន រមន៍វភិាររឺជាបនាេ ត់ ។  
ឧទាហរ ៍៣០៖ បរហ ញថ្នអន រមន៍ ជាអន រមនវ៍ភិារ និងរកលដរលីវរបរ់វា។ 

ដំលណាះស្សាយ 
តាង លនាះលរបាន៖ 
   

  

លយងីល ញីថ្ន   លនាះវាជាកូរ ីរមីា៉ា ន់លហយីបំលរញលកខខ្ ា  និង

លដរលីវរបរ់រឺជាប់។ 
 លរបាន ជាអន រមន៍វភិារ។ 

  និង   

  

( ) ( )

( )

( )

2
, 2

2 , 2

2 , 2

u x y v x y

u v
x y

x x

v v
x y

x y

= − = +

 
= − =

 

 
= − − =

 

( )f z u v

( ) ( )

,

2 2 , 2 2

1 , 1

u v u v

x y y x

x y x y

x y x y

   
= = −

   

− = − − = −

− = − =

( )f z 1x y− =

1x y− =

( )cos sinxe y i y+

( )cos sinxu iv e y i y+ = +

cos , sinx xu e y v e y= =

cos , sin

sin , cos

x x

x x

u v
e y e y

x x

u v
e y e y

y y

 
 = =

 

 
= − =

 

,
u v u v

x y y x

   
= = −

   

( )cos sinxe y i y+

( ) ( )cos sinxf z u iv e y i y= + = + cos , sinx xu v
e y e y

x x

 
= =

 

( )

( )

cos sin

cos sin

x x

x

x iy

x iy z

u v
f z i e y ie y

x x

e y i y

e e

e e+

 
 = + = +

 

= +

= 

= =
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 ដូចលនះ  ។ 
ឧទាហរ ៍៣១៖ ចូររភិាកាការវភិារននអន រមន៍  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លរមាន  

   

លៅស្តង់រល់តស្មុយ   

     

ដូចោន ដដរ    

    

លនាះ  និង ។ 

លរបានរមីការរមីា៉ា ន់ស្តូវបានបំលរញលកខខ្ ា លៅស្តង់រល់តស្មុយ។ 

     

តាង  លៅលលីបនាេ ត់  លនាះលរបាន៖ 

    

ដូលចនះ  មានដតមួយ។  
ដូចលនះអន រមន៍  ជាអន រមន៍វភិារស្តង់  ។ 
ឧទាហរ ៍២២៖ បរហ ញថ្នអន រមន៍  ដដល 

  

បំលរញលកខខ្ ា រមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់ស្តង់ ។ លតីអន រមន៍វភិារស្តង់ ដដរឬលទ្? 
ដំលណាះស្សាយ 

លរបាន   

( ) zf z e =

( )f z zz=

( ) ( )( ) 2 2 2 2 2f z zz x iy x iy x i y x y= = + − = − = +

( ) 2 2

2 2 , 0

f z x y u iv

u x y v

 = + = +

= + =

( ) ( ) 2

0 0

0 ,0 0,0
lim lim 0
h h

u h uu h

x h h→ →

+ −
= = =



( ) ( ) 2

0 0

0,0 0,0
lim lim 0
k k

u k uu k

y k k→ →

+ −
= = =



( ) ( )
0

0 ,0 0,0
lim 0
h

v h vv

x h→

+ −
= =



( ) ( )
0

0,0 0,0
lim 0
k

v k vu

y k→

+ −
= =



u v

x y

 
=

 

u v

y x

 
= −

 

( )
( ) ( ) ( )2 2

0 0

00
0 lim lim

z z

x yf z f
f

z x iy→ →

+ −−
 = =

+

0z → y mx=

( )
( ) ( )2 2 2 2

0 0

0 1
0 lim lim 0

1x x

x m x m x
f

x imx im→ →

+ − +
 = = =

+ +

( )' 0f

( )f z 0z =

( )f z u iv= +

( )
( ) ( )3 3

2 2

1 1
, 0

0 , 0

x i y i
z

f z x y

z

 + − −


= +
 =

0z = 0z =

( )
( ) ( )3 3

2 2

1 1x i y i
f z u iv

x y

+ − −
= = +

+
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លដ្ឋយលធវីឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលតនមលនន  ស្តង់  លយងីបាន 0

0
ដូលចនះលយងីអន វតតន៍ 

រូបមនតលោលទ្ីមួយ។ 
លៅស្តង់រល់តស្មុយលរបាន៖ 

       (លៅលលីអ័កសអប់រ ីរ) 

   (លៅលលីអ័កសអរលដ្ឋលន) 

       (លៅលលីអ័កសអប់រ ីរ) 

       (លៅលលីអ័កសអរលដ្ឋលន) 

លយងីល ញីថ្ន  និង រមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់បំលរញលកខខ្ ា ស្តង់  

ចំល ះ   

       

តាង  លៅតាមបលណាត យ លរបាន៖ 

  ( )
( )3 3 3 3

2 20

1
0 lim

x

x y i x x
f

x x x ix→

− + +  
 =   

+ + 
  

       

តាង  លៅតាមបលណាត យ លរបាន៖ 

3 3 3 3

2 2 2 2
,

x y x y
u v

x y x y

− +
 = =

+ +

, , ,
u u v v

x y x y

   

   
( )0,0

( ) ( )

3

2

0 0

0 ,0 0,0
lim lim 1
h h

h
u h uu h

x h h→ →
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

( ) ( )

3

2

0 0

0,0 0,0
lim lim 1
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u k uu k
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
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3

2
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3

2
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0,0 0,0
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x y

 
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 

u v

y x

 
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 
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( )
( ) ( )

( )3 3 3 3
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0 0

0
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0 lim lim
z z

x y i x y

f z f x y
f

z x iy→ →
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 
  

( )3 3 3 3
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1
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z

x y i x y

x y x iy→
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 = 

+ +  
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( )
( )

( )
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( ) ( )
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1
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2 1 1

1 1 1
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x y i x x
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 =  
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= = = +
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តាម  និង  លយងីល ញីថ្ន រមឺិនមានដតមយួលទ្។  
ដូចលនះអន រមន៍  មិនដមនជាអន រមន៍វភិារស្តង់ ។ 
២.៦. េមកីារកេូុរីមីា ន់កៃងុទស្រមង់រ ូថ្ល 
 លបី ជាអន រមន៍វភិារដដល  និង ជាអន រមន៍នន  និង   
លនាះលរបាន៖ 

  

រស្មាយបញ្ា ក់ 
លយងីមាន  

       
លធវីលដរលីវរមីការ លធៀបនឹង  លយងីបាន៖ 

     

លធវីលដរលីវរមីការ លធៀបនឹង លយងីបាន៖ 

      

លដ្ឋយ  មានឌ្លីផរ ៉ាង់ដរយលលនាះ ស្តូវដតមានដតមួយ។ 
ផេឹមរមីការ  និង  លយងីបាន៖ 

     

លស្បៀបលធៀបដផនករិត និងដផនកនិមិតតលយងីបាន៖ 
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 
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  
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 
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  
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   
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   
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ឧទាហរ ៍៣៣៖ ចូររកដផនករិត និងដផនកនិមិតតនន  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន   

           

    
ដូចលនះ ដផនករិតរឺ  និងដផនកនិមិតតរឺ  ។ 
ឧទាហរ ៍៣៤៖ ចូររក ដដលអន រមន៍  ជាអន រមន៍វភិារ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន លរបាន៖ 
    
លដ្ឋយលស្បៀបលធៀបដផនករិត និងដផនកនិមតិតលយងីបាន៖ 
    
លដ្ឋយ  ជាអន រមន៍វភិារលហយីរមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់ស្តូវបានបំលរញលកខខ្ ា  

 

    

ដូចលនះ  ។ 

ឧទាហរ ៍៣៥៖ បរហ ញថ្ន ជាអន រមន៍វភិារស្រប់ចំ  ចទាងំអរ់លលីកដលងស្តង់ 

 និងរក ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

តាង លដ្ឋយ  
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លនាះលរបាន    

រមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់ស្តូវបានបំលរញលកខខ្ ា  
ស្រប់លដរលីវរឺជាប់ស្រប់ចំ  ចទាងំអរ់លលីកដលងស្តង់ (លស្ ះ ) 
ដូចលនះ  ជាអន រមន៍វភិារស្រប់ចំ  ចទាងំអរ់លលីកដលងស្តង់ ។ 
លដ្ឋយ  លធវីលដរលីវលធៀបនឹង  លរបាន៖ 

    

    

 ដូចលនះ ។  

ឧទាហរ ៍៣៦៖ បរហ ញថ្ន  ជាអន រមន៍វភិារស្រប់ចំ  ចលលីកដលងដតស្តង់រល់ 
តស្មុយ និងរកលដរលីវរបរ់វា។ 

ដំលណាះស្សាយ 
តាង  លរបាន 
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លធវីការផេឹមអងាទាងំរីរលរបាន៖ 
    

   

  

លនាះលរបានស្ទ្ឹរតីបទ្កូរ ីរមីា៉ា ន់ស្តូវបានបំលរញលកខខ្ ា  

ប៉ា ដនត  មិនជាបស់្តង់  (មាននយ័ថ្ន ) 

លរបាន  ជាអន រមន៍វភិារស្រប់ចំ  ចលលីកដលងស្តង់រល់តស្មុយ   
លនាះលរបាន      
លធវីលដរលីវអងាទាងំរីរលរបាន 

      

២.៧. ទេរទីវច្ន  កៃងុទស្រមង់រ ូថ្លរ 
ទ្ស្មង់ទ្ី១៖  

លយងីដឹងថ្ន   

ប៉ា ដនត   
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ទ្ស្មង់ទ្ី២នន ៖  

   

         

          

  

ទាងំរីរទ្ស្មង់លនះលរបាន ។ 

ឧទាហរ ៍៣៧៖ លបី  ជាចំនួនរិត បរហ ញថ្ន  ជាអន រមន៍វភិារលលីកដលង
ស្តង់  និងស្តងល់ដរលីវរបរ់រឺ  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
តាង  លនាះលរបាន៖ 
   

 1 cos , sinn nu u
nr n nr n

r
 



− 
 = = −

 
  

   

  

លដ្ឋយ និង លនាះ  បំលរញលកខខ្័ ា រមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់។ 

លនាះ ជាអន រមន៍វភិារ លបី  កំ ត់ស្រប់តនមលកំ ត់នន ។ 
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លយងីមាន   

          

ដដលកំ ត់ស្រប់តនមលនន  រមួទាងំរូនយលលីកដលងស្តង់   នងិ  ។ 
២.៨. អនគុមន៍អាម នូិក (Harmonic function) 

 ស្ទ្ឹរតីបទ្៧៖ លបី  ជាអន រមន៍វភិារ លនាះទាងំ និង ជាអន រមន៍អម៉ាូនកិ។ 
រស្មាយបញ្ា ក់ 

 តាង ជាអន រមន៍អម៉ាូនិក លនាះលយងីមាន៖ 

     ជារមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់ 

 លធវីឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយល  លធៀបលៅនឹង  លយងីបាន   

 លធវីឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយល  លធៀបលៅនឹង  លយងីបាន   

 បូករមីការ  និង  លយងីបាន  

         

 ដូចោន ដដរ           

ទាងំ  និង  ជាអន រមនអ៍ម៉ាូនិកលដ្ឋយអន រមន៍  និង  លៅថ្នអន រមន៍អម៉ាូនិកឆ្ល រ់លប ី
ជាអន រមន៍វភិារ។ 

ឧទាហរ ៍៣៨៖ បរហ ញថ្ន  និង  ជាអន រមន៍អម៉ាូនិកនន ប៉ា ដនតវា 

មិនដមនអម៉ាូនិកឆ្ល រ់លទ្។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន  លរបាន៖ 
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 បំលរញលកខខ្ ា រមីការឡាផ្លល រ លរបាន ជាអន រមន៍អម៉ាូនិក 

    

     

      

តាម(1) និង(2)លយងីបាន   

  ស្តូវបានបំលរញលកខខ្ ា រមីការឡាផ្លល រផងដដរ លរបាន  ជាអន រមនអ៍ម៉ាូ
និកផងដដរ។ 

 ប៉ា ដនត    និង   

ដូចលនះ   និង  មិនដមនជាអន រមន៍អម៉ាូនកិឆ្ល រ់។ 
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លហំាតអ់នុគមន៍វភិាគ 
១. ចូររ នាលីមីតខាងលស្កាម៖ 

  

២. ចូររ នាលីមីត 

 

៣.លៅកន ងលំហាត់ខាងលស្កាម ចូរកំ ត់រំ  ំ ចំ  ចលបីអន រមនជ៍ាប់។ ចំល ះចំ  ចមនិជាប់ចូរ 
កំ ត់ថ្នលតវីាអចផ្លល រ់បតូរបាន ឬមិនបាន។ 

  

៤. លៅកន ងលំហាត់ខាងលស្កាមចូរកំ ត់រំ  ំ ធំបំផ តដដលជាអន រមន៍វភិារ នងិរ នាក ំផលចិលដរលីវ 
របរ់វា។  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 3

2

3

2

3
2 2

1 1

2 10
1

2

1 . 3 1 2 1 2 . 3 . Im
1

2 1
4 . 5 . 6 . 8

1 1

1 1
7 . 8 . 9 .

1 2 3 1 2 3

1
10 . 1 11 . 3 12 .

1

z
z z z z

i

z i
z i

z i z

z
z i z i z i i

z z i

z

− + − +
+

− + 
+ 

− + + 

− − − − + + + +

− − +

+

  

៥. ចូររ នាលីមីតលៅកន ងលំហាតខ់ាងលស្កាមដដលដដនកំ ត់របរ់វាជាមួយនឹងលដរលីវក ំផលិចលៅ 
ចំ  ចមួយ។ លៅកន ងលំហាត់ទ្ី 3–4 រូមលស្បីរវ័យរ  លោល។ 

( ) ( )

( ) ( )
2

2

2 0

4

22 0

2Re

0 3

1 0 0

1
1. lim3 2 1 2. lim 3. lim

cos

16 1 1
4. lim 5. lim 6. lim arg

2 1

7. lim 8. limRe sin 9. lim arg

10. lim 1 Im 11. limsin 12. lim

z i z iz z

z z i z

i z

z z i z

i

z

z z z

z
z z z

z z

z
z z

z z i z

ze z z z

z iz z ze

→ → + →

→ → →

→ → →−

→ → →

+ − +

−
−

− − +

+

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

2
2 3

3 2 3

22 1

1
1 lim 2 lim 3 lim

3 2 3 1

1 1 Log
4 lim 5 lim 6 lim

1 1

z z z

z i z z

z z i z i

iz z z z z i

z

z zz

→ → →

→ → →

 + + +
 

+ + + + − 

−

+ −

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

2 1
1 . 2 . 3 .

1 3 3 2

4 . Log 1 5 sin 6 . arg

7 . arg 8 .

z i z
z

z i z z

z z z

z
z z

z

− +

+ + + +

+
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( ) ( )

( ) ( )

100 99

1

3

0 1

1
1 . lim 2 . lim

1

1 1 1
3 . lim 4 . lim

11

z z i

z z

z z i

z z i

z

z zz z

→ →

→ →

− +

− −

−
−

−+

  

៦.ចូរកំ តអ់ន រមន៍ខាងលស្កាមជាអន រមន៍វភិារ៖ 

  

៧. ចូររកអលថ្រ  និង លបីអន រមន ៍

 ជាអន រមន៍វភិារ។ 

៨. ចូរកំ តត់នមល លបីអន រមន៍  ជាអន រមន៍វភិារ។ 

៩. ចំល ះតនមល លតីអន រមនខ៍ាងលស្កាមមួយណាខ្លះជាអន រមន៍វភិារ? 

  

១០. បរហ ញថ្ន  វាមិនដមនជាអន រមន៍វភិារលៅស្តង់រល់តស្មុយ 

លទាះបីរមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់ស្តូវបានបំលរញលកខខ្័ ា ស្តង់រល់តស្មយុក៏លដ្ឋយ។ 
១១. បរហ ញថ្នអន រមនខ៍ាងលស្កាមជាអន រមន៍អម៉ាូនិច៖ 

 ក.       ខ្.   

១២. លបី ជាអន រមន៍វភិារបរហ ញថ្ន៖ 

 ក.   

 ខ្.  

 រ.   

១៣. បរហ ញថ្ន  ជាអន រមន៍អម៉ាូនចិលៅស្រប់ដដនដដលមិនរប់បញ្ចូ ល
ស្តង់ចំ  ច ។ 
១៤. បរហ ញថ្នអន រមន៍ ( )cos sinxv e x y y y−= +  ជាអន រមន៍អម៉ាូនិក និងក ំតអ់ន រមន៍
វភិារដដលស្តូវោន ( )f z u iv= + ។ 
១៥. ចូររង់អន រមន៍វភិារននដផនករិតរឺ៖ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 31 . 2 . cos sin 3 . 4 . 5 . 2xxy iy e y i y z z z z z+ − + +

, , ,a b c d c

( ) ( ) ( )4 2 2 4 2 2 3 32 4 4f z ax bx y cy dx y i x y exy xy= + + + − + − +

p ( ) ( )2 2 11
log tan

2

px
f z x y

y

−  
= + +  

 

z

( ) ( ) ( )
2

2

2 2

4
tan

1 1

z z
i ii iii z

z z

−

+ −

( )
( )2

2 4
, 0

0 , 0

xy x iy
z

f z x y

z

 +


= +
 =

1tan
2

y−  
 
 

2 2log x y+

( )f z

( ) ( )
2 2

2 2

2 2
Re 2f z f z

x y

  
+ = 

  

( ) ( )
2 2

2 2

2 2
Im 2f z f z

x y

  
+ = 

  

( ) ( ) ( )
22

2

f z f z f z
x y

   
+ =   

    

( ) ( ) 2 2
log 1 2x y− + −

( )1,2
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

2 2

cos2 sin 2

cos cosh cos 2 sin

x

x

y
i ii e x y y y

x y

iii x y iv e x y y xy y

−
+

 − −
 

  

១៦. បរហ ញថ្នអន រមន៍ 2 2sin cosh 2cos sinh 4u x y x y x y xy= + + − + ជាអន រមន ៍
អម៉ាូនិក នងិរកអន រមន៍វភិារ ( )f z u iv= + ។ 
១៧. ចូររកអន រមន៍វភិារ ( )f z u iv= +  ដដល ( )2 3 cos sinxu v e y y+ = − ។ 
១៨. ចូររកអន រមន៍វភិារ ( )f z u iv= +  ដដល 

( ) ( ) 22 2 cos2 2 sin 2xu v e x y y x y y+ = + + −  ។ 

១៩. ចូររកអន រមន៍វភិារ z u iv= + លបី cos sin

2cos

y

y y

x x e
u v

x e e

−

−

+ −
− =

− −
 លរល 0

2
f

 
= 

 
។ 

២០. បរហ ញថ្នអន រមន៍ ( )2 2 2sinxyu e x y−= −  ជាអន រមនអ៍ម៉ាូនិក។ ចូររកអន រមនឆ៍្ល រ់ v  និង
បរហ ញថ្នu iv+ ជាអន រមន៍វភិារនន z។ 
២១. ចូររករនលងដកងននស្រួសារដខ្សលកាងខាងលស្កាម៖ 
 ( ) ( )3 3 cosxi x y xy ii e y xy c− − − =   
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ទមទរៀនទី៣៖ អាងំទតស្រកាលច្នអនុគមន៍អទលរកុំផ្ែិន 
៣.១.អាងំទតស្រកាលថ្ខែទកាងកៃងុរែង់ 

លៅកន ងករ ីននអលថ្ររិត រនលងននអងំលតស្កាល  រឺតាមអ័កសអប់រ ីររី  លៅ  ។ 

ប៉ា ដនតកន ងករ ីអន រមនអ៍លថ្រក ំផលិច  រនលងននអងំលតស្កាលកំ ត់  អចតាមដខ្ស
លកាងណាមួយរី លៅ ។ 

   

 លៅកន ងរមីការ ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3  ទ្ិរលៅនន  រឺខ្ រៗោន ។ តនមលរបរ់វាអស្រ័យលៅលលីដខ្សលកាង
ននអងំលតស្កាល។ ប៉ា ដនតតនមលននអងំលតស្កាលរី  លៅ  អវីដដលលៅរល់ដូចោន លៅនឹងដខ្សលកាងធមមតារី
លៅ ។ 

 លៅកន ងករ ីចំ  ចខាងលដីម និងចំ  ចបញ្ចបវ់ាស្តតួរ ីោន  ដូលចនះ  ជាដខ្សលកាងបិទ្ លហយីអងំ
លតស្កាលដបបលនះលៅថ្នរនលងអងំលតស្កាល និងក ំត់ររលររលដ្ឋយ ។ 

• លបី  លហយី  លយងីបាន៖ 
  

• លបីរនលង  មានរមីការបា៉ា រ៉ា ដម៉ាស្ត  ដដល លនាះលរបាន៖ 

   

ទ្ស្មង់ខាងលលីលនះ លៅថ្នទ្ស្មង់បា៉ា រ៉ា ដម៉ាស្តននអងំលតស្កាលដខ្សលកាងក ំផលិច។ 
• រមីការបា៉ា រ៉ា ដម៉ាស្តននរងវង់ដដលមានផចិតស្តង់ និងកាំ កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

 ដដល  
(រងវង់ដដលមានផចិតស្តង់  និងកាំ មានរមីការ ) 

• រមីការបា៉ា រ៉ា ដម៉ាស្តននអងកត់ដដលភាា ប់ចំ  ច និង ក ំត់លដ្ឋយ៖ 
 ឬ  

   

ឧទាហរ ៍១៖ ចូររ នា  តាមបលណាត យបនាេ ត់  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីមាន  លនាះលរបាន   
លដ្ឋយ មានឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលចំល ះស្រប់តនមលកំ ត់នន វាជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងបលង់  

( )
b

a
f x dx a b

( )f z ( )
b

a
f z dz

z a= z b=

( )

( )

( )

1

0 2

0 3

z x iy dz dx idy

dz dx y

dz idy x

= +  = +

= =

= =

ebI
ebI

dz

a b

a b

c

( )
C

f z dz

( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= + dz dx idy= +

( ) ( )( ) ( ) ( )
C C C C

f z dz u iv dx idy udx vdy i vdx udy= + + = − + +   

C ( ) ( ) ( )z t x t iy t= + a t b 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,
b

a
C

f z dz f z t z t dt z z t dz z t dt =   = =  

0z r

( ) 0

it
z t z r e= + 0 2 , cos sinitt e t i t  = +

0z r 0z z r− =

1z
2z

( ) ( ) 1 21 ,0 1z t t z z t t= − +   ( ) ( )1 2 1 ,0 1z t z z z t t= + −  

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1 2 11 ,0 1z t t z z t z z t z t z z z t t= − + = − + = + −  

2
2

0

i

z dz
+

 2

x
y =

( ) 2f z z= ( ) 2f z z =

( )f z z ( )z
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លរបាន មិនអស្រ័យននរនលង 

   

ឧទាហរ ៍២៖ ចូររ នា  លៅលលីរនលង៖ 
    

ដំលណាះស្សាយ 
   លៅលលីបនាេ ត់ លរបាន៖ 

    

 ដូលចនះ   

         

 ដូចលនះ ។ 

  លៅលលីបា៉ា រ៉ា បូល   
  លនាះលរបាន   
 លហយី  លៅចលនាល ះរី  លៅ  លរបាន 

2
2

0

i

z dz
+



( )

( )

( )

( )

2
3

2
2

0
0

3

3 2

3

1
2

3

1
8 6 12

3

1
8 6 12

3

1
2 11

3

i
i z
z dz

i

i i i

i i

i

+
+

=

= +

= + + +

= − − +

= +



( )
1

2

0

i

x iy dz
+

−
( ) ( ) 2. .a y x b y x= =

( )a y x=

( )1

dy dx dz dx idy

dz dx idx i dx

=  = +

 = + = +

( ) ( )( )
1 1

2 2

0 0
1

i

x iy dz x ix i dx
+

− = − + 

( )

( )

( )( )

1
3 2

0

1
3 2

1 1
1

3 2

1 2 3

6

5 1

6 6

x x
i i

i i

i i

i

 
= + − 

 

 
= + − 

 

+ −
=

= −

( )
1

2

0

5 1

6 6

i

x iy dz i
+

− = −
( )b 2 2y x dy xdx=  =

( )2 1 2dz dx idy dz dx ixdx ix dx= +  = + = +

x 0 1

រូបទី្៣.១ 
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ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍៣៖ ចូររ នា   តាមបលណាត យដខ្សលកាង  ដដលភាា ប់ចំ  ច   

និង  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន  

       

រមីការបនាេ ត់ កាត់តាមច ំ ច   និង រឺ៖ 

  

យកតនមល  និង  ជំនួរកន ង  លរបាន៖ 
 
 
( )212 4

C

z iz dz−

  

( ) ( )( )

( )( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1 1
2 2 2

0 0
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1
3 4
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1 2

1 1 2

1 1 2
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3 2
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1 5 1
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i
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x x
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 
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 

 
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 
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1

2

0

5 1

6 6

i
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+

− = +

( )212 4
C

z iz dz− C ( )1,1

( )2,3

( ) ( ) ( ) ( )
2212 4 12 4

C C

z iz dz x iy i x iy dx idy − = + − + +
  

( ) ( )

( )( ) ( )

2 2

2 2

12 2 4 4

12 12 24 4 4 1

C

C

x y ixy ix y dx idy

x y ixy ix y dx idy

 = − + − + +
 

= − + − + +





( )AB ( )1,1 ( )2,3

( )

( )

3 1
1 1

2 1

1 2 1

2 1 2

y x

y x

y x dy dx

−
− = −

−

− = −

 = −  =

y dy ( )1

( ) ( ) ( ) ( )
2 22

1
12 12 2 1 24 2 1 4 4 2 1 2x x ix x ix x dx idx = − − + − − + − +
 
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ឧទាហរ ៍៤៖ ចូររ នា  ដដល   ជារងវង់ផចិត   និងកាំ  ។ ចូររិភាកាករ ី

។ 
ដំលណាះស្សាយ 

រមីការរងវង់ រឺ  ឬ  ដដល  មានតនមលរី  លៅ  
      

  

          

ករ ី លយងីបាន៖ 

  

ឧទាហរ ៍៥៖ ចូររ នា ដដល រឺជាដផនក ក់កណាត លខាងលលីរងវង់ និងដផនក ក់ 

( )
2

2 2 2

1
12 48 48 12 48 24 4 8 4 1 2x x x ix ix ix x i dx = − + − + − − + − + 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

2
2

1

2
3 2

1

1 2 36 48 56 28 16

1 2 36 48 56 28 16
3 2

8 1 1
1 2 36 48 56 28 2 16 2 36 48 56 28 16

3 3 2

1 2 96 128 112 56 32 12 16 28 14 16

1 2 16 70

156 38

i i x i x dx

x x
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i i
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 
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 

 
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 
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= + − +
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

( )
n

C

z a dz− C a r
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iz a re − =  0 2

idz ire d  =

( )

( )  
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( )

( )

2

0

2 11

0

2
1

1

0

1
2 1

1

1

1
1
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e
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e
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
 

 









++

+

+

+
+

− = 

=  −

 
=  

+ 

 = −
 +

 



( ) ( )

( )

 

1

1

cos2 1 sin 2 1 1
1

1 0 1
1

0 1

n

n

r
n i n

n

r
i

n

n

 
+

+

= + + + −  +

= + −
+

=  −
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( )
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0 0
2

i
n

i

C
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
  − = = =  
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កណាត លខាងលស្កាមរងវង់ ។  
ដំលណាះស្សាយ 

យក   
ដផនកខាងលលីរងវង់ 

   

                .  

           

         

ដផនកខាងលស្កាមរងវង់ 

 

           

ឧទាហរ ៍៦៖ រ នាអងំលតស្កាលដខ្សលកាងលស្កាម៖ 
ជាធនូកនលះរងវង់ 

 ( ) ( )2 22 .

AB

I y dx x dy= − ដដល AB  ជាធនូ
1

4
លអលីប 

ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន  

លរបាន 

2 3z − =

3 3i i iz re e dz i e d   = =  = 

( ) ( )2 2

0

2 3

0

3 9 3

9 27

i i i

C

i i

z z dz e e ie d

ie ie d


  


 





− = −

 = − 

 



2 3

0

9 27

2 3

i ie e



  
= − 
 

2 39 9
9 9

2 2

i ie e    
= − − −   
   

( )

( )

2 3

2 3

cos sin9
2 1

2 1, 1

9
1 2 1 18

2

i

i i

i i

e i
e e

e e



 

 

  = +
= − +    = = − 

= + + =

( ) ( )
2

2 2 3

2

2 3

9 27

9
9

2

i i

C

i i

z z dz ie e d

e e


 





 



− = −

 
= − 
 

 

4 6 2 39 9
9 9

2 2

9 9
9 9

2 2

18

i i i ie e e e      
= − − −   
   

   
= − − +   
   

= −

( ) ( ) ( )1 . ,

AB

I x y dx x y dy AB= − + +  

 
cos

, 0,
sin

x R t
t

y R t


=


=
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ដដល ជាធនូ លអលីប 

លយងីមាន  

លរបាន 

 

+លបី ជាដខ្សលកាងបិទ្លរររលររ អងំលតស្កាលលលីដខ្សលកាងបិទ្ 

(តាមទ្ិររឺតាមទ្ិរលៅវជិាមានផេ យស្ទ្និចនា កិា) 
ឧទាហរ ៍៧៖ ចូររ នា ជារងវង់ឯកតា។ 

ដំលណាះស្សាយ 

លយបីាន  

លរបាន 

 

ខ្. លកខ ៈ 
(i). មិនអស្រ័យនឹងការលស្ជីរលររីយកការតាងរបា៉ា រ៉ា ដម៉ាស្តននលខ្សលកាង  

(ii).  

( )( ) ( )( )

( ) ( )

0

2 2 2

0

2

cos sin sin cos sin cos

sin sin cos cos sin cos

I R t R t R t R t R t R t dt

R t t t t t t dt

R







= − − + +  

 = − + +
 

=





( ) ( )2 22 .

AB

I y dx x dy= − AB
1

4

cos
, 0,

sin 2

x a t
t

y b t

=  
  =  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
3 3

0

2 2
2 2

0 0

sin cos

1 cos cos 1 sin sin

2

3

I ab b t a t dt

ab b t d t a t d t

ab a b



 

= − +

 
 

= − − − + − 
  

= − +



 

C ( ) ( ),
C C

Pdx Qdy Pdx Qdy
+

+ + 

( )3 3 ,

C

I y dx x dy C
+

= −

 
cos

, 0,2
sin

x R t
t

y R t


=


=

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
3 3

0

2

4 4 4

0

4

4

sin sin cos cos

sin cos

3 3

16 16

3

8

I R t R t R t R t dt

R t t dt

R

R





 



 = − −
 

= − +

 
= − + 

 

= −




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 AB

' ', ,

AB AB AB AB AB
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(iii).  លបី  

(iv). វរិមភារអងំលតស្កាល   

ឧទាហរ ៍៨៖ រ នា ដដល ឱ្យលដ្ឋយរូប 

 
ដំលណាះស្សាយ 

 

៣.២. អាងំទតស្រកាលមនិអាស្រេយ័គនែង (Independence of Paths) 
លបី  ជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងដដនកំ ត់  លហយី  និង  ជារីរចំ  ចននដដន  

លនាះលរបានអងំលតស្កាលនន  រីចំ  ច  លៅ  មិនអស្រ័យនឹងរនលងរី  លៅ  មាននយ័ថ្ន 
តនមលននអងំលតស្កាលដូចោន ទាងំអរ់។  

,

AB AC CB

C AB    = +  

( ) ( )
C c

f z dz f z dz 

( )2

AB

I y dx xdy= + AB

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

0 1
22 2 2

1 0

0 1

2 2 4 2

1 0

0 1

2 2 4

1 0

3
2

: , 1 0
1

: , 0 1
1

1 1 1 1

2 1 1 2 2

3 1 1 4

3

3 2

AC CB

x x
AC x

y x

x x
CB x

y x

I y dx xdy y dx xdy

x dx xd x x dx xd x

x x x dx x x x dx

x x dx x x dx

x
x

−

−

−

=
−  

= +

=
 

= −

= + + +

  = + + + + − + −
    

= + + + + − + −

= + + + − +

= + +

 

 

 

 
0 1

3 5

01

4 1

3 5

1 3 4 1
1 1

3 2 3 5

10 15 2 3

10 10

x x x x
−

   
+ − +   
  

   
= − − + − + − +   

   

− +
= = −

( )f z D 0z 1z D

( )f z 0z 1z
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រស្មាយបញ្ា ក់ 
 យក  
 លយងីបាន៖ 

   

  ដត (ស្ទ្ឹរដីបទ្កូរ ី) 

    

    

   លស្ ះ  

ដូចលនះ អងំលតស្កាលមិនអស្រ័យនឹងរនលងរី លៅ លទ្ ។ 
ឧទាហរ ៍៩៖ រ នា តាម៖ 
 ក.រនលង  អងកត់ភាា ប់ចំ  ច  និង   
 ខ្.រនលង  
 រ.រនលង តាមអ័កសអរលដ្ឋលនរី លៅ  បនាេ ប់មកតាមបនាេ ត់ស្របអ័កសអប់រ ីររី លៅ  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 
 ក.រនលង  អងកត់ភាា ប់ចំ  ច  និង  
  រមីការននរនលង  ៖ 

      

0 1 0C z Az B z=

( ) ( )

( ) ( )

0 1 0

0 1 1 0

C z Az Bz

z Az z Bz

f z dz f z dz

f z dz f z dz

=
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 

 

( ) 0
C

f z dz =

( ) ( )
0 1 1 0

0
z Az z Bz

f z dz f z dz + = 

( ) ( )
0 1 1 0z Az z Bz

f z dz f z dz = − 

( ) ( )
0 1 0 1z Az z Bz

f z dz f z dz =  ( ) ( )
1 0 0 1z Bz z Bz

f z dz f z dz− = 

0z 1z
1

2

0

i

z dz
+


C 0z = 1z i= +

2
:C y x=

C 0 i i 1 i+

C 0z = 1z i= +

C

( ) ( )

( )

2 22 2 2 2

,0 1

2

1

y x x

z x iy x ix x x ix

dz dx idy dx idx i dx

=  

= + = + = − +

= + = + = +
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  លយងីបាន៖ 
    

    ( )
1

2 1
3

i i= +    

      

 ដូចលនះ ។ 

 ខ្. រនលង  
  រមីការននរនលង ៖ 

      

  លយងីបាន៖ 

    

         

 ដូចលនះ ។  

 រ. យក  ដដល រី 0 លៅ  នងិ  រី i លៅ 1 + i 
  រមីការរនលង ៖ 

( )

( )

( )

( )

1 1
2 2

0 0

1
2

0
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0
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1
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 
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i
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=  
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 
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 
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 
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z idz
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  រមីការរនលង ៖ 
  1, 0 1y x=     
  ( ) ( )

2 22 2 1 2z x iy x i x ix= + = + = − +   
  dz dx idy dx= + =   
  លយងីបាន៖ 

   

 ដូចលនះ ។    

ចំណា៖ំ យក 1C  និង 2C  ជាដខ្សលកាងបិទ្មានទ្រិលៅវជិាមានដដល 2C  រេិតលៅខាងកន ង 1C  ។ លបី
ជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងដដនកំ ត់  ដដលមាន 1C  និង 2C  ទាងំរីរលហយីតំបន់លៅចលនាល ះ 1C  និង 2C

លនាះលរបាន  ។  

     

2 2 2 2

0,0 1

( ) ( )

x y

z x iy iy y

dz dx idy idy

=  

= + = = −

= + =

2C
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y x
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   
= − + − +   

   
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= − +





 



1

2
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2 2

3 3

i

z idz

+

−= +

( )f z

D

( ) ( )
1 2C C
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ជាទូ្លៅ៖ លបី  ជាដខ្សលកាងបិទ្មានទ្រិលៅវជិាមាន 
ដដលរេិតលៅដ្ឋច់ៗោន រីរៗ លៅកន ងដខ្សលកាងបិទ្ (មានទ្ិរលៅ
វជិាមាន) លហយី  ជាអន រមន៍វភិារលលីដខ្សលកាង  និងដផនក
ខាងកន ង លនាះលរបាន៖  

  ។ 

    
 
៣.៣. ស្រទេឹដរីទអាងំទតស្រកាលកេូុទីលើគនែងងាយ  
   (Cauchy’s Integral Theorem for Simple Paths) 

ស្ទ្ឹរដីបទ្កូរ ី៖ លបី ជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងដដនកំ ត់ លហយី ជារនលងបិទ្រេិតលៅ 
កន ងខាងដដន លនាះលរបាន  ។ 

• អងំលតស្កាលននអន រមន៍វភិារលលីរនលងបិទ្មានតនមលលរមីរូនយ ។ 
• បញ្ា ក់៖ ទ្ិរលៅននរនលង យកតាមទ្ិរលៅស្ចារនឹងស្ទ្និចនា កិា។ 

 លយងីស្សាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរដីបទ្កូរ ីខាងលលី លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរដីបទ្ង្គ្ហានី(Green Theorem) ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ង្គ្ហានី(Green)៖ លបី ជាដខ្សលកាងបិទ្រ័ទ្ធជ ំវញិដដន  លហយី និង  

មានលដរលីវលដ្ឋយដផនកលំដ្ឋប់មួយជាប់កន ងដដន លនាះលរបាន៖ 

 ដដល  ឬ  

 
រស្មាយបញ្ា ក់ 

 លយងីមាន៖  
    ជាអន រមន៍វភិារ 
           

 លយងីបានGreen៖    

1 2, ,..., nC C C

C

( )f z C

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

...

nC C C C

f z dz f z dz f z dz f z dz= + + +   

f D C

D ( ) 0
C

f z dz =

C

C R ( ),f x y ( ),g x y

R

( ) ( ), ,
C R

g f
f x y dx g x y dy dR

x y

  
+ = −     dR dxdy= dR dydx=

( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= +

z x iy

dz dx idy

= +

= +

រូបទី្៣.១១ 

រូបទី្៣.១០ 
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 ( ) ( ), ,
C R

g f
f x y dx g x y dy dR

x y

  
+ = − 

  
  , ,dR dxdy dR dydx= =   

    

             

      

  តាមលកខខ្ ា កូរ -ីរមីា៉ា ន៖់   

   

 ដូចលនះ  ដដល ជាអន រមន៍វភិារលលីរនលងបិទ្  ។ 

 ររ បមក៖ អងំលតស្កាលននអន រមន៍វភិារលលីរនលងបិទ្ មានតនមលលរមីរូនយ។ 
ឧទាហរ ៍១០៖ ក.បរហ ញថ្ន អន រមន៍ ជាអន រមនវ៍ភិារកន ងបលងក់ ំផលិច។ 

              ខ្.ទាញរកតនមលនន ដដលរនលងCជារងវង់ 1z = (ទ្ិរលៅវជិាមាន)។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 ក. ( )( ) (cos s ) cos si nn iz x iy x i x x xf z e e e e y e y i y e y ie y+= = = = + = +    

ដដល ( , ) , (cos sin, )x xu x y e y v x y e y= =  
 ខ្. លដ្ឋយ ( )f z  ជាអន រមន៍វភិារលលីរនលងC ដដលជារងវង់ 1z =  លនាះតាមស្ទ្ឹរដីបទ្ 

កូរ ីលរបាន ។ 

ឧទាហរ ៍១១៖ លស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្ង្គ្ហានីលដីមបរី នាអងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 
  ដដល  ជារនលងបិទ្រយជាមួយ 

ទ្ិរវជិាមាន។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 តាង  និង  លដរលីវលដ្ឋយដផនកទ្ីមួយនន  រជឺាប់ចំល ះស្រប ់

 លហយីលយងីអន វតតន៍ស្ទ្ឹរតីបទ្ង្គ្ហានីលយងីមាន   និង   តាមស្ទ្ឹរតីបទ្ង្គ្ហានី

 លយងីបាន    

 លយងីមាន  នងិ  តាមស្ទ្ឹរតីបទ្ 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
C C

f z dz u x y iv x y dx idy = + +  

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
C C

u x y dx v x y dy i v x y dx u x y dy= − + + 

R R

v u u v
dR i dR

x y x y

      
= − − + −   

      
 

,
u v u v

y x x y

   
= − =

   

( )

( ) 0 0 0

C R R

C

v v v v
f z dz dR i dR

x x y y

f z dz i

     
 = − + + −        

 = +  =

  



( ) 0
C

f z dz = f C

( ) z
f z e=

( )
C

f z dz

( ) 0
C

f z dz =

( ) ( ). .a xdx ydy b ydx xdy
 

+ − +  

( ).a ( ),P x y x= ( ),Q x y y= ,P Q

( ),x y 0
Q

x


=


0

P

y


=



0 0
D

xdx ydy dxdy


+ = = 

( ).b ( ),P x y y= − ( ), , 1, 1
Q P

Q x y x
x y

 
= = = −

 



96 

ង្គ្ហានីលយងីបាន៖ 
 (នផេស្កឡានន ) 

លបី   ជារងវង់ឯកតាមានទ្រិវជិាមានលនាះអងំលតស្កាលរឺលរមី 2 (នផេស្កឡាននថ្នរឯកតា)
2=  ។ 

 ៣.៣.២. ស្រទឹេតរីទកេូុទីលើគនែងងាយ 
   លរឱ្យដខ្សលកាង Jordan បទិ្រយមានឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលដដលកំ តប់ានដដនរយ៖ 

លបី  ជាអន រមន៍វភិារលលី  លនាះលរបាន
។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
តាមនិយមនយ័លរបាន៖  

តាមរូបមនតG.Rលរបាន៖  

 

តាមលកខខ្ ា កូរ ីរមីា៉ា នល់របាន    

  

កូរ ៉ាូដល៊ា១៖ លរឱ្យ  ជាដខ្សលកាង  បិទ្ទូ្លៅ(រូប៣.១២និងរូប៣.១៣) ដដលកំ ត់
លដ្ឋយដដន លហយី  ជាអន រមន៍វភិារលលី លនាះលរបាន៖ ( ) 0

C

f z dz = ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 

  
កន ងរូបទ្៣ី.១២ លរបំដបកដដនជាដដន រីរលដ្ឋយលស្បីធនូតាមស្ទ្ឹរដីបទ្ខាងលលីលរបាន៖  

2 2
D

ydx xdy dxdy

− + = =   D

( ) ( ) ( ) ( ), ,f z f x iy P x y iQ x y= + = + D C

( ) 0
C

f z dz =

( ) ( ) ( )
C C C

f z dz Pdx Qdy i Qdx Pdy= − + −  

( ) ( ) ( )
C C C

D D

f z dz Pdx Qdy i Qdx Pdy

Q P P Q
dxdy i dxdy

x y x y

+ +

= − + −

      
= − + + −   

      

  

 

P Q

x y

P Q

y x

 
=  


  = −

  

( ) 0
C

f z dz =

C Jordan

D ( )f z D C

D

រូបទី្៣.១២ រូបទី្៣.១៣ 
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 លស្ ះ ជាដដនរយ 
កន ងរូបទ្ី៣.១៣ លរបាន៖  

កូរ ៉ាូដល៊ា២៖ លរឱ្យDជាដដនមួយននបលង់ក ំផលចិនិង  ជាអន រមន៍វភិារកន ងD លបី និង ជា 
ចំ  ចរីរននដដនD លនាះលរបាន៖ មានតនមលលថ្ររឺមិនអស្រ័យរនលងកន ងD ដដល 

ភាា ប់រី  ។ 
រស្មាយបញ្ា ក់ 

 
លបី AMB និង ANBជារនលង២កន ង ដដលភាា ប់រី  (រូបទ្៣ី.១៣) លបតីាង 
C AMBNA= តាមកូរ ៉ាូដល៊ា១ លរបាន៖  

      

កូរ ៉ាូដល៊ា៣៖ លរឱ្យ  ជាដខ្សលកាងបិទ្រយមួយនិង  ជាដខ្សលកាងតូចៗដ្ឋច់ោន រីរៗ
ដដលរេិតលៅដផនកកន ងនន (រូបទ្ី៣.១៥) លបី ( )f z ជាអន រមន៍វភិារលលីស្រប់ដខ្សលកាងទាងំ 
អរ់និងលៅដផនកកន ងនន  ដដលលៅកន ង
លនាះលរបាន៖ 

។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
លរភាា ប់  លៅនឹង  លដ្ឋយអងកត់  និង

លៅ លដ្ឋយអងកត់  
កន ងរូបទ្ី៣.១៥យក
តាមទ្ិរវជិាមាន 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

0 0 0

C AA AMB BNE EB BE EBA

C C

f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz

f z dz f z dz
+ +

= = + + + +

= + = + =

      

 

1 2,C AMBEPA C BNEB= = 1 2&D D

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

0
C C CC

f z dz f z dz f z dz f z dz
+

= + + =   

( )f z A B

( )
AB

f z dz

A B→

D A B→

( ) ( ) ( ) 0

C AMB BNA

f z dz f z dz f z dz
+

= + =  

( ) ( ) ( )
AMB BMA ANB

f z dz f z dz f z dz K = − = =  

C 1 2, ,..., nC C C

C

C 1 2, ,..., nC C C

( ) ( )
1

0

k

n

k CC

f z dz f z dz
+ =

+ = 

C 1C 1 1 2L z z=
1C

2C 2 3 4 ,...L z z=

1 1 2 3 4 5 6 12 ,n T z z z z z z z= =  

រូបទី្៣.១៤ 

រូបទី្៣.១៥ 
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លរបាន

និងយកដខ្សលកាងបិទ្ តាមទ្ិរវជិាមាន លនាះលរបាន៖  
 

កូរ ៉ាូដល៊ា៤៖ លរឱ្យដខ្សលកាង បិទ្រយនិងលៅដផនកកន ងនន លរបាន៖ 

 ឬ   

ឧទាហរ ៍១២៖ រ នាអងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 
1. រ នា  ដដល ជាដខ្សកាច់ដដលភាា ប់ លៅ តាមស្ជុងចត លកា ដកង ABCD៖  

 
 

 

2. ( ) ( )
2

1 2 1 2

2

, ,zI e dz A a a ia B b b ib




−

= = + = +   

លរបាន 

 

លដ្ឋយ ( ) 3f z e= ជាអន រមន៍វភិារដដល ជាដខ្សកាច់  

លរបាន  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 32 3 4 5 6 1

0
L L Lz z z z z z

f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz+ + + + + =     

2 6 5 4 3 2 1 6T z z z z z z z=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 15 4 2 3 2 1 1 2

0
L L Lz z C z z C z z C

f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz
− − −  

+ + + + + =     

C C

2
oC

dz
i

z z


+

=
 2

oC

dz
i

z z


−

=


C

dz
I

z
=  C i− i

( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 1 ,A i B i C i D i− − +

( )
'

, ' : ,
2 2

it

C

dz
I C z t e t

z

 
= = −  

2

2

2

2

2 2

it

it

ie
I dt i i i

e









 


−

−

 
 = = = + = 

 


( )

( )

1 2

1 2 1 1 2 2

,

, ,

b

z z

a AB

I e dz e A a a ia

B b b ib a b a b

= = = = +

= +  

 

AB ( )1 2, ,AB AD DB D b a= 

( )

( )

2 1 1

1 2 2

: ,

: ,

AD z t t ia a t b

DB z t b it a t b

 = +  


= +  

( ) ( )

( ) ( )

1 2

2 1

1 2

1 2

2 1

1 2

2 1 1 1 2 2

1 2 1 2

2 1

z z

AD DB

b b

t ia b it

a a

b b

ia bt it

a a

ia b a b ib ia

b ib a ia

I e dz e dz

e d t ia e d b it

ie e dt ie e dt

ie e e e e e

e e

+ +

+ +

 = +

= + + +

= +

= − + −

= −

 

 

 
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3.  ជាកំរូលកាលរ  

លរបាន 

  

លដ្ឋយ ជាអន រមន៍វភិារ   
តាមរបូមនតកូរ ៉ាូដល៊ា៣លរអចជំនួរ លដ្ឋយ  

 

4.  

ឧទាហរ ៍១៣៖ បរហ ញថ្ន  និង  ជាចំនួនរត់រ ឡឺា 

ទ្ីប នងិ ដដល ជារងវង់  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

  តាង   

   ជារងវង់  ដដលមានផចិត  នងិកាំ  (ដូចរូប៣.១៦) 
   ចំល ះ  លរបាន  ជាបនាេ ត់លៅខាងកន ង 

រងវង់ ។ 
  តាង  ដដល  ជាអន រមន៍វភិារលៅខាងកន ង នងិលៅលលីរងវង់ ។ 
  លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាលកូរ ីលរបាន៖ 

    

តាង    
  លដ្ឋយ  ជារហ ធាវាជាអន រមន៍វភិារ 
លៅខាងកន ង និងលៅលលីរងវង់ លហយី  ជាបល់ៅខាង 

2
,

2 2
C

dz
I C

z z+

=
+ + ( ) ( ) ( )0,0 , 2,0 , 2, 2− − −

( )
( )

( )( )

22 2

1 1

2 2 1

1

1 1

1 1 1

2 1 1

f z
z z z i

z i z z

i z i z i

= =
+ + + −

=
+ − + +

 
= + 

+ − + + 

( )f z  1 i− − 

 0 : 1 1C z z i= + + =

( )2

1 1 1 1
0 2

2 2 2 1 1 2
C C

dz
I dz i

z z i z i z i i
 

+ +

 
= = + = − = − 

+ + + + + − 
 

2
: : 2

1
C

dz
I C z

z+

= =
−

2
C

dz
i

z a
=

− ( ) (0,
n

C

z a dz n− =

)1n  − C z a r− =

( ) ( ).a i
C

dz
I

z a
=

−

( )ii C z a r− = ( ),0a r

( )iii , 0z a z a a a r= − = − =  z a=

C

( )iv ( ) 1f z = ( )f z C

( )v

( )

( )

2

2 1

2

C

C

dz
i f a

z a

dz
i

z a

i







=
−

=
−

=





( ) ( ).b i ( ) ( )
n

f z z a= −

( )ii ( )f z

C ( )f z
រូបទី្៣.១៦ 
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កន ងរងវង់ ។ 
 លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាលកូរ ីលរបាន៖ 
     

ឧទាហរ ៍១៤៖ រ នា  ដដល  ជារងវង់ ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

(i) តាង  

(ii)  ជារងវង់ ដដលមានផចិតស្តង់ និងកាំ ដូចរូបទ្ី៣.១៧ 

 
(iii) ចំល ះ  លរបានបនាេ ត់  លៅខាងកន ងរងវង់ ។ 

ចំល ះ លរបានបនាេ ត់  លៅខាងកន ងរងវង់ ។  

(iv)  តាង   

ជាអន រមន៍វភិារលៅខាងកន ង នងិលលីរងវង់    

 

(v) លដ្ឋយលស្បីរូបមនតកូរ ីរមីា៉ា ន់លរបាន៖ 

  

(vi)   

C

( )iii

( ) 0
n

C

z a dz− =

( )( )

2cos

1 2
C

z
dz

z z



− − C
3

2
z =

( )( )

2cos

1 2
C

z
I dz

z z


=

− −

C
3

2
z = ( )0,0

3

2

3
1, 1 1

2
z z= = =  1z = C

3
2, 2 2

2
z z= = =  2z = C

( )
2cos

2

z
f z

z


=

−

( )f z C

( )( )

2

2

cos
cos 2

1 2 1
C C

z
z zdz dz

z z z


 −=

− − − 

( )
( )2

C

f z
dz if a

z a
=

−
2

2

1

cos
cos2 2

1 2
C z

z
zz dz i

z z





=

 − =  
− − 


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ស្ទ្ឹរតីបទ្អលំតស្កាលកូរ ី៖ លបីអន រមន៍  ជាអន រមន៍វភិារ និងមានលដរលីវ ជាប់ស្រប់
ចំ  ចលៅខាងកន ង និងលៅលលីដខ្សលកាងបិទ្រយ  លនាះលរបាន  ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
តាងដដលរ័ទ្ធជ ំវញិលដ្ឋយដខ្សលកាង រឺ  និងតាង   
   

     

     (តាមស្ទ្ឹរតបីទ្ស្រីន) 

ជំនួរ  លដ្ឋយ  និង  លដ្ឋយ លយងីបាន៖ 

   

ដូចលនះ  ។ 

ចំណា៖ំ លបីមនិមានប៉ាូលលៅកន ង និងលៅលលីរនលងលនាះតនមលអងំលតស្កាលននអន រមន៍រឺលរមរូីនយ។   

ឧទាហរ ៍១៥៖ ចូររកអងំលតស្កាល  ដដល រឺជារងវង់ ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
ប៉ាូលននអន រមន៍លយងីឱ្យភារដបងវាលរមីរូនយរឺ   

 

( )( )

( )

2cos cos
2

1 2 1 2

2 1

2

C

z
dz i

z z

i

i

 






 
=  − − − 

=

=



( )f z ( )f z

C ( ) 0
C

f z dz =

C R ( ) , ,f z u iv z x iy dz dx idy= + = + = +

( ) ( )( )
C C

f z dz u iv dx idy= + + 

( ) ( )
C C

udx vdy i vdx udy= − + + 

R C

v u u v
dxdy i dxdy

x y x y

      
= − − + −   

      
 

v

x


−


u

y





v

y





u

x





( ) 0 0 0
C R C

u u u u
f z dz dxdy i dxdy i

y y x x

     
= − + − = + =  

     
  

( ) 0
C

f z dz =

23 7 1

1
C

z z
dz

z

+ +

+ C
1

2
z =

1 0 1z z+ =  =−
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ចំល ះរងវង់ និងផចិត 0z =  លហយីកាំ
1

2
មិនរ័ទ្ធជ ំវញិចំ  ចលទាលននអន រមន៍ដដលលរ 

ឱ្យ។ លនាះលរបាន (តាមស្ទ្ឹរតីបទ្អលំតស្កាលកូរ ី) 

ឧទាហរ ៍១៦៖ រ នា  ដដល  កំ តដូ់ចខាងលស្កាម៖ 

    
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន  

ប៉ាូលនន  លយងីរ នាលដ្ឋយឱ្យភារដបងលរមីរូនយលរបាន៖ 
    

ចំល ះប៉ាូលស្តង់  លៅកន ងរងវង់ រឺ៖ 

   

ដូចលនះ  ។ 

ចំល ះប៉ាូលទាងំរីរ  និង លៅដផនកខាងកន ងរងវង់ននរនលង 

 

1

2
z =

23 7 1

1
C

z z
dz

z

+ +

+

2 9
C

dz

z + C

( ) ( )3 2 5i z i ii z+ = =

( ) 2

1

9
f z

z
=

+

( )f z

( ) 2 9 0 3i z z i + =  = 

3z i= − C

( )
( )( )

1 2

2

3

1 1

9 3 3

1 1

3 3

3 3

1
2

3

1 2
2

3 3 6 3

C C C

C C

z i

f z dz dz dz
z z i z i

z i z idz dz
z i z i

i
z i

i
i

i i i



 


=−

= =
+ + −

− += +
+ −

 
=  − 

− 
= = = − − − 

  

 

2 9 3
C

dz

z


= −

+

( )ii 3z i= − 3z i=

( )
( )( )

1 2

2

3 3

1 1

9 3 3

1 1

3 3

3 3

1 1
2 2

3 3

1 1
2 2

3 3 3 3

0
3 3

C C C

C C

z i z i

f z dz dz dz
z z i z i

z i z idz dz
z i z i

i i
z i z i

i i
i i i i

 

 

 

=− =

= =
+ + −

− += +
+ −

   
= +   − +   

   
= +   − − +   

= − + =

  

 
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៣.៤. ស្រទឹេដរីទ Cauchy-Goursat 

លបី ជាអន រមន៍វភិារដដលមានលដរលីវ ជាប់ស្រប់ចំ  ចលៅខាងកន ង និងលៅលលីដខ្ស
លកាងបិទ្រយ លនាះលរបាន ( ) 0

C

f z dz =  ។  

រស្មាយបញ្ា ក់ 
លដ្ឋយ  ជាអន រមន៍វភិារ នងិមានលដរលីវជាប់ 

       

តាមលដរលីវលដ្ឋយដផនកលយងីបាន៖ 

       

លនាះ ( )f z ជាប់លៅខាងកន ង នងិលៅលលីដខ្សលកាង លយងីបានតាមស្ទ្ឹរតីបទ្ស្រីនលរបាន៖ 

     

លដ្ឋយលស្បីរមីការកូរ ីរមីា៉ា ន់(1) និង(2)។ 
៣.៥. ស្រទឹេដរីទអាងំទតស្រកាលកេូុ-ីGoursat  

 លបី ( )f z  ជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងដដន D   និងលបី P   និងQ  ជាចំ  ចរីរលៅកន ង D  លហយីលបី
1C  និង 2C ជារីររនលងលផសងោន ភាា ប់រីP  និងQ លនាះលរបាន ( ) ( )

1 2C C

f z dz f z dz=  ។  

រស្មាយបញ្ា ក់ 

 

( )f z ( )f z

C

( )f z u iv= +

( )
u v v u

f z i i
x x y y

   
 = + = −

   

( )

( )

1

2

u v

x y

v u

x y

 
=

 

 
= −

 

C

( ) ( )( )

0

C C

C C

R R

f z dz u iv dx idy

udx vdy i vdx u dy

v u u v
dxdy i dxdy

x y x y

= + +

= − + +

      
= − − + − =   

      

 

 

 
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 លរឱ្យ ( )f z ជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងដដនD។ 1C  នងិ 2C ជារនលងរីរភាា ប់ោន រវាងP  និងQ ។ 
លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្កូរ ីលរបាន ( ) 0

PDQEP

f z dz =   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

0

0

0

Q QEP

C C

C C

C C

f z dz f z dz

f z dz f z dz

f z dz f z dz

f z dz f z dz

−

 + =

 + =

 − =

 =

 

 

 

 

  

ចំណា៖ំ ស្ទ្រឹតីបទ្និោយថ្នស្បរិនលបី ( )f z   រឺជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងដដន D  លនាះ ( )
C

f z dz  

មិនអស្រ័យលលីរនលងលៅលរលដដលចំន ចបញ្ចប់ដូចោន លនាះលទ្។ 
៣.៦. ររូមនតអាងំទតស្រកាលកេូុ ី(Cauchy Integral formula) 

 ស្ទ្ឹរដីបទ្១៖ លរឱ្យ ជាអន រមន៍វភិារកន ងដដននិងលៅកន ងជាដខ្សលកាងបិទ្កន ង  និងលបី   

ជាចំ  ចទូ្លៅលៅដផនកកន ង លនាះលរបាន ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
  

 
លដ្ឋយ   ជាអន រមន ៍  ជាអន រមន៍វភិារស្រប់ចំ  ចកន ងរនលង  លហយីលលីកដលង

ដតស្តង់ ។    រង់រនលងបិទ្ ដដលមានផចិត និងកាំrរេិតលៅខាងកន ងរនលង  ។  

លយងីបាន ជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងតំបន់ចលនាល ះ នងិ  ។ 

លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្អងំលតស្កាលកូរ ីលនាះ លយងីបាន៖ 

( )f z C a

C ( )
( )1

2
C

f z
f a dz

i z a
=

 −

( )f z
( )f z

z a−
C

z a= 1C a C

( )f z

z a−
C 1C
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 រមីការបា៉ា រ៉ា ដម៉ាស្តននរនលង 1C ៖ 
      
      

    

   

 ដូចលនះ(*) លៅជា៖  ។ 

 រី  លយងីទាញបាន   ។ 

ចំណា៖ំ លបីច ំ ច រេិតលៅខាងលស្ៅរនលងបិទ្  (លស្ៅដដន)លនាះលយងីបាន ។ 

ឧទាហរ ៍១៧៖ រ នា ដដល ជារងវង់ 2z =   ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីល ញីថ្ន  រេិតលៅខាងកន ងរងវង់  លហយី

 ជាអន រមនវ៍ភិារលៅខាងកន ង និងលៅ
លលីរនលង  លនាះតាមរូបមនតអងំលតស្កាលកូរ ី លយងីបាន៖ 

 ។  

ឧទាហរ ៍១៨៖ រ នា ដដល ជារងវង់ 2z = ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លដ្ឋយ  ជាអន រមន៍វភិារ និង  លៅកន ងរនលង  លនាះតាមរូបមនតអងំលតស្កាលកូរ ី 
លយងីបាន៖ 
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 ដូចលនះ   ។ 

ឧទាហរ ៍១៩៖ រ នា ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន  

 លយងីល ញីថ្ន មានដត 0z = ដដលរេិតលៅកន ងដដន លនាះតាមអងំលតស្កាលកូរ ី លយងីបាន៖ 

   
( )

1 1

2 2

1
1

z

z

z z

e
e zdz dz

z z z= =

−=
−    

      
0

2
1

z

z

e
i

z


=

 
=  

− 
  

      ( )2 1 2i i = − = −    
ឧទាហរ ៍២០៖ ចូររ នា 

 ក.   ខ្.  

ដំលណាះស្សាយ 
 ក.លដ្ឋយ 2z i=  លៅកន ងរងវង់ 3z =  លនាះតាមអងំលតស្កាលកូរ ី លយងីបាន៖ 

    

 ខ្.លដ្ឋយ 4z =  លៅលស្ៅរងវង់ 3z = លនាះតាមរូបមនតកូរ ីលយងីបាន
3

0
4

z

z

ze
dz

z
=

=
− ។ 

ឧទាហរ ៍២១៖ រ នា ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន 2 2 29 (3 ) ( 3 )( 3 )z z i z i z i+ = − = − +  

  0z z r− =  ជារងវង់ដដលមានផចិតស្តង់ 0z  និងកាំr  
  2 4z i− =  ជារងវង់មានផចិត2i  និងកាំ4  
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 លយងីមាន  

 លយងីល ញីថ្ន មានដត 3z i= ដដលឋតិកន ងរងវង់ : 2 4z z i− = លនាះតាមអងំលតស្កាលកូរ ី  
លយងីបាន៖ 

 

 ដូចលនះ     ។ 

ឧទាហរ ៍២២៖ រ នា ( )
( )( )

2

3

cos

1 1
z

z
dz

z z



=
− − ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន  

 លយងីល ញីថ្ន 1z =  និង 2z =  រ ទ្ធដតលៅកន ងរងវង់ : 3z z = លនាះតាមអងំលតស្កាលកូរ ី  
លយងីបាន៖ 
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( )( )
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           ( ) ( )2 2
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     ( ) ( )2 cos 2 cos4

2 2 4

i i

i i i
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  
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= + =
  

               

 ដូចលនះ ( )
( )( )

2

3

cos
4

1 1
z

z
dz i

z z




=

=
− −  ។ 

អន វតតន៍៖ រ នា 
2 4 1

3 1
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៣.៧.ទេរទីវច្នអនុគមន៍វិភាគ(ររូមនតអាងំទតស្រកាលេស្រមារ់ទេរទីវអនុគមន៍
វិភាគ)  

 លបី ជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងដដនកំ ត់ លហយី ជាដខ្សលកាងបិទ្លៅកន ងដដន និង  
ជាចំ  ចលៅខាងកន ងដខ្សលកាង លនាះលរបាន៖ 

 
 
 

រស្មាយបញ្ា ក់ 

 លយងីមាន៖  (1) 

 លធវីលដរលីវលលីអងាទាងំរីរនន (1) លធៀបនងឹ  ៖( 1

1−x
)
′
=

1

(1−x)2
 

   

    (2) 

 លធវីលដរលីវលលីអងាទាងំរីរនន (2) លធៀបនឹង  ៖ 

    

    (3) 

 លធវីលដរលីវលលីអងាទាងំរីរនន (3) លធៀបនងឹ  ៖ 

   

 តាមលំនារំំរូលនះ លយងីទាញបាន   ។ 

( )f z D C D 0z

C

( )
( )

0

0

1

2
C

f z
f z dz

i z z
=

 −

0z

( ) ( )

( ) ( )
( )

0

0 0

0 2

0

1 1

2

1 1

2

C

d
f z f z dz

i dz z z

f z f z dz
i z z

 
=   − 

= 
 −





( )
( )

( )
0 2

0

1

2
C

f z
f z dz

i z z
=

 −


0z

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

0 2

0 0

0 3

0

0 3

0

1 1

2

1 2

2

1 2

2

C

C

C

d
f z f z dz

i dz z z

f z f z dz
i z z

f z
f z dz

i z z

 
 = 

  − 

= 
 −


=

 −







( )
( )

( )
0 3

0

2!

2
C

f z
f z dz

i z z
=

 −


0z

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )

0 3

0 00

0 4 4

0

2! 1 2! 3

2 2 4

2! 3 3!

2 2

C C

C C o

d
f z f z dz f z dz

i dz i z zz z

f z f z
f z dz dz

i iz z z z

 
 =  = 

  − − 


= =

 − −

 

 

( ) ( )
( )

( )
0 1

0

!

2

n

n

C

f zn
f z dz

i z z
+

=
 −


( ) ( )
( )

( )
0 1

0

!
, , 1,2,3,......

2

n

n

C

f zn
z C f z dz n

i z z +

+
  = =

−




109 

 ចំណា៖ំ រីរូបមនត  ទាញបាន  

។ 

ឧទាហរ ៍២៣៖ ចូររ នា  ដដល ជាកាលរមានកំរូល  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន   

ប៉ាូលរឺស្តូវបានរកលដ្ឋយការដ្ឋក់ភារដបងលរមីរូនយ 
   
អងំលតស្កាលមានប៉ាូលលំដ្ឋប់4 

  

         

ឧទាហរ ៍២៤៖ ចូររ នាអងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 

ដដល ជារងវង់លហយី ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 

តាមរូបមនតអងំលតស្កាលកូររ លីរបាន  

+ ចំល ះ  

+ ចំល ះ  

លរបាន       
 

 ដដល ជារងវងលហយី  ។ 
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ឧទាហរ ៍២៥៖ រ នា ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លដ្ឋយ  លៅកន ងរងវង់  លនាះលយងីបាន៖ 

   ,  

    

   

 ដូចលនះ    ។ 

ឧទាហរ ៍២៦៖ រ នា ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លដ្ឋយ  លៅកន ងរងវង់  លនាះលយងីបាន៖ 

   

  

    

អន វតតន៍៖ ១. រ នាអងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 
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២. រ នាអងំលតស្កាលខាងលស្កាម 
ជារងវង់ឯកតា 
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ជាចត លកា ដកងកំរូល  
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2
2

2 . ,
1C

dz
I C

z z+

=
+

 2 , 2
2 2

i i
 − 

( )
2

4
3 .

z

C

e
I dz

z+

= 

( )
( )

2

3

4
4 .

z

C

e
I dz

z i
=

−


( )
( )

( )

3

4

2sin
5 .

1C

z
I dz

z+

=
−


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លហំាត់អាងំទតស្រកាលអនុគមនអ៍ទលរកុំផ្ែនិ 
៤.១.អាងំទតស្រកាលថ្ខែទកាង 
1.រ នា 2 2

C

I y dx x dy
+

= −  កាលណា៖ 

 ក.Cជារងវង់ cos

sin

x t

y t

=


=
, 0 2t    

 ខ្.Cជាអងកត់ ABភាា ប់ ( )1,0A លៅ ( )0,1B  ។ 
2.រ នា ( )2 2

C

I xy y dx x dy= + +  ដដលរនលង C  ផា ំល ងីលដ្ឋយអងកត់ AB  ស្របអ័កស Ox  និង

អងកត់BC ស្របអ័កសOy ចំល ះ ( )1,1A , ( )2,1B និង ( )2,2C ។ 
3.រ នា 2 2

C

I y dx x dy
+

= +  ដដល C  កនលះលអលីបមានទ្រិលៅវជិាមាន 2 2
4 4 0x y+ − = , 

0y   ។ 
4.រ នា ( ) ( )

C

I x y dx x y dy
+

= + + −  កាលណា៖ 

 ក.C ជាកនលះរងវង់មានទ្ិរលៅវជិាមានកំ ត់លដ្ឋយ cosx =  , siny =  , 0
2


   ។  

 ខ្.C  ជាអងកត់ ABភាា ប់ ( )1,0A លៅ ( )0,1B ។ 
5.រ នា ( )

C

I xydx x y dy
+

= + +  កន ងរីរករ ីដូចខាងលស្កាម៖ 

 ក.Cជារងវង់មានទ្ិរលៅវជិាមាន កំ ត់លដ្ឋយ cosx =  , sin , 0 2y =       
 ខ្.Cជាធនូ AB ននបា៉ា រ៉ា បូលមានរមីការ 2

y x= ដដល ( ) ( )1,1 , 2,4A B−  ។ 
6.រ នា 2 2

C

I x ydy y xdx= −  ដដល C  ក ំត់លដ្ឋយ cosx t=  , siny t=  ចំល ះ

0
2

t


   ។ 

7.រ នា ( ) ( )2 2 2 2
I x y dx x y dy

+


= + + − ដដល +
 ជាបរមិាស្តននស្តីលកា ABCមានកំរូល 

( )0,0A , ( )1,0B , ( )0,1C ។ 
8.រ នា ( ) ( )2 2

2I x y dx x y dy
+



= + + +  ដដល +
 ជាបរមិាស្តននកាលរ ABCDមានកំរូល ៖ 

( )1,1A  , ( )1,2B  , ( )2,2C  , ( )2,1D  ។ 
9.រ នា 

C

I ydx xdy= − + ដដលCជាកនលះរងវង់មានទ្ិរលៅវជិាមាន 2 2 2
x y a+ =  ។ 

10.រ នា ( )2
2

C

I x y dx xydy= − +  ដដលCជាបរមិាស្តននស្តីលកា ដដលមានកំរូល ៖ 

( )0,0M , ( )0,1N , ( )1,1P ។ 
11.រ នា ( ) ( )

( )

( )2,4
2

0,3
2 3y x dx x y dy+ + −  តាមរនលង៖ 
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 ក. បា៉ា រ៉ា បូល 2
2 , 3x t y t= = +  

 ខ្. អងកត់ភាា បរ់ី ( )0,3 លៅ ( )2,3 រចួរី ( )2,3 លៅ ( )2,4  
 រ. អងកត់ភាា បរ់ី ( )0,3 លៅ ( )2,4  ។ 
12.រ នា ( ) ( )

( )

( )2,5

0,1
3 2x y dx y x dy+ + −  តាមរនលង៖ 

 ក. ដខ្សលកាង 2
1y x= +  

 ខ្. អងកត់ភាា បច់ំ  ច ( )0,1 និង ( )2,5  
 រ. អងកត់ភាា បរ់ី ( )0,1 លៅ ( )0,5 រចួរី ( )0,5 លៅ ( )2,5  ។ 
 13. រ នា ( ) 2

C

x y dx x ydy+ +  កន ងករ ីខាងលស្កាម៖ 

 ក.C  ជាធនូMN ននបា៉ា រ៉ា បូលមានរមីការ 2
y x= ដដល ( )0,0M និង ( )3,9N  

 ខ្.Cជាអងកត់MNភាា ប់ ( )0,0M លៅ ( )3,9N ។ 
14. រ នា ( ) ( )2 2x y dx y x dy+ + −  ដដលCជាលអលីបកំ ត់លដ្ឋយ 4cosx=  ,  

3siny =   ,0 2     កន ងករ ីដដល៖ 
 ក.រនលងCមានទ្ិរលៅស្ចារនឹងស្ទ្និចនា កិា  
 ខ្.រនលងCមានទ្ិរលៅស្របនឹងស្ទ្និចនា កិា។  
15. រ នា ( )

2

1
2 2 3

i

i
x iy dz

+

−
+ +  តាមរនលង៖ 

 ក. 1x t= +  , 2
2 1y t= −  

 ខ្.អងកត់ភាា បច់ំ  ច
1 1z i= − និង 2 2z i= +  ។ 

16. រ នា ( )2 2

C

x iy dz− កន ងករ ីខាងលស្កាម៖ 

 ក.រនលងCជាធនូ AB ននបា៉ា រ៉ា បូលមានរមីការ 2
2y x= ដដល ( )1,1A , ( )2,8B  

 ខ្.រនលងCជាអងកត់ AC ដដលភាា ប់ ( )1,1A លៅ ( )1,8B រចួរី ( )1,8B លៅ ( )2,8C  
 រ.រនលងCជាអងកត់ ACភាា ប់ ( )1,1A លៅ ( )2,8C  ។ 
17. រ នា 

C

z dz  រី 0z = លៅ 4 2z i= +  តាមរនលងC កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

 ក. 2
z t it= +  

 ខ្.បនាេ ត់រ ី 0z =  លៅ 2z i=  រចួរី 2z i=  លៅ 4 2z i= +  ។ 
18. រ នា 2

C

z dz  ដដលរនលងCជាកាលរមានកំរូល ( )0,0 , ( )1,0 ,( )1,1 , ( )0,1  ។ 

19. រ នា ( )2
3

C

z z dz+ កន ងករ ីខាងលស្កាម៖ 

 ក.រនលងCជារងវង់ 2z = រីចំ  ច ( )2,0A លៅ ( )0,2B ទ្ិរលៅស្ចារនឹងស្ទ្និចនា កិា 
 ខ្.រនលងCជាអងកត់ ABភាា ប់ ( )2,0A លៅ ( )0,2B  
 រ.រនលងCជាអងកត់ភាា ប់រី ( )2,0A លៅ ( )2,2C រចួរី ( )2,2C លៅ ( )0,2B  ។ 
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20.រ នា 2
C

i z dz  ដដលCជារងវង់ 2z i− = មានទ្ិរលៅស្ចារនឹងស្ទ្និចនា កិា ។ 

21.រ នា 
( )

3

1 5
8

C

dz
z iz i

 
− + 

++ 
 ដដលCជារងវង់ 1, 0 2z i t+ =     ។ 

22.រ នា 1z
dz

z

+
  ដដលCជាកនលះរងវង់ 1z = រី z i= −  លៅ z i=  ។ 

23.រ នា 
C

dz ដដលCជាកនលះលអលីប 2 21 1
1

36 4
x y+ = , 0x   រី 2z i=  លៅ 2z i= −  ។ 

24.រ នា z

C

ze dz  ដដលCជាកាលរដដលមានកំរូល 0z = , 1z = , 1z i= +  និង z i=  ។ 

25.លរឱ្យរនលង C ននអងំលតស្កាលដូចខាងលស្កាមចូររ នាអលំតស្កាល៖ 
  ក.

C

xdz   ខ្. ( )2 1
C

z dz−   រ. 2

C

z dz     . ( )
2

C

z dz  

 
 (a)         (b)         (c) 

26. ចូររ នា ( )2
2

C

z z dz− +  រី z i=  លៅ 1z =  តាមរនលងC ដូចរូបខាងលស្កាម៖ 

           
     (a)                               (b) 

27.រ នា
C

xdz  រី 4−  លៅ 4  តាមរនលងដូចបរហ ញកន ងរូប (a) និង (b) ខាងលស្កាម៖ 

 ក.រនលងCជារហ លកា ដដលមានកំរូល 4− , 4 4i− + , 4 4i+ និង4។ 
 ខ្.រនលងC រឺជាកនលះរងវង់ 4z = ស្តូវនឹង 0y   ។ 
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  (a)                 (b) 

28.រ នា 
C

z dz  រី 1− លៅ1តាមរនលងដូចបរហ ញកន ងខាងលស្កាម៖ 

   
                (a)                                                 (b) 

29.រ នា z dz


 រី 1− លៅ1តាមរនលងដូចបរហ ញកន ងខាងលស្កាម៖ 

 
     (a)         (b) 

30.រ នា ( )2 2

C

x iy dz−  ដដល C  ជាកនលះរងវង់ដផនកខាងលលី ( ): cos sinC z t t i t= +  ចំល ះ

0 t  ។ 
៤.២. ររូមនតអាងំទតស្រកាលកេូុ ី

31.រ នា 1

C

I z dz
z

 
= +   ; 2z =  

32.រ នា
2
sin

1

2
C

z z
I dz

z


=

−
  ; 1z =  

33. រ នា 
2

3 7 1

1
C

z z
I dz

z

+ +
=

+  កន ងករ ីខាងលស្កាម៖ 

 ក. រនលងCជារងវង់ 1 1z + =  
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 ខ្. រនលងCជារងវង់ 1z i+ =  
 រ. រនលងCជាលអលីប 2 2

2 8x y+ =  

34. រ នា cos

C

z
I dz

z
=  ដដលCជាលអលីប 2 2

9 4 1x x+ =  ។ 

35. រ នា 
2 2

C

z
I dz

z
=

− 
  ; 3z =  

36. រ នា
2

2 1

C

z
I dz

z z

+
=

+
 កន ងករ ីខាងលស្កាម៖ 

 ក. 1

2
z =   ខ្. 2z =   រ. 3 1z i− =  

37.រ នា
2

2

3C

z
I dz

z
=

+
 កន ងករ ីខាងលស្កាម៖ 

 ក. 1z =   ខ្. 2 1z i− =  រ. 4z =  

38.រ នា 
( )

2

3
2

2

1

1z

z
I dz

z z+ =

+
=

+  

39.លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាល Cauchy ចូររ នា៖ 

 ក.
2

2 1 6

z

z

e
dz

z z− = −
  ខ្.

22 3 6

z

z

e
dz

z z− = −
   រ.

22 5 6

z

z

e
dz

z z− = −
  

40.ចូររ នា 
2

3 2

8 12C

z
I dz

z z

− +
=

− +
  កន ងករ ីខាងលស្កាម៖ 

 ក. 5 2z − =   ខ្. 9z =  

41.ចូររ នា 3 1

2 2
C

I dz
z z i

 
= −  + − កន ងករ ីខាងលស្កាម៖ 

 ក. 5z =    ខ្. 1
2

2
z i− =  

42.រ នា 
( ) ( )

1

2

1

3z i

z
I dz

z z i z i− =

−
=

− −  

43.រ នា 
2

1

z

z

e
I dz

z
=

=
−  

44.រ នា 
2

2

4 4

z

z z
I dz

z i
=

− +
=

+  

45.រ នា 
2

2
1C

z
I dz

z
=

+
 កន ងករ ីខាងលស្កាម៖ 

  ក. 1 1z − =   ខ្. 1z i− =   រ. 1 2z − =  
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46.ចូររ នាអងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 

 ក.
24 1z

dz
I

z=
=

+
    ខ្.

( )
1

2 1

z

z

e
I dz

z z=
=

−  រ.
2 22

z

z a

e
dz

z a= +
  

  . ( )
( ) ( )2

cos

1 3z

z
I dz

z z=


=

+ −  ង. 4

1

2

4

3

z

z
e z dz

=

 
−     

47.រ នាអងំលតស្កាល
2

1

2 3 2C

z
I dz

z z

−
=

+ −
  ដដល C  ជាបរមិាស្តកាលរដដលមានកំរូល ( )1,1 , 

( )1,1− , ( )1, 1− − , ( )1, 1−  ។ 

 48.រ នាតនមលននអងំលតស្កាល
2

4

2 5C

z
dz

z z

+

+ +
 កន ងករ ីខាងលស្កាម៖ 

  ក.រនលងCជារងវង់ 1z =  
 ខ្.រនលងCជារងវង់ 1 2z i+ − =  
 រ.រនលងCជារងវង់ 1 2z i+ + =  

49.រ នា 
3z

C

e
dz

z i−   លបីរនលងCជា៖ 

  ក.រងវង់ 1 4z − =  
  ខ្.លអលីប 2 2 6z z− + + =  

50.រ នា 
2

1 cos

2 1C

z
I dz

i z


=

 −
  ជ ំវញិចត លកា ដកងដដលមានកំរូល៖ 

  ក. 2 i , 2 i−   
  ខ្. i− , 2 i− , 2 i+ , i  

51.រ នា 
( ) ( )

2 2

3

sin cos

1 2z

z z
I dz

z z=

 + 
=

− −      ។ 

52.រ នា 
2

2

1

1C

z
I dz

z

+
=

−
 កន ងករ ីរនលងC ដូចខាងលស្កាម៖ 

  ក. 3

2
z =  ខ្. 1 1z − =   រ. 1

2
z =  

53.រ នា 
( ) ( )

2

22

3 1

1 3z

z z
I dz

z z=

+ +
=

− +
  ។ 

54.បរហ ញថ្ន 
2

3

2 sin
1

zt

z

e
dz i t

z=

= 
+

  ចំល ះ 0t  ។   

55.លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាល Cauchy ចូររ នាតនមលអងំលតស្កាល៖ 

  ក.
2

z

Z

e dz
I

z
=

−   ខ្.
2 1

z

C

e dz
J

z
=

−  ដដលCជារងវង់ស្តីលកា មាស្ត ។ 



118 

56.រ នា
( ) ( )2

1 4C

dz
I

z z
=

+ +
  ដដលCជាបរមិាស្តចត លកា ដកងកំ ត់លដ្ឋយ  

2, 2x x= − = , 0, 2y y= =  ។ 
57. លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាល Cauchy ចូររ នា៖ 

 ក.
( )

2

4

iz

z

ze
dz

z= − 
   ខ្.

( )

2

2

1 2

z

z

e
dz

z i= −
   រ.

6

3

1

sin

6

z

z
dz

z
=  

−  

  

  .
3

2

iz

z

e
dz

z=

    ង.
( )

41

10

z i
dz

z i+ = +
  

58.លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាល Cauchy ចូររ នា៖  

 ក.
3 2

1

1

2z

dz
z iz= +

   ខ្.
2

2

1

z

z dz
z=

 
+     រ.

( )
31 2 1

z

z

ze
dz

z− = −
  

  .
( )31

1

4z
dz

z z= −
   ង.

( )2 2 24

z

z

e
dz

z z= + 
  

59.លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាល Cauchy ចូររ នា៖  

 ក.
2

cos

2

C

z
dz

z
 

−  

  ដដលCជារងវង់មានរមកីារ 2 2
2 0x y x+ − =  

 ខ្.
2

3 23

4

2 2z

z
dz

z z z=

+

+ +
  

 រ.
( )

2

1 3 1

z

z

e
dz

z− = +
  

  .
2

1

tan

z

z
dz

z=

  

 ង.
3 2

1

2C

z
dz

z z

+

−
  ដដលរនលងCជា៖ 

 (a). រងវង់ 1z =  (b). រងវង់ 2 2z i− − =  (c). រងវង់ 1 2 2z i− − =  
60.លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាល Cauchy ចូររ នា៖  

 ក.រ នា
( )

23 2

ln

2z

z
dz

z− = −
  

 ខ្.
( )

2

2

1

2C

z
dz

z

−

−
 ដដលរនលងCជា៖  (a).រងវង់ 1z =   (b).រងវង់ 3z =  

 រ.រ នា 
( ) ( )

2

2 210

2

1 4z

z z
dz

z z=

−

+ +
  
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  .
( )

21 2
1

iz

z i

e
dz

z
+ =

+
  

 ង.
( ) ( )2 23 1 2

z

z

e
dz

z z z= − −
  

61.លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាល Cauchy ចូររ នា៖ 

  ក.
( )

53 2

z

z

e
dz

z

−

= +
   ខ្.

( )

2

42 1

z

z

e
dz

z= +
  រ.

( )
322 1

z

z

e
dz

z z= +
  

  .
( )

32 1z

dz

z z= −
   ង.

( )
21 2

sin

1
z

z
dz

z
=



−
  

62.លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាល Cauchy ចូររ នា៖ 

  ក.
2

1

z

C

ze
dz

z+ −
  ដដលCជារងវង់ 2z =  

 ខ្.
( )

3
1

z

C

e
dz

z+ −
 ដដលC កំ ត់លដ្ឋយៈ ( ) 0z z z z − + =  

 រ.C  រឺជាបរមិាស្តននកាលរដដលកំ ត់លដ្ឋយៈ 2, 2, 2, 2x x y y= = − = = −  ។  

 ចូររ នា 
( )

2

tan
2

C

z

dz
z a+ −

  , ( )2a   

  .រ នា
( ) ( )

2
1 3

z

C

e dz

z z z+ − −
  ដដលCជារងវង់ 2z = ។    
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ទមទរៀនទី៤៖   ទេ៊េរចី្នអនុគមន៍វិភាគ នងិឯកធាតុ 
                           Series function analytic and singularity 

៤.១. េវុតី និងទេ៊េរអីនុគមន៍វភិាគ 
 ៤.១.១. េវុតីនំនួនកុផំ្ែិន 
និយមន័យ៖ លរឱ្យចំនួនក ំផលិច  កំ ត់លដ្ឋយ

ជារវ ីតចំនួនក ំផលិច។ 
 លរថ្ន ជារវ ីតរមួ លហយីមានលីមីតលរមី ដដលលរររលររ 

កាលណា ដត 
លរបានវរិមភារ 

 

ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍១៖   

លរបាន  

 

លរបាន  

 

 

លរបាន  

 

 

( )  0 1, ,
n

z z z


= , n n nn Z x iy  = +

( ) ( ), &n nn n
x y

 

( )i ( )n n
z


Z x iy= +

lim n
x

z z
→

=
0 1 00, , , nn n n Z Z       − 

( ) ( )n n n n nZ Z x iy x iy x xx i y y− = + − − = − + −

,n n n

n n n

x x y y Z Z

Z Z x x y y

 − −  −


−  − + −

lim
lim

lim

n
n

n
n

n
n

x x
Z Z x iy

y y

→+

→+

→+

=
= = +  

=

( ) 2

1
1 . ,

1
nz i n

n
= + 

+

2

1
lim 0

lim1

1

n
n

n

n

Z in

y

→+

→+


=

 =+
 =

( )
sin

2 . ,
1 1

n

n n
z i n

n n
= + 

+ +

1
lim lim 1

11
1

sin sin
lim lim 0

11

n n

n n

n

n

n

n n

n
n n

n

→+ →+

→+ →+


= = +

+


 = =

+  
+   

lim 1n
n

Z
→+

 =

( )
1

1
3 . 1 2 1 ,

n

n
nZ in n

n


  

= + + −   
   

1
1

1
lim 1

2 1
lim 2 1 lim ln 2

1

n

n

n
n

n n

e
n

n

n

→+

→+ →+

  
+ =  

 



  − − = = 
  


lim ln 2n
n

z e i
→+

 = +

( )4 .
1

n

n

i
z e

n
= +

+
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លរបាន  

រកី 

 

លរបាន  

រកី 
 

មានបីករ ី៖ 

 

លបី 2 ,k k    លនាះ cos siniz e i  = = +  

លរបាន
lim cos

lim sin

n

n





→+

→+





 មិនក ំត ់

ដូចលនះ lim n
n

z
→+

រកី។ 

 

លរបាន  

 

 

លរបាន  

រកី 

lim

1
lim 0

1

n

n

n

e

n

→+

→+

 = +



=
+

lim n
n

z
→+

 = +

( )5 . sin , 1nz i n n
n


= + 

lim 0

lim sin

n

n

n

n


→+

→+


=


 = +


lim n
n

z
→+

 = +

( )6 . ,n

nz z n= 

( )

( )

( ) ( )

. 1 lim

. 1 lim 0

. 1 , 2 ,

lim lim 1

n

n

n

n

i n in

n in

n n

z z

z z

z z e z e k k

z e

 



 

→+

→+

→+ →+

+   = +

+   =

+ =  =  = = 

 = =

( )
2

2

2 3 2 1
7 .

3 4 2 1
n

n n n
z i

n n

− + −
= +

− +
2

2

2 3 1
lim

3 4 3

2 1
lim 1

2 1

n

n

n n

n

n

n

→+

→+

 − +
= −


− =

 +

1
lim

3
n

n
z i

→+
 = +

( )
23 3

8 . n

n
z i

n n

 −
= − 

 

2

3
lim 0

3
lim

n

n

n

n

n

→+

→+


=




 − = + 
  

lim n
n

z
→+

 = −
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លរបាន  
រកី 

លរថ្ន ជារវ ីតកូរ ីកាលណា៖  
 

និង ជារវ ីតកូរ ីនន  
និង ជារវ ីតរមួ 

 ជារវ ីតរមួ 
៤.១.២. េវុតីច្នអនុគមន៍កុំផ្ែិន 

លរឱ្យរវ ីតននអន រមន៍ ក ំត់លលីS   

 

ចំល ះ 0z S នីមួយៗលរបាន ជារវ ីតចំនួនក ំផលចិ។ 
លរយករមមតិកមមខាងលលីនិង :f S →  

លរថ្ន រមួរយ(ឬរមួ)លបី ( )f z  លលីS  ។កាលណា  
លរថ្ន រមួលរមីរក លលី កាលណា៖ 

  
ដូចលនះ ភាររមួលរមីលនាះលរបានភាររមួរយ 
លរបាន  
លរថ្ន ជារវ ីតកូរ លីរមីលលីS   

ឧទាហរ ៍២៖ ( ) ( ) ln , 1, | Re 0z z nf z n e n S z z− −= =  =    
លដ្ឋយ  

 

ដូចលនះ រមួរក លលីS ។ 
៤.២. ទេ៊េរេី វយ័គុណ (Power Series)          
 ៤.១.១.នយិមន័យ ៖ លរ៊ាររីវ័យរ  រឺជាលរ៊ារដីដលមានរង៖ 

      (1) 

( )
4 4 4 4

9 . sinh
4 2 2

n n n n

n

n e e e e
z i i

i

   


− −

− − 
= = = 

 

4 4

lim
2

n n

n

e e
 

−

→+

−
= −

lim n
n

z
→+

 = −

( ).ii ( )n n
z

 0 00, , , m nn m n n z z        − 

0 00, , , , n p nn n n p z z +        − 

( )n n
x


 ( )n n

y


( )n n
x


 ( )n n

y


( )n n
z




( )( )n n
f z



( )

. , , :n

n

i e n f S

z f z

  →

( )( )n n
f z



( )+

( ).i ( )( )n n
f z


( ) ( )0 0 0, lim n

n
z S f z f z

→+
  =

( ).ii ( )( )n n
f z


( )f z S

( ) ( )0 0 0 0 00, , , ,nn n n f z f z z S       −   

( ) ( )0 0 0 00, , , ,m nn m n n f z f z z S        −   

( )( )n n
f z



z x iy = +

( ) ( )

( )

ln ln

lim lim 0

x iy n x n x

n

x

n
n n

f z e e n

f z n

− + − −

−

→+ →+

 = = =

 = =

( )( )n n
f z


( ) 0f z =

( ) ( ) ( )
2

0 0 1 0 2 0

0

...
n

n

n

a z z a a z z a z z
+

=

− = + − + − +
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ដដល ជាអលថ្រក ំផលិច និង ជាចំនួនក ំផលចិលថ្រឬចំនួនរិតលៅថ្នលមរ  នន 
លរ៊ារលីហយី ជាផចិតននលរ៊ារ ី។  

 រមាា ល់៖ រហ ធារឺជាករ ីរិលររមួយននលរ៊ាររីវ័យរ   ។ 
3 4( ) 5 3 4 7P x x x x= + − +   

 លបី  លនាះលរ៊ារ ី(1) លៅជា    (2) ។ 

 កន ង (2) លបីលមរ  ននលរ៊ារលីរមីមួយទាងំអរ់លនាះលរបានលរ៊ារ៖ី 

         (3) 

 លរ៊ារ ី(3) លៅថ្ន លរ៊ារធីរ ីមាស្ត ។ 
 ៤.១.២. ភាពរមួច្នទេ៊េរេី វយ័គណុ (Convergence of Power Series ) 
   0 ,z z R z− =  រត់លៅលលីរងវង់ 
   0 ,z z R z−   រត់លៅកន ងរងវង់ឬ z  លៅកន ងរងវង ់
   0 ,z z R z−   លៅខាងលស្ៅរងវង់ 

 លរ៊ាររីវ័យរ   រមួចំល ះស្រប់តនមលអលថ្រក ំផលិច  រេិតលៅខាងកន ងរងវង់ដដល 

មានផចិត  និងកាំ  មានន័យថ្នវារមួកន ងដដន 0z z R−   និងរកីចំល ះស្រប់អលថ្រក ំផលិច  រេិតលៅ 
ខាងលស្ៅរងវង់ដដលមានផចិត  និងកាំ  មានន័យថ្នវារកីកន ងដដន 0z z R−   លហយីវាអចរមួឬរកី 
ចំល ះតនមល z លៅលលីរងវង់ដដលមានផចិត នងិកាំ  ។ 

 
 រងវង់ខាងលលី លៅថ្នរងវង់ននភាររមួរបរ់លរ៊ាររីវ័យរ   លហយី លៅថ្នកាបំស្ងួមននលរ៊ារ ី។ 

 លបីលរ៊ាររីវ័យរ  មានកាបំស្ងួម លនាះផលបូករបរ់វាអចតាង  

លដ្ឋយអន រមន៍មួយមានអលថ្រក ំផលិច  លរបាន៖ 

  

z ( )0,1,2,...na n =

0z

0 0z = 2

0 1 2

0

...
n

n

n

a z a a z a z
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ឧទាហរ ៍៣៖ លរ៊ារធីរ ីមាស្ត  ដដល  អចតាងលដ្ឋយអន រមន៍ , 

 លស្ ះថ្ន  ដដល  ។ 

• លដីមបរិីកាភាររមួននលរ៊ាររីវ័យរ  លរស្តូវរកកាបំស្ងួម ននលរ៊ារជីា

ម នរិន។ 
• រូបមនតរស្មាប់រកកាបំស្ងួម ៖ 

(i) រូបមនតទ្ី១៖(Alembert) 

     

(ii) រូបមនតទ្ី២៖(Cauchy) 

     

 កំ ត់រមាា ល់៖ 
(i) លបី  លនាះលរ៊ាររីមួដតស្តង់ចំ  ច (ផចិតរងវង់) ។ 
(ii) លបី  លនាះលរ៊ាររីមួលៅខាងកន ងរងវង់  មាននយ័ថ្ន វារមួកន ងដដន 

   ។ 
(iii) លបី  លនាះលរ៊ាររីមួស្តង់ស្រប់តនមលននអលថ្រ  លៅកន ងបលង់ក ផំលចិ ។ 

ឧទាហរ ៍៤៖រិកាភាររមួននលរ៊ាររីវ័យរ  ខាងលស្កាម៖ 

  ក.   ខ្.   រ.   

ដំលណាះស្សាយ 
 រិកាភាររមួននលរ៊ាររីវ័យរ  ខាងលស្កាមៈ 

 ក.  

 លយងីមាន៖ 
    

    

 លយងីបាន៖ 

  លនាះលរ៊ាររីមួកន ងដដន  ។ 
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 ចំល ះ  លនាះ លហយី ជាលរ៊ាររីមួ ។ 

 ដូចលនះ លរ៊ារ ី  រមួកន ងដដន  ។ 

 ចំណា៖ំ ចំល ះលរ៊ារ ី ( p-Series) រមួលបី និងរកីលបី  ។  

 ខ្. ,z0 = 0 

 លយងីមាន៖ 
    

    

 លយងីបាន៖ 

    

 ដូចលនះលរ៊ាររីមួចំល ះស្រប់  ។ 

 រ.  

 លយងីមាន៖ 
    
    
 លយងីបាន៖ 

    

 ដូចលនះ លរ៊ាររីមួស្តង់ចំ  ច  ដដលជាផចិតរងវង ់។ 
អន វតតន៍៖ ១. រិកាភាររមួននលរ៊ាររីវ័យរ  ខាងលស្កាម៖ 
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     ២. រកកាបំស្ងួមននលរ៊ារខីាងលស្កាម៖ 
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កំ ត់រមាា ល់៖ 

 (i).លរអចលធវលីដរលីវ ឬអងំលតស្កាលលៅលលីតួនីមួយៗននលរ៊ាររីវ័យរ  ។ 

 (ii).លបីលរ៊ាររីវ័យរ  មានកាបំស្ងួម លនាះលរបាន លរ៊ារលីដរលីវរបរ់  

វាក៏មានកាបំស្ងួម ដដរ (មានន័យថ្នលរ៊ារ ី ក៏មានកាបំស្ងួមលរមី  ដដរ) ។ 

     

 យក និង ជាកាបំស្ងួមននលរ៊ារ ី  

 លយងីបាន៖  

ដូចលនះ កាបំស្ងួមននលរ៊ារ ី ( )f z ក៏លរមីនឹងR ដដរ។ 
ឧទាហរ ៍៥៖ ចូររិកាលរ៊ាររីត់ 

❖ ចំណា៖ំ ចំល ះ ជាលរ៊ាររីមួដ្ឋច់ខាត 

 
   លរបាន  

R =+  
ជាលរ៊ាររីកី 

 

លរបាន  

ជាលរ៊ាររីមួ 

 

លរបាន  

• 1z   លនាះវាជាលរ៊ាររីកី 
• 1z  លនាះវាជាលរ៊ាររីមួ 
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• លនាះ ជាលរ៊ាររីមួលបី 1  លហយីរកីលបី 1   

•  

លរបាន  

• លបី ជាលរ៊ាររីកី 

• លបី ជាលរ៊ាររីមួ 

❖ ស្ទ្ឹរដីបទ្៖ លរតាង លបី ជាដខ្សលកាងបិទ្ជិតលហយីរមួលនាះលរបាន៖ 

 

ឧទាហរ ៍៦៖ តាងCជាដខ្សលកាងដដលកំ ត់រី លៅដផនកខាងកន ងរងវង់ លហយី 

។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 

៤.៣. ទេ៊េរចី្តលរ័ (Taylor’s Series) 
 លបី  ជាអន រមន៍វភិារលៅខាងកន ងរងវង់  ដដលមានផចិត  លនាះចំល ះ  នីមួយៗលៅ
កន ងរងវង់ លហយីលរអចរនាល ត ជាលរ៊ាររីវ័យរ  នន ដូចខាងលស្កាម៖ 

  

រស្មាយបញ្ា ក់ 
តាង  ជាចំ  ចលផសងៗលៅកន ងរងវង់ ។ រូររងវង់  លៅកន ង ដដលមានផចិត លហយីបិទ្ជិតជ ំ
វញិចំ  ច  ដូចរូប៤.២។ 
តាង ជាចំ  ចលផសងៗលៅលលីរងវង់ លរបាន៖ 
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  1
z a

w a

−


−
  

  1
z a

w a

−


−
    

លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាលកូរ ី 

   

លយងីរិនិតយ   

     

         លដ្ឋយលស្បីកលនាមលទ្វធា   

      

ជំនួរ  លៅកន ង(1)លរបាន៖ 

   

   (លស្បីរូបមនតអងំលតស្កាលកូរ ីចំល ះលដរលីវ) 
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ឧទាហរ ៍៧៖ ចូររនាល ត  លៅកន ងលរ៊ារនីតល័រស្តង់ ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន   
តាមលរ៊ារនីតល័រលរបាន៖ 

    

យក  លរបាន៖ 

   

    

យកលៅជំនួរកន ងរមីការ(1)លរបាន៖ 

    

ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍៨៖ ចូររនាល ត ជាលរ៊ារនីតល័រលៅស្តង់ចំ  ច  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

តាង    

តាមលរ៊ារនីតល័រលរបាន៖ 

   

យក  លរបាន៖ 

   
      

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )
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n

n

n
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=

−
=
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( )
2 3

2! 3!

f a f a
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= + − + − + − +

0a =

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )2 30 0
0 0 1

2! 3!

f f
f z f f z z z

 
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−
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+
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 
= + − + − + − +

1a =
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f f
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= + − + − + − +

( ) ( )

( )
( )( ) ( )( )

( )
( )

( )

( )
( ) 

( )
( )

2

2

4 3

1
1 0

1

1 1 1 1 1
1

21

2

1

0 2 2 1 4 1
1

2 21

z
f z f

z

z z
f z f

z

z

z
f z f

z

−
= =
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( )

( )
( ) 

( )
( )

2

4 3

2

1

0 2 2 1 4 1
1

2 21

z

z
f z f

z

=
+

− +
 = = − = −

+

  

                         

យកលៅជំនួរកន ងរមីការ(1)លរបាន៖ 

     

ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍៩៖ ចូរររលរររហ ធា  ជារហ ធានន  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 ររលររ ជារង   
 លយងីមាន៖ 
    

    

 លយងីបាន៖ 

    

 ដូចលនះ   ។ 

ឧទាហរ ៍១០៖ ក. ចូររនាល ត ( ) sinf z z=  លៅកន ងលរ៊ារនីតល័រចំល ះ 
4

z


= ។ 

         ខ្. ចូរក ំត់ដដនននភាររមួចំល ះលរ៊ារលីនះ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 ក. លយងីមាន ( ) sinf z z=  លនាះលរបាន៖ 

( )
3

4

1z
= −

+

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 1 1
0 1 1

2 2! 2

1 1
1 1

2 4

f z z z

z z

= + − −  − +

= − − − +
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21 1 1

1 1
1 2 4

z
z z
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−
= − − − +

+

( ) 3 2
5 4 2f z z z z= − + + ( )1z −

( )f z ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

0 1 2 31 1 1f z a a z a z a z= + − + − + −

( ) 3 2
5 4 2f z z z z= − + +
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6
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=
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 −
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4
cos , sin , cos , sin ,...f z z f z z f z z f z z  = = − = − =   

 ( )42 2 2 2 2
, , , ,

4 2 4 2 4 2 4 2 4 2
f f f f f

             
  = = = − = − =         

         
  

 លដ្ឋយ
4

a


=  លនាះលរបាន៖ 

 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 3

2 3

2 3

...
2! 3!

2 2 2 2
...

2 2 4 2 2! 4 2 3! 4

2 4 4
1 ...

2 4 2! 3!

f a z a f a z a
f z f a f a z a

z z z

z z

z

  

 



 − −
= + − + + +

     
= + − − − − − +     

      

    
− −    

      = + − − − +  
  

  

  

 ស្ទ្ឹរតីបទ្លផសងលទ្ៀតតាង
4

u z


= −  ឬ
4

z u


= + លនាះលយងីមាន៖ 

 ( )

3 5 2 4

sin sin sin cos cos sin
4 4 4

2
sin cos

2

2
1

2 3! 5! 2! 4!

z u u u

u u

u u u u
u

   
= + = + 

 

= +

    
= − + − + − + −    

    

  

  
2 3 42

1
2 2! 3! 4!

u u u
u

 
= + − − + + 

 
  

  

2 3

2 4 4
1 ...

2 4 2! 3!

z z

z

 



    
− −    

      = + − − − +  
  

  

  

  ខ្. ចូរក ំតដ់ដនននភាររមួចំល ះលរ៊ារលីនះ។ 

 លដ្ឋយចំ  ចលទាលននsin zខ្ិតលៅជិត
4

 មិនអចរប់បានលរ៊ារលីនះរមួចំល ះស្រប់តនមលរប់បាន 

នន zមានន័យថ្ន z  ។  
៤.៤. ទេ៊េរមីា ឡរុូងំ (Laurent’s Series)  
 លបី  រឺជាអន រមន៍វភិារលៅលលីរងវង់រីរដដលមានផចិតរមួ 1C  និង 2C  ស្តង់ផចិត   លហយី
មានកាំ   និងលៅកន ងដដន R  រងវង់រីរមានផចតិរមួដតមួយរវាង 1C   នងិ 2C   លនាះស្រប់   លៅ
កន ងR  ។ 

( )f z z a=

( )1 2 2 1,r r r r z
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ដដល   

   

រស្មាយបញ្ា ក់ 
តាង ជារងវង់រីរដដលមានផចិតរមួស្តង់  និងកាំ ដូចរូបខាងលលី។ 
លៅកន ងដដន R   រងវង់រីរមានផចតិរមួដតមួយរវាង   និង  ជាទ្នំាក់ទ្ំនងរហ ននដដន។ ទ្ំនាក់ទ្ំនងនន
រហ ដដនលនះរឺស្តូវបានបតូរលៅជាទ្ំនាក់ទ្ំនងដដនរយលដ្ឋយកាត់តាម  ។ 

ជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងទ្ំនាក់ទ្ំនងដដនរយ លដ្ឋយលស្បីរូបមនតអងំលតស្កាលកូរ ី៖ 

 

     (រស្មួលអងំលតស្កាលជ ំវញិ   និង ) 

     

  

 ជាចំ  ចលផសងៗលៅកន ង  និងចំល ះអងំលតស្កាលលនះ  លៅលលី   
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 រិនិតយ   

  

 

     

ជំនួរ  លៅកន ង(1)លរបាន៖ 

   

ដដល   

  

z  ជាចំ  ចលផសងៗលៅកន ង  និងចំល ះអងំលតស្កាលលនះ  លៅលលី   
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( )
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z a
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ជំនួរ  លៅកន ង(3)លរបាន៖ 

   

ដដល   

  

ដដល  

 

ដូចលនះតួទ្ី២  ជាដផនករំខាន់លរ៊ារ ូីរ ងំ។ 
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ឧទាហរ ៍១១៖ ចូររកលរ៊ារ ូីរ ងំនន  ស្តង់ ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន  
  ជាអន រមន៍វភិារចំល ះ   

    

        

ឧទាហរ ៍១២៖ ចូររកលរ៊ារ ូីរ ងំនន  លៅស្តង់ ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន   

  មិនដមនជាអន រមន៍វភិារលៅស្តង់ ប៉ា ដនតវាជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងដដន  
លៅស្តង់ ។ 
តាង  លយងីបាន៖ 

    

     

ឧទាហរ ៍១៣៖ ចូររនាល តលរ៊ារ ូីរ ងំលៅកន ងលរ៊ាររីវ័រ  នន ដដលកំ ត់លដ្ឋយ   

លហយីមានដដន ។ 
ដំលណាះស្សាយ 
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រ ីណាលៅស្តង់ចំ  ច 0z លលីររីលនះលទ្ៀត 

( )
( ) ( )0

0 0
!

m
f z

g z
m

=    

ដូចលនះ ការស្សាយបញ្ា កស់្ទ្ឹរតីបទ្ស្តូវបានបំលរញ។ 
ឧទាហរ ៍១៦៖ រហ ធា ( ) 3 8f z z= − មានលំដ្ឋប់រូនយ 1m = ស្តង់ 0 2z = ។  
លយងីមាន ( ) ( )( )3 28 2 2 4f z z z z z= − = − + +  
លដ្ឋយ ( ) ( ) ( )2f z z g z= −   ដដល ( ) 2 2 4g z z z= + +   រីលស្ ះ f  និង g  ទាងំអរ់ដត
( )2 12 0g =  ។ 

ចំល ះ 0 2z = ជាលំដ្ឋប់រូនយ 1m = នន f តាមការរលងកតលយងីល ញីថ្ន 
( ) ( )2 0, ' 2 12 0f f= =   ។ 

ឧទាហរ ៍១៧៖ អន រមន៍ ( ) ( )1zf z z e= −  មានរូនយលំដ្ឋប់ 2m =  ស្តង់ចំ  ច 0 0z = ។ 
លដ្ឋយ ( ) ( )0 0 0f f = =  និង ( )0 2 0f  =    
លៅកន ងករ ីលនះកលនាម ( ) ( ) ( )

2

0f z z z g z= −  លៅជា ( ) ( ) ( )
2

0f z z g z= −  

ដដល gជាអន រមន៍ជាប់កំ ត់លដ្ឋយមធយមននរមីការ ( )
1

0

1 0

ze
z

g z z

z

 −


= 
 =

ebI
ebI

  

៤.៦.ស្រទឹេដរីទ Schwarz 

 ស្ទ្ឹរតីបទ្៖ លបី ( )f z ជាអន រមនវភិារលៅកន ងដដនDកំ ត់លដ្ឋយ z R  និងបំលរញ 

លកខខ្ ា ( ) ,f z M z D    និង ( )0 0f =  លនាះលរបាន ( )
M

f z z
R

 ។ ដូចោន លបរីមភារ 

លកីតល ងីចំល ះស្រប់ z លនាះលរបាន ( ) iM
f z ze

R

= ដដលជាចំនួនរិតលថ្រ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
តាងCជារងវង់ ,z r r R=    
លដ្ឋយ ( )f z   ជាអន រមន៍វភិារលៅលលី និងកន ងរងវង់C  លនាះការរនាល ត ( )f z   លៅកន ងលរ៊ារនីតល័រស្តង់
ចំ  ច zខាងកន ងរងវង់C លយងីបាន 
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  ( ) ( )2

0 1 2

0

1n

n

n

f z a z a a z a z


=

= = + + +   

តាមរមមតិកមម ( )0 0f = លៅស្តង់ 0z = ( ), 0f z =  លនាះលរបានទ្ស្មង់(1)លយងីបាន 0 0a = ។ 
ជំនួរ 0 0a = លៅកន ង(1)លយងីបាន ( ) 2

1 2f z a z a z= + +   

លយងីរិនិតយលមីលអន រមន៍ ( )F z  កំ ត់លដ្ឋយ ( )
( ) 2

1 2 3

f z
F z a a z a z

z
= = + + +   

អន រមន៍ ( )F z មានឯកធាត ស្តង់ 0z = ដដលអចលចាលបានលបីលយងីកំ ត ់
( ) 1F z a=  ចំល ះ 0z =  

មានន័យថ្ន ( ) 10F a=  
អន រមន៍ ( )F z ជាអន រមន៍វភិារលៅកន ង និងលស្ៅរងវង់C លដ្ឋយម៉ាូឌ្ លធំបំផ ត ( )F z តនមលធំ 
បំផ តលៅស្តង់ចំ  ច z a=  លៅលលីC  និងមិនលៅកន ងរងវង់C។ 

មានន័យថ្ន ( )
( )

max
f a

F a
a

= = តនមលនន ( )F z  

     max= តនមលនន ( )
( )2

f z M

z r
  

លបី z  លៅខាងកន ងរងវង់C លយងីបាន 

  ( ) maxF z   តនមលនន ( )
M

F z
r

   

លនាះលរបាន ( )
( ) ( )3

f z M M
f z z

z r r
     

លៅកន ងវរិមភារ(3)ចំល ះស្រប់ r R លរល r R→  លយងីមានទ្ស្មង់(3) 

( ) ,
M

f z z z
R

   ដដល z R   

ចំល ះ(2)លយងីមាន ( )
M

f a a
r

= លរល r R→ លយងីបាន 

( ) ( ) iM M
f a a f a ae

R R

=  =   

លនាះលរបាន ( ) iM
f z ze

R

=  ដដល z  លៅលលីរងវង់C  និង  ជាចំនួនរិតលថ្រ។ 
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លហំាត់ទេ៊េរចី្នអនគុមន៍វិភាគ និងឯកធាតុ 
១.ចូររនាល តអន រមន៍ខាងលស្កាមជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំកន ងដដនដដលលរឱ្យ៖ 

 ក. ,   ខ្. ,  

 រ. ,    . ,  

 ង. ,   ច. ,  

២.ចូររនាល តអន រមន៍ ជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំកន ងដដនដូចខាងលស្កាម៖ 

  ក.   ខ្.   រ.    .  
៣.ចូររនាល តអន រមន៍ ជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំកន ងដដនខាងលស្កាម៖ 

 ក.     ខ្.   

៤.ចូររនាល តអន រមន៍ ជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំកន ងដដនខាងលស្កាម៖ 

 ក.   ខ្.   
 រ.    .  

៥.ចូររនាល តអន រមន៍ ជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំកន ងដដនខាងលស្កាម៖ 

 ក.   ខ្.    រ.  
  .   ង.   ច.  

៦.ចូររនាល តអន រមន៍ ជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំកន ងដដនខាងលស្កាម៖ 

 ក.   ខ្.   រ.    .  

៧.ចូររនាល តអន រមន៍ ជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំកន ងដដនខាងលស្កាម៖ 

ក.   ខ្.   រ.    .  

៨.ចូររនាល តជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំននអន រមន៍ កន ងដដនខាងលស្កាម៖ 

 ក.   ខ្.  រ.    .  
៩.ចូររនាល តជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំននអន រមន៍ កន ងដដនខាងលស្កាម៖ 

 ក.   ខ្.  រ.  

១០.ចូររនាល តជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំននអន រមន៍ កន ងដដនខាងលស្កាម៖ 

( )
sin z

f z
z

= 0 z  + ( )
3

zf z e= 0 z  +

( ) 3

sin z
f z

z
= 0 z  + ( )

1

z
e

f z
z

=
−

0 1z −

( ) 5

sinz z
f z

z

−
= 0 z ( )

1
cosf z z

z
= 0 z

( )
( )

1

1
f z

z z
=

−

0 1z  1 z 0 1 1z −  1 1z −

( ) 2

1

3 2
f z

z z
=

− +

1z  2z 

( )
( ) ( )

1

1 3
f z

z z
=

+ +

1 3z  3z 

0 1 2z +  1z 

( )
( )

1

3
f z

z z
=

−

0 3z  3z  0 3 3z − 

3 3z −  1 4 4z −  1 1 4z + 

( )
( ) ( )

1

1 2
f z

z z
=

− −

1 2z  2z  0 1 1z −  0 2 1z − 

( )
( ) ( )1 2

z
f z

z z
=

+ −

0 1 3z +  1 2z +  1 2z  0 2 3z − 

( )
( )

1

1
f z

z z
=

−

0 1z  1 z  + 0 1 1z −  1 1z −  +

( ) 3 2

7 2

2

z
f z

z z z

−
=

− −

0 1 1z +  1 1 3z +  1 3z + 

( )
( ) ( )

2

1

1 3
f z

z z
=

− −
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 ក.   ខ្.  

១១.ចូររនាល តជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំននអន រមន៍ កន ងដដនខាងលស្កាម៖ 

 ក.   ខ្.  

១២.ចូររនាល តជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំននអន រមន៍ កន ងដដនខាងលស្កាម៖ 

 ក.   ខ្.  
១៣.ចូររនាល តជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំននអន រមន៍ កន ងដដន  ។ 

១៤. ចូររកលរ៊ារនីតល័រចំល ះអន រមនដ៍ដលបរហ ញរីចំ  ចដូចខាងលស្កាម៖ 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 . cos , 2 . cos , 0
4

f z z z f z z z


= = = =   

 ( ) ( ) ( ) ( )23 . , 2 4 . tanh , 0zf z e z i f z z z= = = =   

 ( ) ( )
1

5 .
1

z
f z

z

−
=

+
 លៅកន ងដដន 1z          ( ) ( ) 2

1
6 . ,

4
f z z i

z
= = −

+
  

 ( ) ( ) 2

1
7 . , 1

z
f z z

z

−
= =           ( ) ( ) 2

1
8 . , 4

4 3
f z z

z z
= =

− +
  

១៥. ចូររនាល តអន រមន៍ខាងលស្កាមជាលរ៊ារ ូីរ ងំ៖ 

 ( ) ( )
( )( )

1
1 . , 2 3

2 3

z
f z z

z z

−
=  

+ +
 

( ) ( )
( )

1
2 .

1
f z

z z
=

−
 ចំល ះ0 1z   និង0 1 1z −   

( ) ( )
( )2

3
3 .

2

z
f z

z z z

+
=

− −
 លៅកន ង1 2z    

( ) ( )
( )

2

1
4 .

1
f z

z z
=

−
 លៅកន ងដដន0 1z   និង0 1 1z −   

( ) ( ) 2

1
5 .

z
f z

z

−
=  លៅកន ង 1 1z −   

( ) ( )
( )

2

1
6 .

1
f z

z z
=

−
 លៅកន ងដដន 1z   

 ( ) ( ) 3 2

1
7 .

3 2
f z

z z z
=

− +
ស្តង់ 0z =  ចំល ះ( ) ( )1 2 2i z ii z     

 ( ) ( ) 2

1
8 .

2 3

z
f z

z z

−
=

− −
 ចំល ះ( ) ( )1 3 3i z ii z    

 ( ) ( )
( )

( ) ( )2 2

1 1 2
9 . , 0 2 10 . , 0 1

2

z
f z z f z z

z z z z

+
=   =  

− +
 

  

0 1 2z −  0 3 2z − 

( )
( )

2

1

1
f z

z z
=

−

0 1z  1z 

( )
( ) ( )

3

1

2 1
f z

z z
=

− −

0 2 1z −  0 1 1z − 

( ) 2
1

z
f z

z
=

−
1 2 3z − 
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ទមទរៀនទី៥៖  ស្រទឹេតរីទទរេុឌីុយ 

( RESIDUE THEOREM ) 
៥.១. ស្រទឹេតរីទទរេុឌីយុកេូុ ី (Residue Cauchy Theorem) 

៥.១.១.វិធាីស្រេតរកទរេុឌីុយ ( Method of Finding Residues ) 

  ក.លររ ីឌ្ យស្តង់ប៉ាូលរយ (Residues at simple pole ) 
   (i). លបីអន រមន៍ មានប៉ាូលរយស្តង់ លនាះលរបាន៖ 
     

រស្មាយបញ្ា ក់ 
 អន រមន៍ មានប៉ាូលរយស្តង់   លយងីអចរនាល តជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំ៖ 

   (*) 

 រ  អងាទាងំរីរនន(*) នងឹ រចួរ នាលីមីតកាលណា ៖ 

  

 ដត (តាមនយិមន័យ) 
 ដូចលនះ (រូបមនតស្តូវបានស្សាយបញ្ា ក)់ 

ឧទាហរ ៍១៖ លរឱ្យ  ។ រក  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន  

 មានប៉ាូលឯកតា   

     

 ដូចលនះ  ។ 

ឧទាហរ ៍២៖ រ នា  លបី    ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន   

( )f z 0z

  ( ) ( )
0

0 0Re , lim
z z

s f z z z f z
→

 = − 

( )f z 0z

( ) ( ) ( )
2 1

0 1 0 2 0

0

...
b

f z a a z z a z z
z z

= + − + − + +
−

( )0z z− 0z z→

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0

0

2 3

0 0 0 1 0 2 0 1

0 1

lim lim ...

lim

z z z z

z z

z z f z a z z a z z a z z b

z z f z b

→ →

→

  − = − + − + − + +   

  − = 

 1 0Re ,b s f z=

  ( ) ( )
0

0 0Re , lim
z z

s f z z z f z
→

 = − 

( )
2 5

1

z
f z

z

+
=

+
 Re , 1s f −

( )
2 5 3

2
1 1

z
f z

z z

+
= = +

+ +

1z = −

  ( ) ( )

  ( )

( )

 

1

1

1

Re , 1 lim 1

2 5
Re , 1 lim 1

1

lim 2 5

2 5 3

Re , 1 3

z

z

z

s f z f z

z
s f z

z

z

s f

→−

→−

→−

− =  +  

+ 
− = +  + 

= +

= − + =

− =

 Res ,2 3f =

( )Re ,2s f ( )
2

2 3

2

z z
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ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍៣៖ លរឱ្យ ។ រកលររ ីឌ្ យននអន រមន៍ ស្តងប់៉ាូលរបរ់ 

វា។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 ប៉ាូលននអន រមន៍រឺ (ប៉ាូលរយ) 

    

ដូចលនះ  ។ 

ឧទាហរ ៍៤៖ លរឱ្យ ។ រកលររ ីឌ្ យននអន រមន៍ ស្តង់ប៉ាូល 

របរ់វា។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 ប៉ាូលននអន រមន៍រឺ (ប៉ាូលរយ) 

    

ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍៥៖ លរឱ្យ  ។ រកលររ ីឌ្ យននអន រមន៍ ស្តង់ប៉ាូលរបរ់វា។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន លនាះលរបាន 

 ប៉ាូលននអន រមន៍រឺ (ប៉ាូលរយ) 
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ដូចលនះ  ។ 

  (ii). លបីអន រមន៍ មានរង  ដដល និង  

 លនាះលរបាន៖ ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
 លយងីមាន៖    (តាម (i)) 

   ដត  

 លយងីបាន៖      (រងមិនកំ ត់ ) 

        

        (រូបមនតស្តូវបានស្សាយបញ្ា ក់) 

ឧទាហរ ៍៦៖ រក  លបី  ។  
ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន ដដល   

 លដ្ឋយ   

                 

 ដូចលនះ   ។ 

ឧទាហរ ៍៧៖ រក  លបី   ។ 
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ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន  

 យក    

               

 លយងីបាន    ។ 

ឧទាហរ ៍៨៖ លរឱ្យ ។ រកលររ ីឌ្ យស្តង់ប៉ាូលរបរ់វា ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន   

 ប៉ាូលននអន រមន៍រឺ  ដដលជារ ទ្ធជាប៉ាូលរយ។ 
 យក  
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ដូចលនះ   

    ។ 

ឧទាហរ ៍៩៖ រក  លបី  ។ (ចលមលីយ៖ ) 

 ខ.រេសុ៊ីឌុយត្រង់ប ៉ូលលំដាប់ , 1m m  ( Residues at a pole of Order m, m 1 ) 
  លបីអន រមន៍ មានប៉ាូលលំដ្ឋប់ ស្តង់ លនាះលរបានលររ ីឌ្ យននអន រមន៍ ស្តង់ 

កំ ត់លដ្ឋយ  ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
 អន រមន៍ មានប៉ាូលលំដ្ឋប់ ស្តង់  លយងីបានលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំនន កន ងដដន 

រឺ៖ 
ដដល    (1) 

រ  អងាទាងំរីរនន(1)នឹង ៖   
 (2) 

លធវីលដរលីវលលីអងាទាងំរីរនន(2)ចំនួន ដងលធៀបនឹងអលថ្រ  រចួរ នាលីមីតលរល ៖ 

  

 ដត  

ដូចលនះ  (រូបមនតស្តូវបានស្សាយបញ្ា ក)់ 

ឧទាហរ ៍១០៖ រក  លបី  ។ 
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ដំលណាះស្សាយ 
 អន រមន៍ មាន  ជាប៉ាូលលំដ្ឋប់រីរ(ប៉ាូលឌ្ ប)  

 លយងីបាន  

        

  ដូចលនះ   ។ 

ឧទាហរ ៍១១៖ លរឱ្យ  ។រក និង  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីល ញីថ្ន ជាប៉ាូលលំដ្ឋប់២ និង ជាប៉ាូលរយ លយងីបាន៖ 

    

    

 ដូចលនះ  ។ 

ឧទាហរ ៍១២៖ លរឱ្យ  ។ រក និង  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីល ញីថ្ន ជាប៉ាូលលំដ្ឋប់២ និង ជាប៉ាូលរយននអម រមន៍ ។ 
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 ដូចលនះ  ។ 

ឧទាហរ ៍១៣៖ រ នា និង  លបី  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីល ញី ជាប៉ាូលលំដ្ឋប់៤ និង ជាប៉ាូលរយននអន រមន៍ ។ 

  

 យក    

 លយងីបាន  

    

 ដូចលនះ ។  

អន វតតន៍៖ រកលររ ីឌ្ យននលំហាត់ខាងលស្កាម៖ 

ក. រក លបី  ។ 

ខ្. រកលររ ីឌ្ យននអន រមន៍ ។ 

រ. រ នា លបី ។ 

៥.១.២.ស្រទេឹដរីទទរេុឌីុយររេក់េូុ ី( Cauchy’s Residues Theorem ) 
  លបី ជាអន រមន៍វភិារលៅលលីឬខាងកន ងដខ្សលកាងបិទ្  លហយី ជា 

ប៉ាូលននអន រមន៍ ឋតិលៅខាងកន ងដខ្សលកាង ទាងំអរ់ លនាះលរបាន៖ 
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Res ,0 , Res ,2
4 2 4 2

f i f i i= + = +

 Re ,1s f  Re , 3s f − ( )
( ) ( )

4

2 1

1 3

z
f z

z z

−
=

− +

1z = 3z = − f

 
( )

( ) ( )
4

1 1

1 1 2 1
Res ,1 lim 1 lim

4 1 ! 3! 3z z

z
f z f z

z→ →

 −  = − =   − + 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 3 4

2 1 7 14 42
, , ,

3 3 3 3

z
p z p z p z p z

z z z z

−
  = = = − =

+ + + +

 
( )

4
1

1 42 1 42 7
Res ,1 lim

6 6 256 2563z
f

z→
= =  =

+

  ( ) ( )
( )

4
3 3

2 1 7
Res , 3 lim 3 lim

2561z z

z
f z f z

z→− →−

−
− = + = = −  

−

   
7 7

Res ,1 , Res , 3
256 256

f f= − = −

 Re ,s f a ( )
( )

3

z
ze

f z
z a

=
−

( ) 4 35

ze
f z

z z
=

+

Res ,
6

f
 

 
 

( ) 3

sin

6

z
f z

z


=
 

− 
 

( )f z C 1 2, ,..., nz z z

( )f z C
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រស្មាយបញ្ា ក់ 

• រលឹំក៖ លបី  ជាប៉ាូលននអន រមន៍  លនាះលរបាន  ដដល

លៅកន ងរនលង ។ 
 កន ងដខ្សលកាងបិទ្ លយងីរង់រងវង់ មានផចិត លរៀងោន (លៅដ្ឋច់ៗរីោន ) 
 តាមស្ទ្ឹរដីបទ្កូរ ី លរបាន៖  

 ដត , ,...,  

 

ដូចលនះ លរបាន៖ ។ 

 ។ 

ឧទាហរ ៍១៤៖ រ នា ដដល ជារងវង់ មានទ្ិរលៅស្ចារ នឹងស្ទ្និច 

នា កិា។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 តាង  

 ប៉ាូលននអន រមន៍ រឺ ,  (ឋតិលៅកន ងដដនទាងំអរ់) 
 តាមស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យកូរ ី៖ 

    

ដត ,           

  

0z f ( )  02 Re ,
C

f z dz i s f z=  0z

C

C
1 2, ,..., nC C C 1 2, ,..., nz z z

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

...

nC C C C

f z dz f z dz f z dz f z dz= + + +   

( )  
1

12 Re ,
C

f z dz i s f z=  ( )  
2

22 Re ,
C

f z dz i s f z= 

( )  2 Re ,

n

n

C

f z dz i s f z= 

( )      1 22 Re , 2 Re , ... 2 Re , n

C

f z dz i s f z i s f z i s f z=  +  + + 

( )      ( )  1 2

1

2 Re , Re , ... Re , 2 Re ,
n

n k

kC

f z dz i s f z s f z s f z i s f z
=

=  + + + =  

( )
5 2

1
C

z
dz

z z

−

− C 2z =

( )
( )
5 2

1

z
f z

z z

−
=

−

f 0z = 1z =

( )
   ( )

5 2
2 Re ,0 Re ,1

1
C

z
dz i s f s f

z z

−
=  +

−

  ( )
0 0

5 2
Re ,0 lim lim 2

1z z

z
s f zf z

z→ →

−
 = = =  −

  ( ) ( )
1 1

5 2
Re ,1 lim 1 lim 3

z z

z
s f z f z

z→ →

−
 = − = = 

រូបទី្៥.១ 
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 ដូចលនះ   ។ 

ឧទាហរ ៍១៥៖ រ នា ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 តាង  

 ប៉ាូលននអន រមន៍ រឺ ,  
 ចំល ះប៉ាូល ឋតិលៅខាងលស្ៅដដន លនាះតាមស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យកូរ ី លយងីបាន៖ 
  

 ដត  

 ដូចលនះ  ។ 

ឧទាហរ ៍១៦៖ រ នា តាមទ្ិរលៅស្ចារនឹងស្ទ្និចនា កិាជ ំវញិរងវង់ខាងលស្កាម៖ 

  ក.      ខ្.  
ដំលណាះស្សាយ 

 ក.អន រមនម៍ានប៉ាូលលំដ្ឋប់៣ ស្តង់ និង ប៉ាូលរយស្តង់ ។ 
 ចំល ះប៉ាូល ឋតិលៅខាងលស្ៅដដន  លយងីបានតាមស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យ៖ 

  

   

   
( )

3
0

1 2 1 2 1
lim

2 2 64 644z z→
= =  =

+
  

 ដូចលនះ ។ 

 ខ្. លយងីល ញីថ្នប៉ាូលទាងំរីររ ទ្ធដតឋតិលៅខាងកន ងដដន 2 3z + = តាមស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យ៖ 

   

 ដត    

( )
( )

5 2
2 2 3 10

1
C

z
dz i i

z z

−
=  + = 

−

( )1

1

2
z

z
dz

z z
=

+

−

( )
( )
1

2

z
f z

z z

+
=

−

f 0z = 2z =

2z =

( )
 

1

1
2 Re ,0

2
z

z
dz i s f

z z
=

+
= 

−

  ( )
0 0

1 1
Re ,0 lim lim

2 2z z

z
s f zf z

z→ →

+
 = = =  −

( )1

1 1
2

2 2
z

z
dz i i

z z
=

+
=   = 

−

( )3
4C

dz

z z +


2z = 2 3z + =

0z = 4z = −

4z = −

( )
 3

2 Res ,0
4

C

dz
i f

z z
=

+

  ( )
( )

( )

3

2
0 0 0

3
0

1 1 1 1 1
Res ,0 lim lim lim

2! 2 4 2 4

1 2 1 2 1
lim

2 2 64 644

z z z

z

f z f z
z z

z

→ → →

→

    = = = −    +  +  

= =  =
+

( )3

1
2

4 64 32
C

dz
i i

z z


=  =

+

( )
   ( )3

2 Res ,0 Res , 4
4

C

dz
i f f

z z
= + −

+

    ( ) ( ) 34 4

1 1 1
Res ,0 ,Res , 4 lim 4 lim

64 64z z
f f z f z

z→− →−
= − = + = = −  
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 ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍១៧៖ រ នា  ដដលរនលង ជារងវង់  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 យក   

 ប៉ាូលននអន រមន៍ រឺ និង ដដលរ ទ្ធជាប៉ាូលរយ។ 
 ប៉ាូល ឋតិលៅខាងលស្ៅដដន តាមស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យ៖ 

  

   

 ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍១៨៖ រ នា ដដលរនលង ជារងវង់  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 យក   

 ប៉ាូលននអន រមន៍ រឺ  និង  ដដលរ ទ្ធជាប៉ាូលរយ។ 
 ប៉ាូល ឋតិលៅខាងលស្ៅដដន តាមស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យ៖ 

  

  

 ដូចលនះ ។ 

ឧទាហរ ៍១៩៖ រ នា  ដដល  ជារងវង់  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 យក   

ប៉ាូលននអន រមន៍រឺ  រ ទ្ធដតឋតិលៅខាងកន ងដដន ។ 

( )3

1 1
2 0

4 64 64
C

dz
i

z z

 

= − = 
+  



2

2 6

4C

z
dz

z

+

+
 C 2z i− =

( )
( )( )2

2 6 2 6

4 2 2

z z
f z

z z i z i

+ +
= =

+ + −

f 2z i= − 2z i=

2z i= − 2z i− =

 2

2 6
2 Res ,2

4
C

z
dz i f i

z


+
=

+

  ( ) ( )
2 2

2 6 4 6 3
Res ,2 lim 2 lim 1

2 4 2z i z i

z i
f i z i f z i

z i i→ →

+ +
= − = = = +   +

( )2

2 6 3 2
2 3 2

4 2
C

z i
dz i i

z i
 

+ +
=  = +

+

2

1

4 13
C

dz
z z+ + C 3 3z i− =

( )
( ) ( )2

1 1

4 13 2 3 2 3
f z

z z z i z i
= =

+ + − − + − − −      

f 1 2 3z i= − + 2 2 3z i= − −

2 2 3z i= − − 3 3z i− =

 12

1
2 Res ,

4 13
C

dz i f z
z z

=
+ +

  ( ) ( )
( )1

2 3 2 3

1 1
Res , lim 2 3 lim

2 3 6z i z i
f z z i f z

z i i→− − →− −
= + + = =   − − +

2

1 1
2

4 13 6 3
C

dz i
z z i


=  =

+ +

4 1
C

z
dz

z − C 2z =

( )
( )( ) ( )( )( )( )4 2 21 1 11 1

z z z
f z

z z z z i z iz z
= = =

− − + − +− +

1, 1, ,z z z i z i= = − = = − 2z =
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តាមស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យ លយងីបាន៖ 

ដូចលនះ  

     ។ 

៥.២. អាងំទតស្រកាលកណំត់អនុគមន៍ស្រតីទកាណមាស្រត 
លយងីរិនិតយលមីលអងំលតស្កាលដដលមានទ្ស្មង់

( ) ( )
2

0

sin ,cos 1f d



    លៅលរល 

( )cos ,sinf   រឺជាអន រមនរ៍និទាននន 
cos និងsinជាមួយនឹងលមរ  ចំននួរិត 
មួយ និង ភារដបងមិនរូនយ លៅលលីចលនាល ះ 
 0,2 ។ ជាឧទាហរ ៍៖  

អងំលតស្កាល
2

0
2 cos

d




+ និង 

( )22

0

cos 2

4 2sin cos
d

 


 +  រឺជាទ្ស្មង់នន ( )1  ។ 

លោលលៅរបរ់លយងីរឺបំដលងទ្ស្មង់អងំលតស្កាលកំ ត់( )1  លៅកន ងរនលងអងំលតស្កាលមួយ
ដដលស្តូវបានរ នាលដ្ឋយលស្បីស្បារ់ស្ទ្ឹរតីបទ្រំ ល់។  

តាង ( )
2

0

sin ,cosI f d



  =  ដដល ( )sin ,cosf   ជាអន រមន៍រនទិានននsin  និង 

cos  ។ លដីមបរី នាអងំលតស្កាលលយងីយក iz e = លនាះ idz ie d i z d  = =   

  
21 1 1

cos
2 2

z
z

z z


+ 
= + = 

 
  

  
21 1 1

sin
2 2

z
z

i z iz


− 
= − = 

 
  

  ( ) ( )
( )( )( ) ( )( )

  ( ) ( )
( )( )( ) ( )( )

1 1

1 1

1 1
Res ,1 lim 1 lim

1 2 1 1 4

1 1
Res , 1 lim 1 lim

1 2 1 1 4

z z

z z

z
f z f z

z z i z i i i

z
f z f z

z z i z i i i

→ →

→− →−

= − = = =   + − + − +

−
− = + = = =   − − + − − − − +

  ( ) ( )
( )( )( ) ( )( )

1 1
Res , lim lim

1 1 2 1 1 4z i z i

z
f i z i f z

z z z i i i i→ →
= − = = = −   − + + − +

  ( ) ( )
( )( )( ) ( )( )

1 1
Res , lim lim

1 1 2 1 1 4z i z i

z
f i z i f z

z z z i i i i→− →−

−
− = + = = = −   − + − − − − −

       ( )4
2 Res ,1 Res , 1 Res , Res ,

1
C

z
dz i f f f i f i

z
= + − + + −

−

1 1 1 1
2 0

4 4 4 4
i
 

= + − − = 
 

រូបទី្៥.២រំ ង់រូប  និង  
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   1iz e = =   
 លដ្ឋយជំនួរតនមលលៅកន ងអងំលតស្កាលលរបាន ( )

C

I f z dz=   ដដលCជារងវង់ឯកតា 1z =   

 លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្លររ ីឌ្ យរបរកូរ ីលរបាន 

( )
2

0

sin ,cos 2I f d i



   = =  (ផលបូកននលររ ីឌ្ យទាងំអរ់ស្តង់ប៉ាូលលៅកន ង 

រងវង់ឯកតា 1z = ) ឬ ( )  
2

10

sin ,cos 2 Res ,
n

k

k

f d i f z



   
=

=   

ឧទាហរ ៍២០៖ រ នា
2

0
13 5sin

d




+  លដ្ឋយលស្បីអងំលតស្កាលដខ្សលកាង។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 (១). តាង
2

0
13 5sin

d
I





=

+  

 រិនិតយលលីរនលងC ដដលមានរងវង ់
ឯកតា 1z = ដូចរូប។ 

លដ្ឋយ
2 1

, ,sin
2

i dz z
z e d

iz iz

  
−

= = =   

(២). លរបាន
2 1

13 5
2

C

dz

izI
z

iz

=
 −

+  
 

   

        ( )2
2 1

5 26 5
C

dz

z iz
=

+ −   

 (៣). តាង ( ) 2

1

5 26 5
f z

z iz
=

+ −
  

មានប៉ាូល ( ) ( )( )
2

26 26 4 5 5

10

i i
z

−  − −
=   

        26 576 26 24
, 5

10 10 5

i i i i
i

−  − − 
= = = − −  

មានន័យថ្ន ( )
( )

( )( )21

5 5
5

f z ax bx c a x x
i

z z i

  = + + = − −  
+ + 

 

  

(៤). ចំល ះ 1
, 1

5 5 5

i i
z z= − = − =    

 លរបាន
5

i
z = −  លៅខាងកន ងរងវង់C   
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 ចំល ះ 5 , 5 5 1z i z i= − = − =    
 លរបាន 5z i= −  លៅខាងលស្ៅរងវង់C  

 (៥). ( ) ( )
5

Res ; lim
5 5i

z

i i
f z z z f z

→−

    
= − = +   

    
  

      
( )

5

1 1 1
lim

5 5 24
5 5

5

i
z iz i i

i
→−

= = =
+  

− + 
 

  

 (៦). លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្លររ ីឌ្ យកូរ ី ( )  
1

2 Res ,
n

k

kC

f z dz i f z
=

=   

 លរបាន ( ) ( )2 Res ,
5

C

i
f z dz i f z z

 
= = − 

 
   

  
2

1
2

5 26 5 24 12
C

dz
i

z iz i



 

= = 
+ −  

   

 ជំនួរកន ងរមីការ(1)លរបាន 2
12

I
 

=  
  6


=   

 ដូចលនះ
2

0
13 5sin 6

d


 


=

+ ។  

ឧទាហរ ៍២១៖  រ នា ។ 

          
ដំលណាះស្សាយ 

តាង  ដដល  កំ ត់រី  លៅ  លហយី  ជាសាន មលៅលលីរងវង់ឯកតា  លៅកន ងទ្ិរ
លៅវជិាមាន។ លស្បីការជំនួរលយងីនឹងបដមលងរីអងំលតស្កាលដដលឱ្យលៅកន ងរនលងអងំលតស្កាលដូច 
តលៅ៖ 

2

0 10 8cos

d 

+

iz e =  0 2 z ( )1 0C

រូបទី្៥.៤អងំលតស្កាលកំ ត ់ រូបទី្៥.៥រនលង និងប៉ាូលចំល ះរនលងអងំលតស្កាល 
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លដីមបរី នាអងំលតស្កាលច ងលស្កាយលយងីលស្បីលររ ីឌ្ យលយងីលដ្ឋះស្សាយរមីការ 

  

លយងីបាន   នងិ  (លមីលរូបទ្ី៥.៥) ។ ដូលចនះមានច ំ ចលទាលដតមួយលៅកន ង

ថ្នរឯកតារឺជាប៉ាូលរយស្តង់ 1

2
−  លៅកន ងរងវង់។ លយងីអចកំ ត ់ 

 

តាមស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យលដ្ឋយរនមតថ្ន 
 

និង   
តាង ជាចំនួនរត់រ ឡឺាទ្ីប និង iz e = ។ តាមឯកលកខ ៈភារ De Moivre លរបាន៖ 

  
និង  

លធវីការបូក និងដករមភារខាងលលីលរបាន  និង 

ឧទាហរ ៍២២៖ រ នាអងំលតស្កាលកំ ត់ (លមីលរូបភារ៥.៦) ។ 

                                                                                    
 

( ) ( )1 1

2

20 0 08 110 8cos 4 10 4
10

2

C C

dz
i

d dzz i
z z

z
z

 



−

= = −
+ + + 

+ + 
 

  

( )2 1
4 10 4 4 2 0

2
z z z z

 
+ + = + + = 

 

2z = −
1

2
z = −

( )
( )2

2

1

2

1 1 1 1 1
Re , 5.2.5

14 10 4 2 6
8 104 10 4

2z

s
z z d

z z
dz =−

 
− = = = 

+ +    − ++ +  
 

( )1
20

2

4 10 4 6 3C

dz i i

z z

 
= =

+ +

( )1

2

20 010 8cos 4 10 4 3C

d dz
i

z z

  


= − =

+ + + 

n

cos sinn inz e n i n  = = +
1

cos sinin

n
e n i n

z

  −= = −

1 1
cos

2

n

n
z

z


 
= + 

 

1 1
sin

2

n

n
z

i z


 
= − 

 
2

0

cos 2

2 cos
d

 


+

រូបទី្៥.៦អងំលតស្កាលកំ ត ់ រូបទី្៥.៧រនលង និងប៉ាូលចំល ះរនលងអងំលតស្កាល 
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ដំលណាះស្សាយ 

លដ្ឋយលស្បី  
21 1 1

cos
2 2

z
z

z z


+ 
= + = 

 
 និង

21 1 1
sin

2 2

z
z

i z iz


− 
= − = 

 
  

ចំល ះ លរបាន៖ 

 

រ នាអងំលតស្កាលច ងលស្កាយលដ្ឋយលស្បីលររ ីឌ្ យ។ លដ្ឋយ មានប៉ាូលលំដ្ឋប់ ស្តង់  
តាមស្ទ្ឹរដីបទ្ចំល ះ លយងីបាន៖ 

 

ឫរននរមីការ  រឺ  និង  (រូបទ្ី៥.៧)  
ចំល ះ រឺខាងកន ងថ្នរឯកតាលហយី ជាប៉ាូលរយ លយងីរ នាលររ ីឌ្ យលៅស្តង់ 2z   
លរបាន៖ 

  

              

តាមស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យរនមតថ្ន 

 

និង  

ឧទាហរ ៍ខាងលលីជាអងំលតស្កាលដដលស្តូវបានលដ្ឋះស្សាយលៅចលនាល ះ ។  
អងំលតស្កាលលៅចលនាល ះ  អចស្តូវបានលដ្ឋះស្សាយ(handle) លបីអន រមន៍រូ និងខ្ួប ។  
កន ងករ ីលនះរ ឺ

   

រមភារទ្ី១លកីតល ងីលដ្ឋយសារអន រមន៍រូ និងរមភារទ្ី២ជាវបិាកមួយននចំនួនរិតដដល 
អន រមន៍មានខ្ួប2  និងអងំលតស្កាលដូចោន ស្រប់ចលនាល ះននស្បដវង2 ។ 

ឧទាហរ ៍២៣៖ រ នាអងំលតស្កាលកំ ត់ (លមីលរូបភារ៥.៨ និង៥.៩)។ 

2n =

( ) ( )( )1 1

2

422

2 20 0 0

1 1

cos 2 12

1 12 cos 4 1
2

2

C C

z
dz zz

i i dz
z z z z

z
z

 



 
+  + = −  = −

+   + +
+ + 

 

  

2

1

z
2 0 0z =

2m =

( )
( ) ( )( )

( )

3 2 44 4

222 2 0 0 2

4 4 1 1 2 41 1
Re lim lim 4

4 14 1 4 1
z z

z z z z zz d z
s

dz z zz z z z z
→ →

  + + − + ++ +
  = = = −

+ ++ +  + + 

2 4 1 0z z+ + = 1 2 3 3.7z = − −  − 2 2 3 0.27z = − +  −

2z 2z

( )
( )

( ) ( )

4

4

22 2
2

2 3

2 3 11 1 1
Res , 2 3

4 1 2 3 4 1

z

dz z z z z
dz − +

  − + ++
  − + = 
 + + − + + + 

( )

( ) ( )

4

2

2 3 1 7

32 3 2 3

− + +
= =

− +

( )( )1

4

2 20

1 7
2 4

4 1 3C

z
dz i

z z z


+  
= − + 

+ +  


( )( )1

4
2

2 20 0

cos 2 1 7
2 4 0.26

2 cos 4 1 3C

z
d i dz

z z z

 
 



+  
= − = − +  

+ + +  
 

 0,2

 0, 2

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0

1 1
5.2.7

2 2
f d f d f d

  


     

−
= =  
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ដំលណាះស្សាយ 

ដំបូងលយងីលស្បីម ំឌ្ ប  និងបនាេ ប់មកបតូរអលថ្រ  លនាះលរបាន 

 

អងំលតស្កាលលៅចលនាល ះ មានអន រមន៍រូមួយ លនាះលយងីមាន 

 

លរលលនះលយងីរ នាអងំលតស្កាលច ងលស្កាយលនះលដ្ឋយវធិីសាង្គ្រតលររ ីឌ្ យ។ 

តាង  លនាះលយងីទ្ទ្ួលបាន 

 

អន រមន ៍  មានប៉ាូលរយលៅស្តង់  និង 

 លហយី ជាប៉ាូលលៅកន ងរងវង់  លមីលរូបភារ៥.៩។ 
 លនាះលរបានលររ ីឌ្ យលៅ រឺ 

 

ដូចលនះ 1 1 1 1
2

2 22 3 3
I i

i


 

 
= − = − 

 
។ 

លទាះបីជាអងំលតស្កាលលៅដផនកលនះរឺរិលររវាមានការអន វតតដ៏ចាបំាច់រមួបញ្ចូ លទាងំការ
រ នាននលរ៊ារហីវួរលីយរិតស្បាកដ។ 

2
20

cos2

1 2cos
I d







=
+

22cos 1 cos2 = + 2  =

2

0 0

cos2 1 cos

2 cos2 2 2 cos
I d d


 

 
 


= =

+ + 

 0,

2 2

0 0

2 2 2

0 0 0

1 cos2 1 2 cos 2

4 2 cos2 4 2 cos

1 1 2 1

4 4 2 cos 2 2 2 cos

I d d

d
d d

 

  

 
 

 

 
 

 

+ −
= =

+ +

−
= + = −

+ +

 

  

1 1
, cos , ,

2

i dz
z e z d

z iz

  
 

= = + = 
 

( )1
20

1

2 4 1C

dz
I

i z z


= −

+ +

( )( )2

1 2

1 1

4 1z z z z z z
=

+ + − −
1 2 3z = − −

2 2 3z = − + 2z ( )1 0 ;C

2z

( )( )
( )

( )( )2
2 2

1 2 1 2 2 1

1 1 1 1
Re , lim

2 3z z
s z z z

z z z z z z z z z z→

 
= − = =  − − − − − 

រូបទី្៥.៨អងំលតស្កាលកំ ត ់ រូបទី្៥.៩រនលង និងប៉ាូលចំល ះរនលងអងំលតស្កាល 
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ឧទាហរ ៍២៤៖ កំ ត់អងំលតស្កាល ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លរមាន  

លដ្ឋយ  

លនាះ  

  

បញ្ា ក់អងំលតស្កាល  

តនមលប៉ាូលរយ លហយីមានប៉ាូលលំដ្ឋប់២ស្តង់ ននអន រមន៍ ។ 

មិនដតប៉ា លណាណ ះ ចំល ះ លហយី រេិតលៅខាងកន ងរងវង់ ។ 

   

លយងីលស្បីស្បារ់រូបមនតដផនកម ន លយងីបាន៖ 

    

និង  

    

      

   ដូចលនះ ។ 

 លយងីរិនិតយលៅកន ងការរ នាលនះ លយងីរលងកតល ញីថ្ន អងំលតស្កាលននឧទាហរ ៍ខាងលលីរឺ 
ជាចំនួនរិតនងិមិនវជិាមាន ដូចលចនះវាជាចំនួនរិតវជិាមាន ដដលស្របនិងដំលណាះស្សាយរបរ់ 
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 
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= =

+ +

1 3 5
2

4 4 4 4
I i

i



 

= − − = 
 
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លយងីនន ។ 
៥.៣. អាងំទតស្រកាលអុមីស្ររូទ ើអនុគមន៍ េនិទាន នងិអុិនេ្  ណូង់ថ្េយល 
 ៥.៤.១. អាងំទតស្រកាលអុីមស្ររូទ ើអនុគមនេ៍និទាន 

តាង ( )I f x dx



−

=   ដដល ( )
( )
( )

P x
f x

Q x
=   

លហយីដឺលស្ក ( )Q x  ធំជាងដឺលស្ករបរ់ ( )P x  ោ៉ា ង
លហាចណារ់ក៏ 2  ដដរ និង ( )Q x   មិនមានឫរ
រិតលទ្។ លដមីបរី នា ( )

C

f z dz   ដដល C   ជា

រនលង ក់កណាត លរងវង់ខាងលលី 1C  ដដលមានកាំ
R  និងផចតិលៅចលនាល ះ 
ដផនកអ័កសអប់រ ីររី R−  លៅR ដូចរូប។ 

( ) ( ) ( )
1

R

C C R

f z dz f z dz f x dx
−

= +     

តាមស្ទ្ឹរតីបទ្លររ ីឌ្ យកូរ ី 
   ( ) 2

C

f z dz i=   (ផលបូកននលររ ីឌ្ យស្តង់ប៉ាូលលៅ ក់កណាត លខាងលលីបលង់ z ) 

លរបាន ( ) ( )
1

2

R

C R

f z dz f x dx i
−

+ =   (ផលបូកលររ ីឌ្ យ) 

យកលីមីត ( ) ( )
1

, lim lim 2

R

R R
C R

R f z dz f x dx i
→ →

−

→ + =   (ផលបូកលររ ីឌ្ យ) 

តាមកូរ ីលរបាន ( )
1

lim 0
R

C

f z dz
→

=   

ដូចលនះ ( ) 2f x dx i


−

= ។ 

ឧទាហរ ៍២៥៖ រ នា
( )( )

2

2 21 4

x dx

x x



− + +
  លដ្ឋយលស្បីអងំលតស្កាលដខ្សលកាង ឬរនលង 

អងំលតស្កាល(Contour integration)។ 
 

ដំលណាះស្សាយ 
 រឭំក៖ Contour integralរជឺាអងំលតស្កាល ( )

C

f z dz ននអន រមន៍ f  លៅកន ងបលងក់ ំផលិចលលីដខ្ស 

លកាងC  ជាទូ្លៅដខ្សលកាងបិទ្លៅកន ងបលង។់ 

4



រូបទី្៥.១០  
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 (១). តាង ( )
( )( )

2

2 21 4C C

z dx
f z dz

z z
=

+ +
    

 រិនិតយរនលង ក់កណាត លរងវង់ខាងលលី  
1C ដដលមានកាំR  និងផចិតលៅចលនាល ះដផនក 

អ័កសអប់រ ីររី R−  លៅR ដូចរូប។ 

 (២). តាង ( )
( )( )

2

2 21 4

z
f z

z z
=

+ +
 

 ប៉ាូលដដលកំ ត់លដ្ឋយ ( )( )2 21 4 0z z+ + = រឺ 
, 2z i i=    

 លនាះលរបាន ( )
( )( )( )( )

2

2 2

z
f z

z i z i z i z i
=

+ − + −
  

 (៣). ចំល ះប៉ាូល z i=  និង 2z i= លៅដផនកខាងកន ងរងវង់C   
 (៤). ( ) ( ) ( )Res ; lim

z i
f z z i z i f z

→
= = −          

        ( )( )( )

( )( )( )

2

2

lim
2 2

2 3

z i

z

z i z i z i

i

i i i

→
=

+ + −

=
−

  

        1 1

6 6
i

i
= − =   

      ( ) ( ) ( )
2

Res ; 2 lim 2
z i

f z z i z i f z
→

= = −        

               

( )( )( )

( )( )( )

2

2

2

lim
2

4

3 2 4

4 1

12 3

z i

z

z i z i z i

i

i i i

i
i

→
=

+ − +

=

−
= = −
−

 

 (៥). ( ) 2f x dx i


−

=  (ផលបូកលររ ីឌ្ យ) 

  
( )( )

2

2 2

1 1
2

6 31 4

x dx
i i i

x x




−

 
= − 

+ +  
  

      1
2

6 3



 

= = 
 
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 ដូចលនះ
( )( )

2

2 2 31 4

x dx

x x



−
=

+ +
 ។ 

ឧទាហរ ៍២៦៖ រ នា
20 1

dx

x



+  លដ្ឋយលស្បីអងំលតស្កាលដខ្សលកាង ឬរនលងអងំលតស្កាល។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 (១). តាង ( ) 2 1
C C

dx
f z dz

x
=

+    

 រិនិតយរនលង ក់កណាត លរងវង់ខាងលលី  
1C ដដលមានកាំR  និងផចិតលៅចលនាល ះដផនក 

អ័កសអប់រ ីររី R−  លៅR ដូចរូប។ 

 (២). តាង ( ) 2

1

1
f z

z
=

+
 

 ប៉ាូលដដលកំ ត់លដ្ឋយ 2 1 0z + =  

រឺ z i=  លនាះលរបាន ( )
( )( )

1
f z

z i z i
=

+ −
  

 (៣). ចំល ះប៉ាូល z i=  លៅដផនកខាងកន ងរងវង់C   
 (៤). ( ) ( ) ( )Res ; lim

z i
f z z i z i f z

→
= = −      

        
( )

1 1
lim

2z i z i i→
= =

+
                

 (៥). ( ) 2f x dx i


−

= (ផលបូកលររ ីឌ្ យ) 

  
2

1
2

1 2

dx
i

x i




−

 
=  

+  
 =   

  លហយី ( ) ( ) ( ) ( )20
0 0

2 2
1

a
dx

f x dx f x dx f x f x
x




  
= = − = 

+  
   ebI   

  លនាះលរបាន
2

0
1 2

dx

x




=
+   

 ដូចលនះ
2

0
1 2

dx

x




=
+ ។ 

៥.៤.២. អាងំទតស្រកាលអុីមស្ររូទ ើអនុគមនអ៍ិនេ្  ណូង់ថ្េយល 
វធិីសាង្គ្រតលដ្ឋះស្សាយអងំលតស្កាលឱ្យបានស្តឹមស្តូវអស្រ័យលៅលលីជលស្មីរននរនលង។ 

លៅកន ងឧទាហរ ៍ម ន លយងីបានលស្បីស្បារ់ការរនាល តកនលះរងវង់ននរនលង់។ លដមីបរី នាអងំលត 
ស្កាលអន រមន៍អិចរប ៉ាូ ង់ដរយល លយងីស្តូវបានរង់វាជាចត លកា ដកង។ លយងីរិចារណា 

រូបទី្៥.១២  
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អងំលតស្កាលដដលមានទ្ស្មង់ លដ្ឋយ និង   

ដដលភារដបងមិនបាត់លទ្។ លកខខ្ ា  កំ ត់ថ្នអងំលតស្កាលរឺរមួខ្ិតជិត  ខ្ ៈ 
លរលដដលអងំលតស្កាលស្តូវចងលដ្ឋយ  ដូលចនះលហយីវាក៏រមួ ខ្ិតជិត−  ដូចោន ។ 

ឧទាហរ ៍២៧៖ បរហ ញថ្ន , 0 1
1 sin

ax

x

e
dx a

e a







−

=  
+  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 លរបាន
1

az

z

e

e +
 មានប៉ាូលរយស្តង់ ( )2 1z n i= + ចំល ះស្រប់ចំនួនរត់វជិាមានn  លៅដផនក 

ខាងកន ងរនលងC។ 

លយងីរិនិតយ
1

az

z

C

e
dz

e + ដដលCជាចត លកា ABCD  ដដលមានកំរូល ( ),0 ,A R−    

( ) ( ) ( ),0 , ,2 , ,2B R C R D R − ដដលRរឺធំ។  

 
មានន័យថ្ន 

( ) ( ) ( )

( )
2 02

2

0 2

1
1 1 1 1 1

R Ra R iy a x i a R iyaz ax

z x R iy x i R iy

C R R

e e e e e
dz dx idy dx idy

e e e e e

 





−+ + − +

+ + − +

−

= + + +
+ + + + +       

ចំល ះ ( )
1

az

z

e
f z

e
=

+
  មានប៉ាូលរយស្តង់ ( )2 1 ,z n i n I= +   ដដលមានដត z i=  លទ្

លៅខាងកន ងរងវង់C  ។ 

  ( )
( )

Res lim
1

az

zz i

z i
i e

e




→

−
=

+
  

          lim
1

a i

zz i

z i
e

e







→

−
=

+
  

          1
lima i

zz i
e

e



→
=     (តាមកបួន ូបរតីាល់) 

          a ie = −   
តាមស្ទ្ឹរតីបទ្លររ ីឌ្ យកូរ ីលរបាន 

, 0 , 0
ax

bx

e
dx a b c

e c



−

  
+ 0c  0bxe 

a b +

e

c
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   ( )2 2
1

az
a i

z

C

e
dz ie

e

= −
+  

ឥ ូវរិនិតយ  
( ) ( )2 2 2

0 0 0
11

a R iy
a R iy aR

R iy RR iy

ee e
idy dy dy

e ee

  
+

+

+ +
 =

−−
     

          2

1

aR

R

e

e


=

−
  

មា៉ាងលទ្ៀត  ( )1
lim lim lim

1

aR aR
a R

R RR R R

e ae
e

e e

−

→ → →
= =

−
  (តាមកបួន ូបរីតាល់) 

         ( )0 , 0 1a=     

ដូលចនះលរល
( )

( )
2

0

, 0 3
1

a R iy

R iy

e
R idy

e

 +

+
→ →

+   

និង  
( )0 2

2 0

2
0

1 1 1

a R iy aR aR

R iy R R

e e e
idy dy

e e e






+ − −

+ − −
 = →

+ − −  លបី ( ) ( )0 4R a→    

លរលR→  រី( )1  លៅ( )4  លរបាន 

  
( )2

2
1 1

a x iax
a i

x x

e e
dx dx ie

e e




 − +

− 

+ = −
+ +    

 ( )21 2
1

ax
ia a i

x

e
e dx ie

e

 


−

 − = −
+   

 ដូចលនះ
2

2 2

1 1 sin

ax a i

x ia a i a i

e ie i
dx

e e e e a



  

  





−

−

= − = =
+ − −  ។ 

ឧទាហរ ៍២៧ ៖  (អងំលតស្កាលអន រមន៍អចិរប ៉ាូ ង់ដរយល) តាង ។ 

 កំ ត់លកខ ៈ ។     

ដំលណាះស្សាយ 
ជំហានទ្ី១៖ ដូចដដលបានកំ ត់រមាា ល់រីម ន លៅលរល , អងំលតស្កាលរមួ។ អងំលត 

ស្កាលនាឱំ្យលយងីកំ តប់ាននូវអន រមន៍វភិារ  ដដលប៉ាូលរឺជាឫរនន  

 

ដូលចនះ  មានប៉ាូលជាលស្ចីនឥតកំ ត់លៅលលី   ទាងំអរ់លៅលលីអ័កសចំនួននិមិតត
(រូបភារ៥.១៤) 
ជំហានទ្ី២៖ លស្ជីរលររីរនលងននអងំលតស្កាល។ រនលងអងំលតស្កាលរួរដតរស្ងីកលៅកន ងទ្ិរ  
លដីមបសី្របដ ត ប់លៅលលីអ័កស ។ លដីមបលីជៀរវាងការរមួបញ្ាូ នប៉ាូលជាលស្ចីនឥតកំ ត់លៅលលី 

1 

1
sin

x

x

e
dx

e







+

−

=
+  

 
 



1 

( )
1

z

z

e
f z

e
=

+

( )1 2 2 1 , 0, 1, 2,....x i

ke e z i k i z k i k  
  


= − =  = +  = + =  

( )
1

z

z

e
f z

e
=

+
kz

x

x
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អ័កស លយងីមិនរស្ងីករនលងលៅ ក់កណាត លបលង់ខាងលលី ដូចដដលលយងីបានលធវីជាមួយ ក់ 
កណាត លរងវង់កន ងឧទាហរ ៍ម ន។ ជំនរួមកវញិ លយងីលស្បីរនលងចត លកា ដដលមានរនលង 

និង , ដូចរូបភារ៥.១៤ និងតាង អងំលតស្កាលរនលងនន លៅលលី  
 ។   នឹងរស្ងកីកន ងទ្ិរលៅលផតក ប៉ា ដនតស្បដវងននស្ជុងបញ្ឈរលៅដតលថ្រ

លៅ ។ 

 
                      រូបភារទី្ ៥.១៤ រនលង និងប៉ាូលរស្មាប់រនលងអងំលតស្កាល 

លដីមបយីល់អំរីលហត ផលរស្មាប់ជលស្មីរននស្បដវងបញ្ឈរ លយងីតាង និង ។ លៅលលី លយងី 
មាន , 

  

ដូលចនះលហយី  ជាអងំលតស្កាលរមួ លៅជា ។ លៅលលី លយងីមាន ,  
 និងការលស្បី  ភារលទ្ៀងទាត់ ននអន រមន៍អ ិចរប ៉ាូ ង់ដរយល លយងីបាន 

 

វរិមភារច ងលស្កាយលនះ បរហ ញរីជលស្មីរននអ័កសឈរ៖ អ័កសឈរស្តូវបានលស្ជីរលររី ដូចលនះ
អងំលតស្កាលលកីតល ងីលលីអ័កសលដក   លរមីនឹងចំនួនលថ្រមួយរ  នឹងអងំលតស្កាលលលី  ។ 
លដ្ឋយថ្លមលីយលនះមិនមានភាររម រសាម ញ។  
ជំហានទ្ី៣៖ អន វតតស្ទ្ឹរដលីររ ីឌ្ យ (Residue Theorem) តាមជំហានទ្ី២ លយងីមានប៉ាូលដត
មួយនន  លៅខាងកន ង  ស្តង់  ។ លដ្ឋយ  មានឫរធមមតា លនះជាប៉ាូលរយ។ 
លដ្ឋយលស្បីរំល ីខាងលលីលយងីកំ ត ់

 

លហយីតាមស្ទ្ឹរដីរំ ល់ លរបាន 
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ជំហានទ្ី៤៖ បរហ ញថ្នអងំលតស្កាលលលីអ័ស្កលដកខ្ិតជិត ដូចនឹង ។ រស្មាប់ ,  
លៅកន ង  ដូចលនះ  

   

រស្មាប់ កន ង  

   

ដូចលនះ តាមវរិមភារ MLរស្មាប់អងំលតស្កាលលដ្ឋយដផនក 

ដូច  

បញ្ា ក់ថ្ន ដូច ស្តូវបានបំលរញស្រលដៀងោន  លយងីលបាះលចាលទ្ិននន័យ 

ជំហានទ្ី៥៖ រ នាអងំលតស្កាលផ្លេ ល់លយងីកំ តប់ាន  

តាង និងលស្បីដំលណាះស្សាយលៅជំហាន៤ លយងីទ្ទ្ួលបាន 

   

លស្កាយរស្មួល  

ការអន វតតអងំលតស្កាលននអន រមន៍រនទិាន មិនរ នាតាមរនលង ក់កណាដ លរងវង់។  

អងំលតស្កាលមួយរឺ  ចំល ះអងំលតស្កាលលនះអចរស្មួលលៅជាអងំលតស្កាលនន
អន រមនអ៍ ិចរ៉ាបូ ង់ដរយល តាមរយៈការជំនួរ ។ លយងីលស្បីវធិីលនះ រស្មាប់លដ្ឋះស្សាយ
លំហាត់ឧទាហរ ៍ខាងលស្កាម។  

ឧទាហរ ៍២៨៖ (ការជំនួរ ) ចំល ះ បរហ ញថ្ន
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ដំលណាះស្សាយ 
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ស្ោន់លដីមបបីរហ ញថ្នអងំលតស្កាលរមួលៅចលនាល ះ ។ លយងីមាន និងមានអងំលត 
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ស្កាលរមួលស្ ះ ។ 
ជំហាន២៖ អន វតតន៍ការជំនួរ  តាង  និងចំណាថំ្ន រេិតលៅចលនាល ះ  
លៅ រេិតលៅចលនាល ះ លៅ  លនាះលរបាន 

0

1

1 1

1

t

t

x

x

e
I dx dt

x e

e
dx

e
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

 
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+ +
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 



  

 
ដដលលៅអងំលតស្កាលច ងលស្កាយ លយងីតាង ជា 
អលថ្រននអងំលតស្កាលជំនួរលដ្ឋយ t ។  
លយងីនឹងបញ្ា ក់ដផនកលនះជាមួយនឹងឧទាហរ ៍
មួយលទ្ៀត។ ឧទាហរ ៍លយងីរ នាអងំលតស្កាល  
អងំលតស្កាល ជាអងំលតស្កាលអ ីមស្បូលភី ដូចនឹងអងំលតស្កាលលដ្ឋយដផនកដដលមិនកំ ត ់និង 
មានអងំលតស្កាលរេិតលៅចលនាល ះរី ដូច ។ លដីមបកីំ ត់ភាររមួននអងំលតស្កាល លយងី 
យកតាមលំនាវំធិីទូ្លៅលដ្ឋយយកកំ ត់ដផនកមយួ។ តាមរូបភារ៥.១៥ ដូចលនះ  

 
វាមិនលំបាកលទ្លដីមបបីរហ ញថ្នលីមីតទាងំរីរមាន និងដូចលនះ អងំលតស្កាលរមួ។ លយងីស្កល ក
លមីលអងំលតស្កាលលនះលៅឧទាហរ ៍បនាេ ប់។ 

ឧទាហរ ៍២៩៖ (អងំលតស្កាលដដលមាន ln x) លរទាញបាន
2

4

0

ln

1 8 2

x
dx

x




= −
+    (1)។ 

ដំលណាះស្សាយ 

តាង  ។ លនាះលរបាន 

 

លដីមបកីំ តអ់ងំលតស្កាលលនះបាន លយងីស្តូវលស្បីអន រមន ៍

 

លលីរនលងរង  ចត លកា ដូចកន ងរូប៥.១៦តាង  

រមាា ល់អងំលតស្កាលននអន រមន ៍  លលី  ។ លស្ជីរ
យកស្ជុងបញ្ឈរនន   លនាះនឹងស្ត ប់លៅកាន់ដផនក  

ដដលបានភារដបងលរមី  ។ លនាះវានឹងឱ្យលយងី
ល ញីទ្ំនាក់ទ្ំនងរ ី  លៅ  ។   
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រូបភារ៥.១៥ ការបំដបកអងំលតស្កាលអ ីមស្បូលភី 

រូបភារ៥.១៦ រនលង និងប៉ាូលអងំលតស្កាល 
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រ នា 

 

អន រមន ៍  មានប៉ាូលមួយ ដដល  លៅកន ង  តាមរំល ីរ(ii) មានលររ ីឌ្ យ  

 

តាមស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យ 

 (2)  

រិនិតយដផនក  លយងីមាន  

  

លលី  លដ្ឋយ  លរបាន 

 

 

លដីមបបីរហ ញថ្ន  និង   ខ្ិតលៅរក   ដូច   លយងីអន វតតដូចជំហានទ្ី៥ លៅកន ងឧទាហរ ៍
២៧ខាងលលីដដល  លលី   លយងីបាន   ដដលដូចកន ង

ឧទាហរ ៍ ២៧លរបាន 

 

ជាលទ្ធផល លដ្ឋយវរិមភារ ML (ML-inequality) រស្មាប់អងំលតស្កាល 

  ដូចលៅនឹង   

លនាះ  ដូចនងឹ   ដដលមានភារស្រលដៀងោន ស្តូវល បលចញ លដ្ឋយជំនួរការរកល ញី
របរ់លយងីលៅកន ង (2) លដ្ឋយកំ តដូ់ចនឹង  លរបាន  
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xe e
i dx dx

e e

 



+

−→

+ +

− −

+  
= + − + + 

+ 

= − +
+ +



 
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ដូចលៅនឹងការបា៉ា នសាម នននដផនកទាងំរីរ លយងីទ្ទ្ួលបាន (1) ។ លបីវាលរមីលៅនឹងការបា៉ា ន់សាម នននដផនក
ទាងំរីរ លយងីទ្ទ្ួលបានតនមលននអងំលតស្កាលកន ងឧទាហរ ៍២៩ដដលស្តូវោន នឹង  ។ 
ជំនួរ tx e=  កម៏ានស្បលោជន៍ផងដដរ លទាះបីជាលយងីមិនលស្បីវធិីសាង្គ្រតក ំផលិចលដីមបរី នាអងំលត
ស្កាលកន ង t ក៏លដ្ឋយ។ ឧទាហរ ៍ 

 

លដ្ឋយសារអងំលតស្កាលរមួ និងអងំលតស្កាល  រឺជាអន រមន៍លររ។ 

៥.៤.អាងំទតស្រកាលអុមីស្ររូទ ើច្នអនុគមនេ៍និទានាមួយអនុគមន៍ស្រតទីកាណមាស្រត 

 តាង
( )

cosmx
I dx

Q x



−

=   ឬ
( )

sin mx
dx

Q x



−

  ដដល ( )Q x  ជារហ ធាលៅកន ង x។ 

 លដីមបរី នាអងំលតស្កាលលយងី 
រិនិតយ ( ) ( )imz

C

f z dz e g z dz=    

ដដល ( )
( )
1

g z
Q z

=  និងC  ជារនលង ក ់

កណាត លរងវង់ខាងលលី 1C ដដលមានកាំR   
និងផចិតលៅចលនាល ះដផនកអ័កសអប់រ ីររី R−   លៅR

 ដូចរូប៥.១៧។ 

 ( ) ( ) ( )
1

R

C R C

f z dz f x dx f z dz
−

= +     

តាមស្ទ្ឹរតីបទ្លររ ីឌ្ យកូរ ី 
( ) 2

C

f z dz i=  (ផលបូកននលររ ីឌ្ យស្តង់ប៉ាូលលៅ ក់កណាត លខាងលលីបលង់ z  ) 

 ( ) ( )
1

2

R

R C

f x dx f z dz i
−

+ =   (ផលបូកលររ ីឌ្ យ) 

 យកR→  លរបាន 

   ( ) ( )
1

lim lim 2

R

R R
R C

f x dx f z dz i
→ →

−

+ =   (ផលបូកននលររ ីឌ្ យ) 

   ( ) ( )
1

lim lim 2

R

imz

R R
R C

f x dx e g z dz i
→ →

−

+ =   (ផលបូកននលររ ីឌ្ យ) 

 តាមល មា៉ា Jordanលរបាន ( )
1

?
lim 0imz

C

e g z dz
→

=  

 លនាះលរបាន ( )lim 2

R

R
R

f x dx i
→

−

=  (ផលបូកននលររ ីឌ្ យ)។ 

4 =

2 20

ln
0

1 1

t

t

x te
dx dt

x e

 +

−
= =

+ + 

2 1

t

t t t

te t

e e e−
=

+ +

រូបភារ៥.១៧ 
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ឧទាហរ ៍៣០៖ រ នា
2 2

0

cos
, 0, 0

mx
dx a m

x a



 
+  លដ្ឋយលស្បីអងំលតស្កាលដខ្សលកាង ឬ 

រនលងអងំលតស្កាល(Contour integration)។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 រឭំក៖ Contour integralរជឺាអងំលតស្កាល ( )
C

f z dz ននអន រមន៍ f  លៅកន ងបលងក់ ំផលិចលលីដខ្ស 

លកាងC  ជាទូ្លៅដខ្សលកាងបិទ្លៅកន ងបលង។់ 

 (១). តាង ( ) 2 2

imz

C C

e
f z dz dz

z a
=

+    

 រិនិតយរនលង ក់កណាត លរងវង់ខាងលលី  
1C ដដលមានកាំR  និងផចិតលៅចលនាល ះដផនក 

អ័កសអប់រ ីររី R−  លៅR ដូចរូប៥.១៨។ 

 (២). តាង ( ) 2 2

imze
f z

z a
=

+
 

 ប៉ាូលដដលកំ ត់លដ្ឋយ 2 2 0z a+ = រឺ z ai=   

 លនាះលរបាន ( )
( )( )

imze
f z

z ai z ai
=

+ −
  

 (៣). ចំល ះប៉ាូល z ai= លៅដផនកខាងកន ងរងវង់C   
 (៤). ( ) ( ) ( )Res ; lim

z ai
f z z ai z ai f z

→
= = −      

        
( )
( )

( )

lim

2

imz

z ai

im ai ma

e

z ai

e e

ai ai ai

→

−

=
+

= =
+

  

 (៥). ( ) 2f x dx i


−

=  (ផលបូកលររ ីឌ្ យ) 

  
2 2

2
2

imz mae dx e
i

x a ai


−


−

 
=  

+  
  

      
mae

a

 −

=   

 
2 2

cos sin mamx i mx e
dx

x a a


 −

−

+
=

+   

 ដូចលនះ
2 2

cos sin mamx i mx e
dx

x a a

 −


−

+
=

+ ។ 

 លដ្ឋយលធវីការលស្បៀបលធៀបដផនករិតលរបាន 

រូបភារ៥.១៨ 
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2 2

cos mamx e
dx

x a a


 −

−

=
+   

 លនាះ ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0

cos
2 2

a ama

a

mx e
dx f x dx f x dx f x f x

x a a


 −

−

 
= = − = 

+  
   ebI   

 លនាះលរបាន
2 2

0

cos

2

mamx e
dx

x a a


 −

=
+ ។ 

ឧទាហរ ៍៣១៖ រ នាអងំលតស្កាល
2 2

0

sin

9

x x
dx

x



+  លដ្ឋយលស្បីលររ ីឌ្ យ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

(១). តាង ( ) 2 29

iz

C C

ze
f z dz dz

z
=

+    

 រិនិតយរនលង ក់កណាត លរងវង់ខាងលលី  
1C ដដលមានកាំR  និងផចិតលៅចលនាល ះដផនក 

អ័កសអប់រ ីររី R−  លៅR ដូចរូប៥.១៩។ 

 (២). តាង ( ) 2 29

izze
f z

z
=

+
 

 ប៉ាូលដដលកំ ត់លដ្ឋយ 2 29 0z + =  
រឺ 3z i=   

 លនាះលរបាន ( )
( )( )3 3

izze
f z

z i z i
=

+ −
  

 (៣). ចំល ះប៉ាូល 3z i= លៅដផនកខាងកន ងរងវង់C   
 (៤). ( ) ( ) ( )

3
Res ; 3 lim 3

z i
f z z i z i f z

→
= = −     

        

( )

( )

2

3

3 3

3

lim
3

3

3 3

3 1

6 2 2

iz

z i

i

ze

z i

ie

i i

ie e

i e

→

− −

=
+

=
+

= = =

  

 (៥). ( ) 2f x dx i


−

=  (ផលបូកលររ ីឌ្ យ) 

  
2 3

1
2

9 2

ixxe dx
i

x e




−

 
=  

+  
  

      
3

i

ae


=   

រូបភារ៥.១៩ 
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 ដូចលនះ ( )
2 3

cos sin

9

x x i x i
dx

x e



−

+
=

+ ។ 

 លដ្ឋយលធវីការលស្បៀបលធៀបដផនករិតលរបាន 

  
2 3

sin

9

x x
dx

x e




−

=
+   

 លនាះ ( ) ( ) ( ) ( )2 3

0 0

sin
2 2

9

a a

a

x
dx f x dx f x dx f x f x

x e




−

 
= = − = 

+  
   ebI   

 លនាះលរបាន
2 3

0

sin

9 2

x x
dx

x e




=
+ ។ 

៥.៥. អាងំទតស្រកាលផ្លគុណច្នអនុគមនេ៍និទាន និងអនុគមន៍ស្រតីទកាណមាស្រត 
លោលបំ ងរបរ់លយងីកន ងដផនកលនះ រឺលស្បីស្បារ់ស្ទ្ឹរដីលររ ីឌ្ យ(Residue) លដីមបរី នាអងំ

លតស្កាលននទ្ស្មង់ទូ្លៅ ( )
( )

( )cos
p x

ax dx
q x



−

  និង ( )
( )

( )sin
p x

bx dx
q x



−

  

ដដលa  និងb  ជាចំនួនរិត និង ( )
( )

p x

q x
ជាអន រមនរ៍និទាន។  

រលបៀបលដ្ឋះស្សាយរឺស្រលដៀងនឹងដផនកម នដដរចំល ះ៖ 
   និង  

ចំល ះស្រប់ចំនួនរិត  និង x  ។  

ដូលចនះ ( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )cos Re Reiax iaxp x p x p x
ax dx e dx e dx

q x q x q x

  

− − −

 
= =  

 
      

          ( )
( )

Re iaxp x
e dx

q x



−

 
=  

 
  

  លហយីដូចោន លនះដដរ 

   ( )
( )

( )
( )
( )

( )sin Im iaxp x p x
bx dx e dx

q x q x

 

− −

 
=  

 
    

ឧទាហរ ៍៣២៖ លរមាន  និង  ជាចនំួនរិត។ ស្សាយបញ្ា កថ់្ន 
( )

( )2 2

cos
1sasx

dx e
x a a




−

−

=
+  

ដំលណាះស្សាយ 
ជំហានទ្ី១៖ បរហ ញថ្នអងំលតស្កាលអ ីស្បូលភីរឺរមួ។ លយងីមាន  

  , 

និងលដ្ឋយសាដត    រឹរមួអងំលតស្កាល។ 

( ) ( )cos Re iaxax e= ( ) ( )sin Im ,ibxbx e=

,a b

0a  0s 

( )
2 2 2 2

cos 1sx

x a x a


+ +

2 2

dx

x a



− +
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ជំហានទ្ី២៖ លរៀបចំរ នារនលងអងំលតស្កាល 

 

លយងីនិងបានរ នារនលងអងំលតស្កាល               

 

                           R RI I= +
 
 

ដដល  និង លៅកន ង  ដូចោន លៅនិងរូបភារ៥.២០។ រស្មាប់ 

 មានប៉ាូលលៅខាងកន ងសាមញ្ញមួយ   ស្តង់  ។ 
តាមស្ទ្ឹរតីបទ្លររ ីឌ្ យលរបាន 

                           

តាមស្ទ្ឹរតីបទ្រំ ល់ រស្មាប់  លយងីបាន 

                           
ជំហាន៣៖ បរហ ញាថ្ន រស្មាប់ និង លយងីមាន ដូលចនះ 

និងដូចលនះ ។ររលររ លស្កាមទ្ស្មង់ ដូចោន  
ដដល  

ដូចលនះ   
ដូចលនះ ចំល ះ លហយី លៅ ក់កណាត លរងវង់ លយងីបាន 

 

លហយីដូចលនះ  វរិមភារ បានដំលណាះស្សាយអងំលតស្កាល 

 

លនះស្បដហលដំល ីរការលដ្ឋយសារដតកស្មិតននរហ ធាលៅកន ងភារដបងរឺធំជាងកស្មិតននរហ ធាលៅកន ង
ភារយកលដ្ឋយ2។ 
ជំហាន៤៖ រ នាការចង់បានអងំលតស្កាល Improper។ តាង លស្បីស្បារ់ជំហាន៣ លរបាន 

 
យកដផនករិតទាងំរងខាង និងទ្ទ្ួលបានអងំលតស្កាលដដលចង់បាន 

 
លដ្ឋយតាមការរ នាលនាះ  ចំល ះ  ។ លដីមបទី្ទ្ួលបានវរិមភារ   

( )
2 2 2 2 2 2

cos( )
Re Re , 5.4.5

isx isxsx e e
dx dx dx

x a x a x a

  

− − −

   
= =   

+ + +   
  

2 2 2 2 2 2

isz isz isx
R

R R R R R
R

e e e
I dz dz dx I I

z a z a x a
   

−
= = + = +

+ + +  

R R

,
2

isze
R a

ia
 R z ia=

( )

2 2
Re ,

2 2

is iaisz sae e e
s ia

z a ia ia

− 
= = 

+ 

R a

2 . (5.4.7)
2

sa
sa

R R R

e
I I I i e

ia a
 




−
−= + = =

lim 0R RI− = 0s  0    sin 0 

sin 0sR −  sin 1sRe−  z R

( )Re cos siniz R i  = = + 0   

( ) ( )

1

cos sin cos sin sin 1 5.4.8
isR iaisz isR sR sRe e e e e

    + − −= = = 

R a

2 2 2 22 2 2 2

1 1 1isze

z a R az a z a
  =

+ −+ −

( )
2 2 2 2 2 2

1
0,

isz

R R

e R
dz l R

z a R a R a



 = → →

+ − −

R →

2 2
lim lim 0

isx
sa

R R
R R

e
I I dx e

x a a



−

−→ →
+ = + =

+

( )
2 2

cos
sa

sx
dx e

x a a


−

−
=

+

sin 0  0    1isze 

រូបភារ៥.២០ រនលងននស្បជ ំ  និង   
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ចំល ះទាងំអរ់   និង   ការវភិារកាន់ដតចារ់នន    លធវីឱ្យតនមលស្បដហល
កាន់ដតស្បលរីរជាងម ន ដដលលៅកន ងលនះអចលធវីការរ នាអងំលតស្កាលដដលដឺលស្ក  

។ 
ដ មា៉ា ៥.៦.១ (Jordan’s Lemma) វរិមភារខាងលស្កាមមានតនមលរស្មាប  

 
បរហ ញថ្ន លយងីអចចាប់លផតីមររលររបានថ្ន 

 

បនាេ ប់មកលរផ្លល រ់បតូរអលថ្រ  លៅកន ងអងំលតស្កាលទ្ីរីរខាងលលី លនាះលរបាន 
 លហយី  

 

លៅស្តង់ចំ  ចលនះ លយងីស្តូវការស្បដហលតនមល  ។ លៅចលនាល ះ 
ស្កាបនន   រឺផតច ះលស្កាម រីលស្ ះលដវលីវទ្ីរីររឺអវជិាមាន។ ដូច

លនះស្កាប   ចំល ះ  លៅរេិតលៅលលីបនាេ ត់ននអងកត់
ស្ទ្ូង ដដលបលងកីតល ងីលដ្ឋយចំ  ចរីរលៅលលីស្កាប។ ចំ  ចរិលររ
លៅលលីអងកត់ស្ទ្ូងដដលមានរល់ចំ  ច  ដដលមានរមីការ 

។ 

ការរិតលដ្ឋយបរហ ញតាមវរិមភារ  មានលកខ ៈស្តឹមស្តូវចំល ះដត  រីលស្ ះ

ធរ ីមាស្តដដលបានបរហ ញលៅកន ងរូប៥.២១ តាមវរិមភារស្តូវបានបញ្ា កថ់្ន លហយី 

 

លដ្ឋយបតូរអលថ្រ  លយងីររលររ ។ 
ល មា៉ា ៥.៦.២(General Version of Jordan’s Lemma)តាង   នងិ   ចំល ះ

  រឺ  ជារងវង់ទាងំមូលនន   ជាមួយ   ដដលបានបរហ ញលៅកន ងរូប
៥.២២។ តាង  រឺជា តនមលក ំផលិចននអន រមន៍បានកំ ត់លៅលលីធនូ  នងិ  រមាា ល់តនមល 
អតិបរមានន  លលី ។ ស្បរិនលបី និង 0,s  ( )lim 0

R

isz

R
e f z dz


→

=  

រស្មាយបញ្ា ក់ 
ចំល ះ 0s  លយងីមាន sinisz sRse e −=   
លដ្ឋយ sin 0sRe −  អងំលតស្កាលរបរ់វាលកីនល ងីលបីលយងីបលងកីន 

0s  Re ,0iz   =   sin

,isze

1 degq ree p +

0R 

sin

0

Re d
R


 
− 

sin sin sin2

0 0
2

R R Re d e d e d


 
  

  − − −= +  

t  = −

( ) ( )sin sin sin t  = − = d dt = −

0
sin sin sin sin2 2

0 0 0
2

2 . (5.4.10)R R R t Re d e d e dt e d
 


  

  − − − −= − =   

sin

0,
2

 
 
 

sin 0
2


 

,1
2

 
 
 

2
y 


=

2
sin ,


 0

2


 

2
sin 


−  −

2
sin

sin 2

0 0
2Re d e d




  
−

−  
2

t R


= ( )
2

2 2

0 0
2 2 2 1

2 2

R
t Re d e dt e

R R R

 



  


−

− −= = −  

0oR 
1 20     

0R R R Reiz = 1 20       

f R ( )M R

f R lim ( ) 0
R

M R
→

=

រូបភារ៥.២១ 
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ររវ រ់ចលនាល ះអងំលតស្កាល។ 

លនាះ
2

1

sin sin

0

sr sre d e d

 
 



 − −   លបី 1 20      ។  

បា៉ា រ៉ា ដម៉ាស្ត R  លដ្ឋយ ( ) Rei  =   ដដល 1 2     លនាះ
( ) ( ),iRie d Rd      = =   

លហយីលរបាន ( ) ( )
2

1R

isz isze f z dz e f z Rd



 

     

           
( )

( ) ( )

2

1

sin

sin

0

sR

sR

RM R e d

RM R e d














−

−



 





  

តាមវរិមភារននដ មា៉ា ៥.៦.១លយងីបានអងំលតស្កាលកន ង ( )  រឺទាល់លដ្ឋយ
( )sR

   

ដូលចនះ  ( ) ( ) ( ) 0

R

isze f z dz RM R M R
sR s



 
 = → លរលR→។  

លនះជាការរននិដ្ឋា នននរស្មាយបញ្ា ក់របរ់ដ មា៉ា ។ 
ឧទាហរ ៍៣៣៖ (Cauchy principal value: លស្បីដខ្សលកាងរិត)បរហ ញអងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 

  

ស្រប់  ។ ចំល ះតនមលរិលររ 
អងំលតស្កាលដំបូងឱ្យលដ្ឋយ 

 ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

អងំលតស្កាល Improper មានដដនមិនកំ ត់ និងមាន
តនមលរិលររស្តង់  ។  

 

(តាមរូបខាងលលី ករ ី  ) រនិិតយអងំលតស្កាលនន   លស្កាមដខ្សលកាងបិទ្ជិត  
កន ងរូបខាងលស្កាម។ តាមស្ទ្ឹរដីបទ្ Cauchy 

sin
. . cos

cos
. . sin

x
PV dx a

x a

x
PV dx a

x a





+

−

+

−

=
−

= −
−





a−  +

0a =

sin x
dx

x


+

−
=

x a=

0

sin sin sin
. . lim

a r R

R a rr
R

x x x
PV dx dx dx

x a x a x a+

+ −

− − +→
→

 
= + 

− − − 
  

0a  ( )
ize

f z
z a

=
−

,r R

រូបភារ៥.២២   

រូបភារ ៥.២៣  
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តាម Jordan’s lemma  លនាះ   
 លនាះ   

 
៥.៦. ស្រទឹេតរីទ Rouché 
 តាង   និង   ជាអន រមន៍វភិារលៅកន ងដដនD  និងមានចនំួនកំ ត់រូនយលៅកន ងD  ។ 
ឧបមាថ្ន  ជារនលងបិទ្រយលៅកន ងដដន D  ដដលមិនមានរូនយ   និង  រេិតលៅលលីដខ្ស
លកាង  និង   លៅលលី  ។ បនាេ ប់មកចំនួនររ បននរូនយចំល ះ  រឺលរមី
ចំនួនររ បននរូនយចំល ះ លៅកន ង ។ មានន័យថ្ន   

រស្មាយបញ្ា ក់ 
    
លនាះ  និង ខ្ ររីរូនយលៅលលីរនលង លរបាន៖ 

    

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2

1

2

C

C

f z f z g z f z f z g z
dz

i f z f z g z

f z g z f z g z
dz

i f z f z g z





  + − +      =
+  

 −  =
+  





  

       

*

1 2 3 4

0
r R

ix iz ix iz
a r R

R a r

e e e e
dx dz dz dz

x a z a x a z a

I I I I

 

−

− +
= + + +

− − − −

= + + +

   

4 0I → R→

2

iaI e→ − 0r →

( )
0

lim sin cos
ix ix

a r
ia

Rr
R

e e
dx dx i e a i a

x a x a
 

−

−→
→

 
+ = = − + 

− − 
 

( )f z ( )g z

C ( )f z ( )g z

C ( ) ( )g z f z C ( ) ( )f z g z+

( )f z C f g fN N+ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0f z g z f z g z f z g z +  −    

( ) ( )f z g z+ ( )f z C

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1

2

1

2

1

2

f

C

f g

C

f f g

C

f z
N dz

i f z

f z g z
N dz

i f z g z

f z f z g z
N N

i f z f z g z







+

+


=

 +
=

+

   +
− = − 

+ 







( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 
( )
( )

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2
1

C

C

C

C

f z f z g z f z f z g z
dz

i f z f z g z

f z g z f z g z
dz

i f z f z g z

f z g z f z g z
dz

i f z g z
f z

f z

f z g z f z g z

f z
dz

i g z

f z









  + − +      =
+  

 −  =
+  

 −  =
 +
 
 

 −  

=
 
+ 

 









រូបភារ ៥.២៤ 
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        ដដល    

តាង   

   

ដូលចនះ អន រមន៍  លធវីអន វតតន៍រី  លៅកន ង ។ 
លៅលរល   ្លងកាត់  ស្តង់ចំ  ច   វា្លង
កាត់កន ងរនលងបិទ្  ដដលរេិតលៅខាងកន ងដដន

 ដូលចនះ  រេិតលៅដផនកខាងលស្ៅ ។ 
តាមរូបមនតអងំលតស្កាលកូរ ី

   

រីរមីការ(1)លរបាន   
                
ឧទាហរ ៍៣៤៖ លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្រ ៉ាូល្ (Rouché) លដីមបកីំ ត់ចំនួនរូនយននរហ ធា  
រេិតលៅកន ងរងវង់ដដលមាន  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
តាង   
តាង   
លៅលលីរងវង់ លរបាន 

     

      64=   
និង     

         

 
លហយី     

( )
( )

( )
1

1
2

C

F z
dz

i F z


= −  ( )

( )
( )

1
g z

F z
f z

= +

( )
( )
( )

1
g z

w F z
f z

= = +

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1

1 1

g z
w

f z

g z
w g z f z

f z

− =

− =     

( )F z C 1 1w − 

z C ( )w F z=

C

1 1w −  0w= C

( )
( ) *

0
C C

F z dw
dz

F z w


= = 

0f f gN N +− =

f g fN N+ =

52 8 1z z+ −

2z =

( ) 52 8 1F z z z= + −

( ) ( )52 , 8 1, : 2f z z g z z C z= = − =

: 2C z =

( ) 5

2

2

2 2

64

f z z=

=

=

( ) 8 1g z z= −

8 1

8 2 1

17

z +

= +

=

( ) 17g z 

( ) ( )64 17f z g z=  
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លដ្ឋយ   និង  រជឺាអន រមន៍វភិារកន ង និងលៅលលី  ដូចោន ដដរ   នងិ
រឺមិនមានរូនយលៅលលី  តាមស្ទ្ឹរតីបទ្របរ់ (Rouché)  
    មានរូនយននលំដ្ឋប់ លៅកន ងរងវង់  

     

ដូចលនះ  មានរូនយ  លៅកន ងរងវង់ ។ 
ឧទាហរ ៍៣៥៖ លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្រ ៉ាូល្ (Rouché) លដីមបកីំ ត់ចំនួនរូនយននរហ ធា 

 រេិតលៅកន ងរងវង់ដដលមាន  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

តាង   
តាង   
លៅលលីរងវង់ លរបាន 

     

និង     

         

 
លហយី     
    
លដ្ឋយ   និង  រជឺាអន រមន៍វភិារកន ង និងលៅលលី  ដូចោន ដដរ   នងិ
រឺមិនមានរូនយលៅលលី  តាមស្ទ្ឹរតីបទ្របរ់រ ៉ាូល្ (Rouché)  
    មានរូនយននលំដ្ឋប់ លៅកន ងរងវង់  

     

ដូចលនះ  មានរូនយ  លៅកន ងរងវង់ ។ 
ឧទាហរ ៍៣៦៖ លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្រ ៉ាូល្ (Rouché) ចូរបរហ ញថ្នឫរទាងំអរ់នន 

រេិតលៅចលនាល ះរងវង់  និង  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

តាង   

( ) ( )f z g z 

( )f z ( )g z C ( )f z ( ) ( )f z g z+

C f g fN N+ =

( ) 52f z z= 5 C

5

5

f

f g

N

N +

=

 =

( )F z 5 C

6 4 35 2z z z z− + − 1z =

( ) 6 4 35 2F z z z z z= − + −

( ) ( )4 6 35 , 2 , : 1f z z g z z z z C z= − = + − =

: 1C z =

( ) 4

4

5

51 5

f z z= −

= =

( ) 6 3 2g z z z z= + −

6 3 2

1 1 2

4

z z z + +

= + +

=

( ) 4g z 

( ) ( )5 4f z g z=  

( ) ( )f z g z 

( )f z ( )g z C ( )f z ( ) ( )f z g z+

C f g fN N+ =

( ) 45f z z= − 4 C

4

4

f

f g

N

N +

=

 =

( )F z 4 C

7 35 12 0z z− + = 1z = 2z =

( ) 7 35 12F z z z= − +
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ក. តាង   
លៅលលីរងវង់ លរបាន 

     

និង   7 35 1 5 6z z + = + =       
 

លហយី     
    
លដ្ឋយ   និង  រជឺាអន រមន៍វភិារកន ង និងលៅលលី  ដូចោន ដដរ   នងិ
រឺមិនមានរូនយលៅលលី  តាមស្ទ្ឹរតីបទ្របរ់ (Rouché)  
    មានរូនយននលំដ្ឋប់ លៅកន ងរងវង់   

     

ដូចលនះ  មិនមានរូនយ  លៅកន ងរងវង់ ។ 
ខ្. តាង   
លៅលលីរងវង់ លរបាន 
      ( ) 7 128f z z= =   
និង    312 5 12 40 52z + = + =   

 
លហយី     
    
លដ្ឋយ  និង រឺជាអន រមន៍វភិារកន ង នងិលៅលលី ដូចោន ដដរ  និង
រឺមិនមានរូនយលៅលលី  តាមស្ទ្ឹរតីបទ្របរ់(Rouché)  
    មានរូនយននលំដ្ឋប់ លៅកន ងរងវង់   

     

ដូចលនះ  មានរូនយ  លៅកន ងរងវង់ ។ 
ចំនួនររ បរូនយនន លៅកន ងចលនាល ះរងវង់   

           

លរបានឫរររ បនន រេិតលៅចលនាល ះរងវង់  និង ។ 
 

( ) ( ) 7 312, 5 , : 1f z g z z z C z= = − =

: 1C z =

( ) 12

12

f z =

=

( ) 7 35g z z z= −

( ) 6g z 

( ) ( )12 6f z g z=  

( ) ( )f z g z 

( )f z ( )g z 1C ( )f z ( ) ( )f z g z+

1C f g fN N+ =

( ) 12f z = 0 1C

0

0

f

f g

N

N +

=

 =

( )F z 0 1C

( ) ( )7 3, 12 5 , : 2f z z g z z C z= = − =

: 2C z =

( ) 312 5g z z= −

( ) 52g z 

( ) ( )128 52f z g z=  

( ) ( )f z g z 

( )f z ( )g z 2C ( )f z ( ) ( )f z g z+

2C f g fN N+ =

( ) 7f z z= 7 2C

7

7

f

f g

N

N +

=

 =

( )F z 4 2C

( )F z ( ) ( )
2 1

1 2 f g f gC C
z N N+ +  = −

7 0

7

= −

=

( ) 7 35 12 0F z z z= − + = 1z = 2z =
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លហំាត់ស្រទេឹតរីទេណំល ់
១.លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរដីបទ្លររ ីឌ្ យ ចូររ នាអងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 
 ក.  

 ខ្.  

 រ.  

  .  

 ង.  

២. លដ្ឋយលស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្រ នាអងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 

  

៣. រ នាអងំលតស្កាលអ ីមស្បូលភីខាងលស្កាម៖ 

( ) ( )4 4 2
1 . 2 .

1 12 3

dx dx

x x x

  

− −
= =

+ + +    

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

4 4

3 2
2 4

3 . 2 .
2 3 21 1

3 3
5 . 6 .

8 4 21 1

dx dx

x i x ix x

dx dx

x x

 

 

 

− −

 

− −

= =
− ++ +

= =
+ +

 

 
  

( )
( )( )

( )
( )( )2

7 . 8 .
3 3 24 1

dx dx
i

x i x ix x i

  

− −
= =

+ −+ −
    

៤.ចូររ នាអងំលតស្កាលលដ្ឋយលស្បីរនលងអងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

0 0 0

2 2 2 2

0 0 0

sin
1 . 2 . 3 .

5 4cos 5 4sin 5 4cos

cos2 sin
4 . 5 . 6 .

5 4cos sin 5 3cos

d d
d

d
d d

a b

  

  

  


  

  
 

  

+ + +

− + −

  

  

 

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

7 . 8 . 9 . , 0
2 cos 5 3cos cos

d d d
a b

a b

  
  

  
 

+ − +     

2

1

2 2
dx

x x

+

− − +


( )
2

2

1

4x

+

−
+



6
1

dx

x

+

− +


( ) ( )2 4

1

1 9
dx

x x

+

− + +


( )
3

2

1

1
dx

x

+

−
+



2 2 2

0 0 0

2
2 2 2

2 20 0 0

2
2 2

20 0 0

1. 2. 3.
2 cos 5 3cos 10 8sin

cos2 cos sin
4. 5. 6.

sin 2sin 5 4cos 10 8cos

cos sin
7. 8. 9.

9 16sin 2 cos 7 2cos 3sin

d d d

d
d d

d d
d

  

  

  

  

  

   
 

   

   


   

− + −

−

+ + +

+ + + +

  

  

  
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( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 2

2 2

0 0 0

10 . , 1 11 . 12 . , 0
1 sin 5 4cos cos

d d d
a a b

a a b

  
  

  
  

+ − +
     

៥.ចូររ នាអងំលតស្កាលលដ្ឋយលស្បីរនលងអងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 

( )
( )( )

( )
( )( )

2

2 2 2 2 2 2

0 0

1 . 2 . , 0
9 4

x dx
dx a b

x x x a x b

 

 
+ + + +

    

( ) ( )
( )

34 2 2
0

3 . 4 .
10 9 1

dx dx

x x x

 

−
+ + +

    

( )
( )

( )
2

2 4 22 2
0

3
5 . , 0 6 .

5 4

dx x x
a dx

x xx a

 

−

+ +


+ ++
    

( )
( )

( )

( ) ( )

2 22 2

2 2

cos cos
7 . , 0, 0 8 .

1

sin sin
9 . 10 .

2 2 4 5

mx x
dx a m dx

xx a

x x x
dx dx

x x x x

 

− −

 

− −

 
++

+ + + +

 

 

  

៦. ចូររ នាអងំលតស្កាលអ ីមស្បូលភី។ ររលររដំលណាះស្សាយលមអិតដដល ,a b  ជាចំនួនរិត និង 
0c   ។ 

( )
( ) 4

2

cos 2
1 .

1

x
dx e

x




−

−

=
+       ( )

( ) 3 2

2

sin 3
2 .

2

x x
dx e

x




−

−

=
+   

( )
3

2
2

sin
2

3 .
2 4 3

x

dx e
x x








−

−

 
 
  = −
+ +     ( )

( )
2

sin
4 . 0

2 4

x
dx

x x



−

=
+ +  

( )
( )

( )
( )

( )

2

2

2 2
2 2

cos 2 cos
5 . 6 .

21 1

x x x
dx e dx

ex x

 
 

−

− −

= − =
+ +

   

( )
( )

( ) ( )
( ) 7

2 2 2

cos cos 4
7 . cos 8 . 2

2 1 7

a c
a x b x

dx e ab dx e
x c c x x

 
 

− −

− −

−   = = −
+ + +     

( )
( )

( )
( )35 3

2 2
2 2

cos sin 2
9 . 10 .

9 1 3

x x x
dx e dx e

x x x x

   


 
− −

− −

= = −
+ + + +    

៧.កន ងលំហាត់ខាងលស្កាមលដ្ឋយលស្បីដខ្សលកាងភារដូចោន លដីមបរី នាតនមលលោលកូរ ីននអងំលតស្កាល
អ ីមស្បូលភី។ 

( ) ( )
( )

( ) ( )

2

0

2 2 2

sin cos 2sin cos
1 . 2 . 0

2

1 cos 2 sin
3 . 4 . 2 cos

x xx x
dx dx

x x

x x x
dx dx a

x x a




 



−

 

− −

= =

−
= =

−

 

 
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( ) ( )
( )

2

2 2

sin sin 1
5 . 6 . 1

1

x x
dx dx

x ex x
 

 

− −

 
= = − 

+  
   

( )
( )

( )
sin

7 . cos
ax

dx ab
x b




−

=
− និង ( )

( )
cos

sin
ax

dx ab
x b




−

= −
−   

៨. លស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្រ ៉ាូល្លដីមបកីំ ត់ចនំួនរូនយនន ( )F z ដដលលៅកន ងដដនដូចខាងលស្កាម៖ 
( ) ( )

( ) ( )

7 4 2

4

1 . 5 2, 1

2 . 7 1, 1

F z z z z z

F z z z z

= − + − =

= − − =
  

( ) ( )

( ) ( )

4 3 2

4

3 . 2 2 2 2 9, 1

4 . 5 1, 2

F z z z z z z

F z z z z

= − + − + =

= − + 
  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

5 3 2

7 3

7 3

5 . 2 3 8, 1

6 . 4 1, 1

7 . 12, 1 2

F z z z z z z

F z z z z z

F z z z z

= − + − + =

= − + − =

= − −  

  

( ) ( ) 48 . 5 1, 1 2F z z z z= − +     
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