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រុពវកថា 
 

ដំលណី្រអភិវឌ្ឍននស្រះរជាណាចស្កកមព ជាលៅកន ងយ ររម័យទ្ំលនីបលនះ ជាលមលរៀនដ៏លជារជ័យ
បំផ តមួយដដលចាប់ឬររល់លចញរីការបញ្ចប់របបស្បល័យរូជសារន៍ ការបញ្ចប់រង្គ្រា ម ការផសះផារ
ជាតិ ការកសាងមូលដាា នរងឹមានំនរនតិភារនិងលរេរភារ និងការអភិវឌ្ឍលរដាកិចច។ លៅលស្កាយលរល
ដដលរនតិភារស្តូវបានលកីតល ីងលដាយបរបូិរណ៍្លៅឆ្ន ១ំ៩៩៨ កមព ជាទ្ទ្ួលកំលណី្នលរដាកិចចខ្ពរ់ រឺ
ស្បមាណ្៨%កន ងមួយឆ្ន ។ំ លលីររីលនះលទ្ៀតអស្ាននភារស្កីស្កស្តូវបានកាត់បនេយរីស្បមាណ្៥៣% 
លៅឆ្ន ២ំ០០៤មកលៅទាបជាង១០% លៅឆ្ន ២ំ០១៩។ ដំលណី្រននការអភិវឌ្ឍជាតិជារកមមភារដដលបនត
លៅម ខ្ជាប់ជានិចច លហយីលោលនលោបាយថ្មីៗដដលមានលកខណ្ៈអនតរវរ័ិយស្របដណ្ត ប់ ក៏កំរ ងលលច
រូបរងល ីងលដីមបីតស្មង់ទ្ិរកមព ជាលឆ្ព ះលៅកាន់ស្បលទ្រមានស្បាក់ចំណូ្លមធ្យមកស្មិតខ្ពរ់លៅឆ្ន ំ
២០៣០ និងឈានល ងីជាស្បលទ្រមានស្បាក់ចំណូ្លខ្ពរ់ លៅឆ្ន ២ំ០៥០។ ការដស្បស្បួលឆ្ប់រហ័រនន
និមាម បនកមមរិភរលោក និងតំបន់រមួទាងំទ្ំនាក់ទ្ំនងភូមិសាង្គ្រតនលោបាយ បានផតល់កាោន វតតភារ
រស្មាប់ការអភិវឌ្ឍឧរាហកមមលៅកមព ជា ដដលស្តូវបានរជរដាា ភិបាលចាត់ទ្ កជាមូលដាា នស្រឹះនន
កំលណី្នលរដាកិចចកមព ជា។ រជរដាា ភិបាលកមព ជាបានកំរ ងបនតរស្ងឹង និងអភិវឌ្ឍវរ័ិយអប់រលំឆ្ព ះលៅរក
ការស្សាវស្ជាវ និងនវាន វតតន៍លដីមបរីស្ងឹងរមតេភារនិងជំនាញរបរ់ធ្នធានមន រសលៅកមព ជាឱ្យស្រប
លៅនឹងបរបិទ្ថ្មីននការអភិវឌ្ឍ ជារិលររការរស្ងឹងរហស្រិនភារកន ងការលរៀបចំម៉ាូដដលធ្ រកិចចថ្មីៗ។ 
លដីមបចីាប់យកកាោន វតតភាររីបដិវតតន៍ឧរាហកមមទ្ី៤ និងលរដាកិចចឌ្ីជីថ្លដដលកំរ ងផ រផ ល
ល ងី ស្បរ័នធលអកូ ូហស ដីដលបងកលកខណ្ៈអំលណាយផលដល់ការបលងកីតថ្មី នវាន វតតន៍ ការស្សាវស្ជាវ និង
អភិវឌ្ឍន៍ ស្តូវដតមានការដកលមអ។ 
  

បណាត ស្បលទ្រលៅទ្វីបអរ ីកំរ ងនាំម ខ្កន ងការវនិិលោរលលីការស្សាវស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍ លដាយ 
មានភារហ៊ា នស្បមាណ្៤៤% ននការវនិិលោរទាងំមូលរបរ់រិភរលោក។ ស្បលទ្រចិនកំរ ងបនតកសាង 
លហដាា រចនារមព័នធននការវនិិលោរលលីការស្សាវស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍ ក៏ដូចជារមតេភារមន រស។ ផេ យលៅ 
វញិ ស្បលទ្រលៅទ្វីបអលមរកិខាងតបូង និងអង្គ្ហវកិ កំរ ងរេិតលៅឆ្ា យរីការវនិិលោរលនះ លហយីជាលទ្ធ
ផល ស្បលទ្រទាងំលនាះក៏រ ំមានកំលណី្នលរដាកិចចរួរឱ្យកត់រមាា ល់ដដរ។ ទ្ នវនិិលោរររ បលលីការស្សាវ 
ស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍរបរ់ស្បលទ្រលៅទ្វីបអលមរកិខាងតបូវនិងអង្គ្ហវិក មានស្បមាណ្៥%ននការវនិិលោរ 
ទាងំមូលរបរ់រិភរលោក កន ងលរលដដលតំបន់ទាងំ២លនះមានស្បជាជនស្បមាណ្២០%ននស្បជាជន 
រិភរលោក។ ស្បលទ្រចំនួន៦ដដលមានលំដាប់ខ្ពរ់ជាងលរលៅកន ងការវនិិលោរលលីការស្សាវស្ជាវនិង
អភិវឌ្ឍ រមួមានរហរដាអលមរកិ ចិន ជប៉ា ន អលលឺម៉ាង់ ឥណាឌ  និងកូលរ ៉ាខាងតបូង ដដលលរមីនឹងស្បមាណ្ 
៧០%ននទ្ នវនិិលោរររ បរបរ់រិភរលោក។ 
 

លតីចំលណ្ះដងឹ ផលិតផល និងលរវាកមមថ្មីទាងំលនះលកីតល ងីរីអវី? លហយីលកីតល ងីលដាយ
រលបៀបណា? ស្រះរជាណាចស្កកមព ជាកំរ ងដតកសាងមូលដាា នរស្មាប់ការលស្តៀមខ្លួនទ្ទ្ួល និងស្បកតួ
ស្បដជងកន ងយ ររម័យបដិវតតឧរាហកមមទ្ី៤ លៅកន ងលរដាកិចចដដលដផអកលលីរ ទ្ធិ លហយីដដលស្បការ
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លនះចាបំាច់តស្មូវឱ្យរលរដាកមព ជា ស្តូវកាល យខ្លួនជារលរដាឌ្ីជីថ្ល រលរដារកល និងរលរដាដដល
ស្បកបលដាយការទ្ទ្ួលខ្ រស្តូវ ដដលមានរមតេភារកន ងការផលិត ដចកចាយ និងលស្បីស្បារ់រ ទ្ធិលដីមបី
ទ្ទ្ួលមន ញ្ញផល និងរមួចំដណ្កកន ងកលំណី្ន។ ធ្នាោររិភរលោកបានលធ្វីការកត់រមាា ល់ាងំរីឆ្ន ំ
២០០២នូវបមាល រ់បតូរននមូលដាា នលរដាកិចច រីលរដាកចិចដដលរឹងដផអកលលីកមាល ងំរលកមម និងធ្នធានអតិ
កមម (Laboure and Resource Based Economy) លៅកាន់លរដាកិចចដដលរឹងដផអកលលីរ ទ្ធ ិ
(Knowledge Based-Economy) ដដលកន ងន័យលនះ រ ទ្ធិរឺជារនលឹះននការអភិវឌ្ឍ។ អស្រ័យលហត 
លនះ លៅលលីរនលងដដលកមព ជាកំរ ងលធ្វដីំលណី្រលឆ្ព ះលៅកាន់លរដាកិចចឌ្ីជីថ្ល រងាមកមព ជាស្តូវដតមាន
រមតេភារកន ងការ  ផលិត លស្ជីរលររី បនា ំ បលងកតីម ខ្របរ នងិលស្បីស្បារ់រ ទ្ធិ លដីមបរីកានិរនតរភារនន
កំលណី្ន និងដកលមអជីវភារររ់លៅ។ រមតេភារទាងំលនះ អចលកីតល ងីលៅលរលរលរដាកមព ជាមានឱ្
ការកន ងការទ្ទ្ួលបានបទ្រិលសាធ្ន៍រកីារស្សាវស្ជាវ ការបណ្ត ះរនំិតនចនស្បឌ្ិត និងការដរវងរកនវាន វតត
ន៍។  
 

កំដណ្ទ្ស្មង់វរ័ិយអប់រ ំ រឺជាការស្តួរស្ាយមាោ៌ា រស្មាប់ដំលណី្រលឆ្ព ះលៅកាន់រងាមស្បកប
លដាយរ ទ្ធិ និងស្បជារលរដាស្បកបលដាយភារររ់រលវកី។ ាមរយៈមូលដាា នអបរ់ ំរងាមស្បកបលដាយរ ទ្ធិ
នឹងស្បមូលផត  ំ បលងកីត និងដចករដំលក លៅកាន់រមាជិកកន ងរងាមនូវរមបទាអប់រ ំរិលរររឺរ ទ្ធិរមបទា 
កន ងប រវលហត ននមន រសជាតិនិងឧតតមស្បលោជន៍ននស្បលទ្រ។ រងាមស្បកបលដាយរ ទ្ធិ រឺរ ំស្ោន់ដតជា
រងាមដដលរមបូររ័ត៌ាមានប៉ា លណាណ ះលទ្ ដតជារងាមដដលស្បជារលរដាអចលធ្វីបរវិតតកមមររី័ត៌ាមានលៅជា 
មូលធ្នស្បកបលដាយស្បរិទ្ធភារ។ ការរកីចលស្មីនលៅម ខ្ជាលំដាប់ននបលចចកវទិ្ានិងតំណ្ភាា ប់ បាន
រស្ងីកស្រំដដនននការចូលលៅកាន់ និងការទ្ទ្ួលបានរ័ត៌ាមានជារកល លហយីដដលកន ងន័យលនះ ការ
អប់រនំឹងបនតវវិតតលៅម ខ្និងមានការផ្លល រ់បតូរ។ រងាមមួយដដលមានអំណាន នងិរបាប់ជាប លរលកខខ្ណ្ឌ
ននជីវភារស្បចានំថ្ាននស្បជារលរដា លរលលនាះបំណិ្នននអំណាន នរិនធ នងិការរណ្នាលលខ្នរវនត រឺជា
ចលករននការលរៀនរបរ់រិរស។ ធាត ដ៏ចមបងមួយដដលរេិតលៅកន ងការកសាងរងាមដដលស្បកបលដាយ 
រ ទ្ធិរឺលរៀវលៅរិកា លហយីការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកាជាស្បចា ំ រឺជានវាន វតតន៍នន  
វរ័ិយអប់រដំដលនាលំៅរកការរិកាលរញមួយជីវតិ ការអភិវឌ្ឍរមបទាអប់រ ំ និងការដចករដំលកចំលណ្ះ
ដឹង។ មូលដាា នអប់រ ំ ជារិលរររឺស្រឹះសាេ នឧតតមរិកាស្តូវមានតួនាទ្ីដដលស្បកបលដាយការល្លីយតប 
ចំល ះតស្មូវការខាងលលីលនះ។ សាង្គ្សាត ចារយ អនកស្សាវស្ជាវ និងប រាលិកអបរ់សំ្តូវបនតរិកាជាប់ជានចិច 
ាមរយៈការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកា លហយីដដលលរៀវលៅរិកាទាងំលនះនឹងកាល យ
ជា សាព នននទ្នំាក់ទ្ំនងរវាងនវាន វតតន៍ននបលចចកវទិ្ា និងការលរៀននិងបលស្ងៀនលៅកន ងថ្នន ក់លរៀន។  

 

រងាមដដលស្បកបរ ទ្ធិ ក៏ជារងាមដដលបណ្ត ះឱ្យមានរចនារមព័នធទ្ន់ននលរដាកិចចដដលរឹង
ដផអកលលីរ ទ្ធិដដរ។ ឧទាហរណ៍្ជាក់ដរតងននដបបដផនលនះរមួមាន Silicon Valley ននរហរដាអលមរកិ 
រួនឧរាហកមមវរិវកមមអការោនយនតនិងោនយនតលៅទ្ីស្កុង Munich ស្បលទ្រអលលឺម៉ាង់ តំបន់
ជីវបលចចកវទិ្ាលៅស្កុង Hyderabad ស្បលទ្រឥណាឌ  តំបន់ផលិតលស្រឿងលអ ចិស្តូនិក និងសារ-
រមនារមន៍ ឌ្ីជីថ្លលៅទ្ីស្កុង Seoul ស្បលទ្រកូលរខាងតបូង ក៏ដូចជារួនឧរាហកមមថ្នមរល និង



iii 

ឥនធនរីមីសាង្គ្រតននស្បលទ្រលស្បរ ីល លហយីក៏លៅមានទ្ីស្កុងននស្បលទ្រជាលស្ចីនលទ្ៀតលៅលលីរិភរលោក 
លកខណ្ៈរមបតតិននទ្ីស្កុងទាំងលនះរឺការលស្បីស្បារ់និនាន ការននការអភិវឌ្ឍដដលជំរ ញ និងតស្មង់ទ្ិរ
លដាយចំលណ្ះដឹង លហីយដដលចំលណ្ះដឹងទាងំលនាះលកីតលចញជាដំបូងរីការវនិិលោរលៅលលីស្រឹះសាេ ន
ឧតតមរិកា សាេ ប័នស្សាវស្ជាវ មជឈមណ្ឌ លឧតតមភារននជំនាញជាន់ខ្ពរ់ ការស្បកួតស្បដជងលដាយ      
រ ណាធ្ិបលតយយ និង ជារិលរររឺការបណ្ត ះវបបធ្ម៌ាអំណាននិងនិរនធលរៀវលៅ។ លលបឿនននការរកី
ចលស្មីនដផនករ ទ្ធិ និងបលចចកវទិ្ាកំរ ងមានរនេ ះលលឿនជាងអវីដដលរិរស និងនិរសិតអចទ្ទ្ួលបាន
រីស្រូលៅស្រឹះសាេ នរិកា ដដលលធ្វីឱ្យលោលលៅននការអប់រលំៅលរលបចច បបននលនះ មានការស្បឈមខាល ងំ
ជាងលរលណាទាងំអរ់។ ឧទាហរណ៍្ កន ងមួយឆ្ន  ំមានលរៀវលៅជាង២,២ោនចំណ្ងលជីង ស្តូវបាន
ររលររ និងលបាះរ មព ដដលកន ងលនាះស្បលទ្រចិនមាន៤៤០ ន់ ចំដណ្កឯរហរដាអលមរកិមាន ៣០៥
 ន់ និងស្បលទ្ររ រស មីាន ១២០ ន់ចំណ្ងលជីង។ 
 

ខ្ណ្ៈលរលដដលបលចចកវទិ្ាកំរ ងរកីចលស្មីនជាលរៀងរល់នថ្ា មលធ្ាបាយរស្មាប់អំណានក៏មាន
លស្ចីនជលស្មីររស្មាប់រិរស និរសតិ និងសាធារណ្ៈជនរមួមានការអនលរៀវលៅ ការអនលលីឧបករណ៍្ 
លអ ិចស្តូនិក ការអនលដាយលស្បីទូ្រររេនវឆ្ល ត និងការអនលលីក ំរយូទ្័រ ដដលរ ទ្ធរឹងជាមលធ្ាបាយ  
រំខាន់ៗដដលនាអំនកអនទាងំឡាយឱ្យរលស្មចលោលបំណ្ងអនរបរ់ខ្លួន។ មា៉ាងវញិលទ្ៀត អំណាន
លដាយលស្បីមលធ្ាបាយបលចចកវទិ្ាទ្ំលនីប ចំណាយលរលតិច រយស្រួលអន និងជួយដល់បរសិាេ នមួយ
កស្មិតលទ្ៀត។ នាលរលបចច បបនន រិរស និរសតិ និងសាធារណ្ៈជនកមព ជាដដលស្រឡាញ់អំណានកំរ ង
ដតលស្បីស្បារ់មលធ្ាបាយអំណានទាងំលនះ។ លបីលយីងស្កល កលមីលលៅស្បលទ្រលជឿនលលឿន លទាះបីជា  
បលចចកវទិ្ារកីចលស្មីនខាល ងំោ៉ា ងណា អំណានាមរយៈលរៀវលៅលៅដតមានរនេ ះដដដល។ មា៉ាងវញិ
លទ្ៀត បលចចកវទិ្ាអនដបបទ្ំលនីបាមរយៈឧបករណ៍្ទ្ំលនីប អស្រ័យលលីលទ្ធភារននធ្នធានអប់រ ំ   
ឌ្ីជីថ្ល និងមាតិកាឌ្ីជីថ្លស្រប់ស្ោន់ដដលបានផលិត និងបលរហ ះដចកចាយរស្មាប់អំណាន។ 
 កន ងបរបិទ្កមព ជា ជារិលររកន ងបរកិារណ៍្ននការផេ ះរកីរលដាលននជំងឺកូវដី-១៩ ស្ករួងអប់រ ំយ 
វជន និងកីឡា បានជំរ ញឱ្យមានបរវិតតកមមឌ្ីជីថ្លលៅកន ងលអកូរ ីដរតមននការអប់រ ំជារិលររការអប់រ ំ
ាមស្បរ័នធលអ ិចស្តូនិកនិងការអប់ររំីចមាា យលដីមបលីលីកកមពរ់អំណានាមរយៈការផលិតមាតិកា  
ឌ្ីជីថ្លដដលមានភារចំរ ះ ការកសាងរមតេភារដផនកតំណ្ភាា ប់និងលវទ្ិកាឌ្ីជីថ្ល ការរស្ងីកវសិាល
ភារននមជឈមណ្ឌ លទ្ិននន័យ និងការលលីកកមពរ់រ ណ្ភារននការផលិតធ្នធានអប់រឌំ្ីជីថ្ល រួបផស ំ
ជាមួយការដចករនលឹកកិចចការឱ្យរិរសយកលៅលរៀនលៅផេះ និងការច ះលៅជួបជាមួយរិរសជាបណ្ត ំ លៅ
ាមរហរមន៍។ កន ងន័យលលីកកមពរ់អំណាន និងភាររមបូរដបបននធ្នធានលរៀវលៅរិកាឱ្យកាន់ដត
មានស្បរិទ្ធភារនិងភាររកតិរិទ្ធិ និងផតល់ឱ្ការអំណានកាន់ដតលស្ចីនដថ្មលទ្ៀតដល់រិរាន រិរស 
និរសតិ និងសាធារណ្ៈជន ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡាលលីកទ្ឹកចិតតនូវចំណ្ ចមួយចំនួនដូចខាង
លស្កាម៖ 
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1. សាង្គ្សាត ចារយ អនកស្សាវស្ជាវ និងប រាលិកអប់រ ំរូមបនតនិងបលងកីនការលបាះរ មពសាន នដបដនេម
លទ្ៀត លដីមបលីធ្វីឱ្យធ្នធានរស្មាប់អំណានកាន់ដតរមបូរដបប ជារិលររធ្នធានអំណានជា
លខ្មរភាសា 

2. ស្រឹះសាេ នឧតតមរិកា រូមផតល់លទ្ធភារស្រប់ដបបោ៉ា ង លដីមបឱី្យប រាលិកអប់រសំ្រប់លំដាប់ថ្នន ក់ 
និង និរសតិស្រប់កស្មិតរិកាអចចូលរមួអន និងរិកាស្សាវស្ជាវាមស្រប់លទ្ធភារជាមួយ
ធ្នធានអំណាន ជារិលររការលរៀបចំឱ្យមានលរលលវោរស្មាប់រហរិកា និងអំណានកន ង
បណាណ ល័យ  

3. សាង្គ្សាត ចារយាមម ខ្វជិាា  និងអនកស្សាវស្ជាវាមជំនាញឬវរ័ិយ ស្តូវលរៀបចំដំលណី្រការលរៀន 
បលស្ងៀន និងស្សាវស្ជាវដដលមានដាក់បញ្ចូ លកិចចការរវ័យរិកា រហរិកា ឬការស្សាវស្ជាវ
បណាណ ល័យដដលតស្មូវឱ្យនិរសតិ ស្តូវអននិងស្សាវស្ជាវជាមួយធ្នធានអំណាន 

4. ស្រឹះសាេ នឧតតមរិកា នងិមជឈមណ្ឌ លស្សាវស្ជាវ ស្តូវខ្ិតខ្ំឱ្យអរ់លទ្ធភារកន ងការបលងកីតប
ណាណ ល័យ មជឈមណ្ឌ លរកាឯកសារ ឬមជឈមណ្ឌ លអប់រឌំ្ីជីថ្ល ជាលដីម លដមីបឱី្យប រាលិក
អប់រសំ្រប់លំដាប់ថ្នន ក់និងនិរសតិស្រប់កស្មិតរិកា អចទ្ទ្ួលបាន និងដរវងរកស្បភររស្មាប់
អំណាន កានដ់តរមបូរដបប និងមានភារបត់ដបន ល្លយីតបាមតស្មូវការអនកអន 

5. និរសិតស្រប់កស្មិតរិកា ស្តូវខ្ិតខ្ំនិងចំណាយលរលអន និងចាត់ទ្ កវបបធ្ម៌ា និងអកបប
កិរោិអំណានជាដផនកមួយ ននលរលលវោនិងភាររ ីវល័ិយននជិវតិស្បចានំថ្ា 

6. បងបអូនជនរមួជាតិ ដដលជាមាាបិា ឬអនកអណារាបាល រូមជួយជំរ ញនិងបងកលកខណ្ៈ
កាន់ដត លស្ចីនដថ្មលទ្ៀត ជារិលររការនលលកចំណាយលៅកន ងស្រួសាររស្មាប់ការទ្ិញរមាា
រៈរិកា លរៀវលៅអន និងឧបករណ៍្រស្មាប់អំណានដល់កូនៗ ដដលចាត់ទ្ កជាការវនិិលោ
រមួយដ៏រំខាន់ រស្មាប់ បលងកីនចំលណ្ះដឹង និងអនារតរបរ់រួកលរ។ 

 

លដាយមានការោសំ្ទ្រីស្ករួងលរដាកិចច និងហិរញ្ញវតេ  លៅឆ្ន ២ំ០២០ ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និង
កីឡា បានបលងកីតមូលនិធ្ិស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត និងនវាន វតតន៍ ដដលលៅកាត់ថ្ន“មូលនិធ្ិ រ.រ.ន” 
និងលៅជាភាសាអង់លរលរថ្ន The Research Creativity and Innovation Fund ដដលលៅកាត់ជា
ភាសាអង់លរលរថ្ន “RCI Fund”។ លោលលៅចមបងននមូលនិធ្ិលនះ រឺរមួចំដណ្កលលីកកមពរ់វបបធ្ម៌ានន
ការស្សាវស្ជាវ បំផ ររំនិតនចនស្បឌ្ិត និងជំរ ញការលធ្វីនវាន វតត លដីមបជីាស្បលោជន៍ដល់វរ័ិយអប់រ ំយ 
វជន និងកីឡា ដដលល្លីយតបលៅនឹងទ្ីផាររលកមម និងសាកលភាវូបនីយកមម។  មូលនិធ្ិ រ.រ.ន 
បានរលស្មចកំណ្ត់ស្បធានបទ្ ជាអទ្ិភាររស្មាប់ការោសំ្ទ្លដាយមូលនិធ្ិចំនួន៣ រមួមាន ឌ្ីជីថ្លនី
យកមមរស្មាប់បដិវតតឧរាហកមម៤.០(Digitalization for IR.4.0)ការស្សាវស្ជាវអន វតតលលីវរ័ិយ
ករិកមម (Applied Agricultural Research) និងការស្សាវស្ជាវររ លការលយរតវតសទ្ី២១ (21st 
Century Pedagogy Research)។ 

 

លដាយមានការលធ្វីអទ្ិភារវូបនីយកមមលៅលលីទ្ិរលៅននការលស្បីស្បារ់ថ្វកិាមូលនិធ្ិរស្មាប់
ឆ្ន ២ំ០២០ ស្ករួងលរដាកិចច និងហិរញ្ញវតេ  និងស្ករួងអប់រ ំ យ វជន និងកីឡា បានផតល់ការោសំ្ទ្
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ដល់ការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអ លរៀវលៅរិកា(Text book) ដដលនឹងស្តូវលស្បីស្បារ់លៅកស្មិត
ឧតតមរិកា។ លោលបំណ្ងននការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអ លរៀវលៅរិកាលៅកស្មិតឧតតមរិកា
រឺលដីមបីបលងកីនបរមិាណ្ លលីកកមពរ់រ ណ្ភារ និងរស្ងីករមធ្ម៌ាននធ្នធានរិកាជាលខ្មរភាសា 
ជូនដល់និរសិតដដលកំរ ងបនតការរិកា និងលស្តៀមខ្លួនលធ្វីការស្សាវស្ជាវលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ 
លលីររីលនះលទ្ៀតការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកាលៅកស្មិតឧតតមរិកា មានលោល
លៅដូចខាងលស្កាម ៖ 

- ល្លីយតបជាបនាេ ន់ចំល ះការខ្វះខាតធ្នធានរិកា ដដលជាតស្មូវការរិការបរ់និរសតិ 
លៅកស្មិតឧតតមរិកា  

- លលីកកមពរ់ទ្ំលនីបភាវូបនីយកមម និងឧតតមាន វតតន៍ននការលរៀននិងបលស្ងៀន និងការស្សាវស្ជាវ
លៅលលីម ខ្វជិាា  កមមវធិ្ីរិកា ឬម ខ្ជំនាញជាក់ោក ់

- បលងកីនភាររ ីជលស្ៅកន ងការកសាងវជិាា ជីវៈនិងបទ្រិលសាធ្ន៍រស្មាប់ឋានៈសាង្គ្សាត ចារយ និង
អនកស្សាវស្ជាវ  

- រមួចំដណ្កដល់ការកសាងភារជារហរមន៍វជិាា ជីវៈ ការដចករដំលកបទ្រិលសាធ្ន៍ និងវបប
ធ្ម៌ាននការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកាលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ 

 

ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡា បានវាយតនមលខ្ពរ់ចំល ះការលបាះជំហានស្បកបលដាយមនរិការ
វជិាា ជីវៈននស្រឹះសាេ នឧតតមរិកា និងប រាលិកអប់រទំាងំអរ់ កន ងការលរៀបចំ លរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអ
លរៀវលៅរិកា លដីមបបីលងកីនបរមិាណ្ លលីកកមពរ់រ ណ្ភារ និងរស្ងឹងរមធ្ម៌ាននធ្នធានរិកាជា
លខ្មរភាសា ជូននិរសតិដដលកំរ ងបនតការរិកា និងលស្តៀមខ្លួនលធ្វីការស្សាវស្ជាវលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ 
លរៀវលៅរិកាជាដផនកមួយននការទ្ទ្ួលសាា ល់រ ណ្ភារអប់រនំនស្រឹះសាេ នឧតតមរិកា និងជាធ្នធាន
រិកាដដលជាមូលដាា នមួយដ៏រំខាន់ កន ងការោសំ្ទ្ដល់ការបលស្ងៀន និងលរៀន លហីយស្តូវមានបរមិាណ្
ស្រប់ស្ោន់ ល្លីយតបលៅនឹងកមមវធិ្ីអប់រ ំនិងតស្មូវការរិកាស្សាវស្ជាវ។ ជាលោលការណ៍្ ស្រឹះសាេ នឧតតម
រិកាទាំងអរ់ ស្តូវមានលរៀវលៅរិកាដដលលស្បីជាលោលរស្មាប់ម ខ្វជិាា នីមួយៗ។ ចំនួនលរៀវលៅ
រិកាដដលស្រប់ស្ោន់រស្មាប់ការស្សាវស្ជាវ និងការរិការបរ់និរសតិ ស្តូវមានោ៉ា ងតិចមួយចំណ្ង
លជីងកន ងមួយម ខ្វជិាា  លហយីស្តូវតមកល់ោ៉ា ងតិច២ចាប់ លៅកន ងបណាណ ល័យ ឬអចរកបានាមស្បរ័នធលអ
 ចិស្តូនិក។ ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡា លលីកទ្ឹកចិតតបដនេមលទ្ៀតជូនដល់ស្រឹះសាេ នឧតតមរិការដា 
និងឯកជនដដលបានលរនីរ ំថ្វកិាមូលនិធ្ិរចួ រូមចូលរមួបដនេមលទ្ៀតលដីមបបីលងកីនចំនួនចំណ្ងលជីង
លរៀវលៅ។ ចំដណ្កស្រឹះសាេ នឧតតមរិការដានិងឯកជនដដលរ ំទាន់បានដាក់ កយលរនីរ ំ រូមចូលរួម 
លដីមបជីារ ណ្ស្បលោជន៍ដល់តស្មូវការដ៏ទ្ទូ្ច និងនថ្លថ្នល នននិរសតិកមព ជាកន ងការរិកា និងស្សាវស្ជាវលៅ
កស្មិតឧតតមរិកា។ 
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ទេនកតីរញ្ជា ក់ 
ច្នមូលនិធកិារស្រាវស្រាវ គំនតិច្នៃស្ររឌិត និងនវានុវតតន៍ 

 
លរៀវលៅរិកាលនះជាលទ្ធផលននការលរនីរ ំអន វតតថ្វកិាមូលនិធ្ិការស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត 

និងនវាន វតតន៍ កន ងរលស្មាងលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកា ដដលនឹងស្តូវលស្បីស្បារ់លៅ
កស្មិតឧតតមរិកា។ លរៀវលៅរិកាលនះ ស្តូវបានលរៀបលរៀង និរនធ ឬដកលមអលដាយមានការធានា
អះអងថ្នជាសាន នដរបរ់អនកនិរនធផ្លេ ល់ និងបាន្លងកាត់ស្តួតរិនិតយ ផតល់លោបល់ និងវាយតនមល
លដាយស្កុមស្បឹកាអប់រ ំស្កុមស្បឹកាស្សាវស្ជាវ ឬស្កុមស្បឹកាដដលមានតនមលលរមីននស្រឹះសាេ នឧតតមរិកា 
និងាមរយៈកិចចរនាដដលបានលធ្វីល ីង និងដដលបានតមកល់ទ្ កលៅមូលនិធ្ិការស្សាវស្ជាវ រំនិតនចន
ស្បឌ្ិត និងនវាន វតតន៍។ រល់ខ្លឹមសារ ការបកស្សាយ និងរូបភារ រឺជាជំហរនិងទ្រសនៈផ្លេ ល់របរ់
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ដដលកំរ ងបនតការរិកា និងលស្តៀមខ្លួនលធ្វីការស្សាវស្ជាវលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ 

- ឯកឧតតមវទិ្ាសាេ នររ លការលយបាត់ដំបងដដលបានចាត់ាងំជារណ្ៈកមមការនិរនធចូលរមួ
ការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅលៅកស្មិតឧតតមរិកាលនះ។ 

- នាយកដាា នបណ្ដ ះបណាដ លដដលបានចាត់ាងំជារណ្ៈកមមការនិរនធ និងរណ្ៈកមមការស្តតួ
រិនិតយ លលីសាន នដននការចូលរមួការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅលៅកស្មិតឧតតមរិកាលនះ។ 

- លោកស្បធាន នាយកដាា នបណ្ដ ះបណាដ លដដលស្រមលស្រៀងទ្ទ្ួលរិទ្ធិជាតំណាងអនកលរៀបលរៀង
កន ងការចាត់ដចង និងរស្មបរស្មួលជាមួយស្ករួងអប់រ ំ យ វជន នងិកីឡា ច ះហតេលលខាលលីកិចចស្រម
លស្រៀង និងកិចចដំលណី្ការទូ្ទាត់ថ្វកិាាមរយៈការលរនីរ ំ និងទ្ទ្លួថ្វកិា លបាះរ មព និងផសរវផាយបនត
នូវសាន នដលរៀបលរៀង និរនធ នងិដកលមអរបរ់អនកលរៀបលរៀងកន ងការលរៀន និងបលស្ងៀនកន ងស្រឹះសាេ នរិកា និង
ស្បរល់រិទ្ធិស្របាមការកំណ្ត់ននកិចចស្រមលស្រៀង រតីរីការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅលៅ
កស្មិតឧតតមរិកា លស្កាមការោសំ្ទ្ននមូលនិធ្ិស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត និងនវាន វតតន៍។ 

- ស្រូឧលទ្េរម ខ្វជិាា រណិ្តវទិ្ាននវទិ្ាសាេ នររ លការលយបាត់ដំបងដដលបានផដល់មតិដកលមអលលី
ខ្លឹមសារ ននលមលរៀននីមួយៗឱ្យកាន់ដតមានភាររ ស្កឹត នងិមានលកខណ្ៈវទិ្ាសាង្គ្រត។ 

ខ្្ ំបាទ្រងឃមឹថ្ន លរៀវលៅលនះនឹងល្លីយតបជាបនាេ នច់ំល ះការខ្វះខាតធ្នធានរិកា ដដលជា
តស្មូវការរិការបរ់រិរស និរសតិ លៅកស្មិតវទិ្ាល័យ និងឧតតមរិកា។ 
  



xiii 

ការររយិាយទលើមុខវិាា  
ការរិកាលមអិតលលីកមមវធិ្ីដដលអចឱ្យអនករិកាលចះលស្បីស្បារ់បានដូចជា៖ លមលរៀន 

ឧទាហរណ៍្ លំហាត់អន វតតន៍ នងិលំហាត់ស្សាវស្ជាវរមួមានវធិ្ីលផសងកន ងការលដាះស្សាយលដាយវភិារ ការ
រិតស្តិះរះិរចិារណា ជាលដីម។ ម ខ្វជិាា រណិ្តវភិារទូ្លៅ៣លផ្លត តរំខាន់លៅលលីមូលដាា នស្រឹះរំខាន់ៗ
បដនេមលទ្ៀតននវភិារទូ្លៅដដលមានមាតិការំខាន់ៗរមួមាន៖  រំនតិមូលដាា ន ស្ទ្ឹរតីររវ រ់ អន រមន៍
វារ់បាន អងំលតស្កាល លឺបរលលីរំណ្ ំ ទាល់ អងំលតស្កាល លឺបរលលីរំណ្ ំ មិនទាល់ អងំលតស្កាល
និងឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយល និងភាររមួមធ្យម។ 

ខ្លឹមសារលមលរៀនដដលបានលលីកល ងីកន ងលរៀវលៅលនះអចជួយលដាះស្សាយបញ្ហ កន ងការបលស្ងៀន 
និងលរៀនណិ្តវទិ្ាដដលបងកលកខណ្ៈរយស្រួលដល់ស្រូឧលទ្េរ ស្រូបលស្ងៀន ររ និរសតិ ររ រិរស រិរា 
ន រិរសអចអន វតតន៍ និងស្សាវស្ជាវរស្មាប់សាធារណ្ៈជនទូ្លៅ។ ជាមូលដាា នស្រឹះរស្មាប់ហវកឹ ហាត់
តរ និរសតិ រិរសរិកានូវរល់ខ្លឹមសារស្របាមកមមវធិ្ីដដលលធ្វីឱ្យលមលរៀននីមួយៗមានទ្ំនាកទ់្ំនងោន រី
មួយចំណ្ ចលៅមួយចំណ្ ច។ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



xiv 

មូលន័យេទងេរ 
 
លរៀវលៅលនះលផ្លត តរំខាន់លៅការវភិារដដលមានលមលរៀនរលងខប និយមន័យ ស្ទ្ឹរដីបទ្ 

ឧទាហរណ៍្ លំហាត់អន វតតន៍ជាលដីមស្រមទាងំមានទ្ំនាក់ទ្ំនងននលមលរៀននីមួយៗ។ លៅកន ងលមលរៀន
រំនិតមូលដាា ន ស្ទ្ឹរតីររវ រ់ អន រមនវ៍ារ់បាន អងំលតស្កាល លឺបរលលីរំណ្ ំ ទាល់ អងំលតស្កាល ឺ
លបរលលីរំណ្ ំ មិនទាល់ អងំលតស្កាលនិងឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយល និងភាររមួមធ្យមកន ងលោលបំណ្ងលដីមបឱី្យ
ររ និរសតិទ្ទ្ួលបានចំលណ្ះដឹងអំរមូីលដាា នស្រឹះរតីរីស្ទ្ឹរតីររវ រ់ រំខាន់ៗ ររវ រ់លស្ៅ ររវ រ់កន ង 
រំណ្ ំ វារ់បាន  អន រមនវ៍ារ់បាន អងំលតស្កាល លឺបរយល់រីរីការអន វតត៍រំណ្ ំ វារ់បាន និងអងំ
លតស្កាលននរំណ្ ំ វារ់បានកន ងស្បូបាន ភារខ្ រោន ននអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់និងអងំលតស្កាល លឺបរ 
អងំលតស្កាលនិងឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយល និងភាររមួមធ្យមជាលដីម។ លៅដផនកននលមលរៀនការលដាះស្សាយបញ្ហ
ដដលទាក់ទ្ងនឹងអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន ់ និងអងំលតស្កាល លឺបរខាងលលី លដីមបបីណ្ត ះរំនតិររ និរសតិឱ្យ
លស្បីស្បារ់ស្ទ្ឹរដីររវ រ់  រស្មាប់ការបលស្ងៀន និងលដីមបលីដាះស្សាយបញ្ហ ដដលទាក់ទ្ងនឹងជវីភារស្បចាំ
នថ្ាបានស្តឹមស្តូវ។ 
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ទមទរៀនទី១៖  មូលោា នេខំាន់ៗ 
១.១.េណំុំ និងអ្នុគមន៍ 
 ១.១.១. េណំុំ 
  រំណ្ ំ ជាទូ្លៅលរកំណ្ត់ររលររលដាយអកសររ មា៖ , , , ,..., , ,...A B C D S T ។ 
 ស្រួសារននរំណ្ ំ រឺជារំណ្ ំ ដដលធាត របរ់វារឺជារំណ្ ំ ។ លរកណំ្ត់ររលររវាលដាយអកសរ 

ឆ្ល ក់(កាច់ ,, , , ,..., , ,...A B C D F P ។ មា៉ាងលទ្ៀតធាត ននរំណ្ ំ លរកំណ្ត់ាងលដាយ 
អកសរនដ(តូច)  , , , ,..., , ...a b c d s t ។  

 និមមិតរញ្ញ ៖ 
• មានន័យថ្ន”ស្រប”់ (For all, for every) 
• មានន័យថ្ន”មាន” (There exists) 
• មានន័យថ្ន”នាឱំ្យ” (Implies that, Implies) 
• មានន័យថ្ន”រមមូល” (iff, or if and only if) 
• មានន័យថ្ន”លៅកន ង” (Contain in) 
• មានន័យថ្ន”ផេ ក” (Contain) 
• មានន័យថ្ន”រំណ្ ំ ទ្លទ្” (Empty set) 

លយងីររលររ x X លបី x ជាធាត មួយនន X  មា៉ាងលទ្ៀត x X ។ លបីY ជារំណ្ ំ រងនន X

លនាះរឺលបី x Y លនាះលរបាន x X ដដលលរកំណ្ត់ររលររលដាយY X ។ 
លបី &Y X X Y X Y   =  
លបី &Y X Y X  លនាះYជារំណ្ ំ រងផ្លេ ល់នន X ។ 
លររលងកតលឃញីថ្ន X ជារំណ្ ំ លៅកន ងស្រប់រំណ្ ំ ទាងំអរ់នន X ។ 
លរឱ្យរីររំណ្ ំ X និងY  លយងីអចឱ្យជាទ្ស្មង់ននរំណ្ ំ ថ្មីដូចខាងលស្កាម៖ 

 
 

 

:

:

X Y x x X or x Y

X Y x x X and x Y

=  

=  
 

X Y និង X Y រឺជាស្បជ ំ និងស្បររវលរៀងោន ននរំណ្ ំ X និងY ។ លបី X រឺជាបណ្ត ំ
ននរំណ្ ំ ដដលជារនេរសន៍ចលនាល ះននរំណ្ ំ  លរកំណ្ត់ររលររលដាយ៖ 
     X



និង X



 

ចំល ះស្បជ ំ និងស្បររវលរៀងោន នន X ៖ 
  :X x x X 



=  ចំល ះ ោ៉ា ងលហាចណារ់មួយ    

  :X x x X 



=  ចំល ះ ស្រប់    

លបី = រំណ្ ំ ននចំនួនរត់ធ្មមជាតិ កំណ្ត់លដាយនិមមិតរញ្ញ
1

n

n

X


=

និង
1

n

n

X


=

។ 
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លបីមិនមានរីរធាត នន X ដដលមានធាត លផសងរមួោន  លនាះ X ស្តូវបានលរនិោយថ្នជារូ
បណ្ត ំ ននរំណ្ ំ ដាច់ោន ។ 
ឧទាហរណ៍្១៖ លរឱ្យរំណ្ ំ ( ) ( )1 21,8 , 4,14X X= =  និង ( )3 7,20X = ។  

រណ្នារំណ្ ំ
3

1

i

i

X
=

និង
3

1

i

i

X
=

 ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

លយងីរណ្នារំណ្ ំ
3

1

i

i

X
=

 និង
3

1

i

i

X
=

ដូចតលៅ៖ 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 2 3

1

1,8 4,14 7,20 1,20i

i

X X X X
=

=   =   =  

និង ( ) ( ) ( ) ( )
3

1 2 3

1

1,8 4,14 7,20 7,8i

i

X X X X
=

=   =   = ។ 

ឧទាហរណ៍្២៖ លរឱ្យ  1,2,3,...,nA n= ។ ចូររណ្នា i

i

A


នងិ i

i

A


 ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមានដំលណាះស្សាយដូចតលៅ៖ 
លយងីបាន 

 
 

1 2 1

1

... ...

1,2,..., , 1,...

i i n n

i i

A A A A A A

n n

+

+

 =

= =     

= + =

 

និង  1 2 1 1

1

... ... 1i i n n

i i

A A A A A A A
+

+

 =

= =      = = ។ 

ឧទាហរណ៍្៣៖ លរឱ្យ I = និង
1

:0 1
2

i

iA x x
   

=    −  
   

។ 

លបីY X ជាបំលរញននY លៅកន ង X រឺជារំណ្ ំ ននធាត ដដលលៅកន ង X ប៉ា ដនតមិនមានលៅកន ង
Y កំណ្ត់លដាយ៖  \ : ,X Y x x X x Y=   ។ 
បំលរញននY កំណ្ត់លដាយ cY ។ 

 លបី X ជាបណ្ត ំ ននរំណ្ ំ រង X លនាះចាប់De Morganកំណ្ត់លដាយ៖ 

    ( )
c

c
X X 

  

 
= 

 
និង ( )

c

c
X X 

  

 
= 

 
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១.១.២. លហំតូរ ូ 
និយមន័យ១៖ តូប៉ាូ  
លរមានរំណ្ ំ   មួយ។ ជារំណ្ ំ មួយននដផនកនន  លរថ្ន  ជាតូប៉ាូមយួលៅលលី  
កាលណាវាលផេៀងផ្លេ ត់រវ័យរតយទាងំបីខាងលស្កាម៖ 

1.  
2. ចំល ះស្រប់ស្រួសារ  ននធាត នន  

3. ស្រប់ ។ 
 ធាត នន  លៅថ្នរំណ្ ំ លបីកនន  រស្មាប់តូប៉ាូ ។ លរថ្ន  ជាលំហតូប៉ាូមួយ។ 

•  លៅថ្ន Topologies Grossiere 
•  លៅថ្ន Discrete Topologies 

ឧទាហរណ៍្ទ្៤ី៖ លរឱ្យ ។ លតី  
និង  ជាតូប៉ាូមយួលលី ដដរឬលទ្? 

ដំលណាះស្សាយ 
- ចំល ះ 1   
លយងីមាន  នងិ  

•  និង  (លផេៀងផ្លេ ត់រវ័យរតយទ្ី1) 
•  និង  លនាះ   1, , ,U V a b c d =  (មិនលផេៀងផ្លេ ត់រវ័យ
រតយទ្ី3) 

ដូចលនះ  1មិនដមនជាតូប៉ាូមយួលលី  លនាះលទ្។ 
- ចំល ះ  
លយងីមាន  នងិ  

•  និង  (លផេៀងផ្លេ ត់រវ័យរតយទ្ី1) 
•  (លផេៀងផ្លេ ត់រវ័យរតយទ្ី2) 
• ារងស្បជ ំស្រប់ធាត នន  

 

 
 

    , , ,b c d e  
 

      

 
  

  

 

 

 

 

    

 

 

 

    

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

ាមារង បញ្ា ក់ថ្នស្របធ់ាត នន  លផេៀងផ្លេ ត់រវ័យរតយទ្3ី 

E E E

,E 

( )i i I
, i

i I



, ,U V U V   

E ( ),E

 , E= 

( )E=

 , , , ,E a b c d e=         1 , , , , , , , ,, ,a c d a c d b c dE =

        2 , , , , , , , , ,, ,a c d a c d b c d eE = E

 , , , ,E a b c d e=         1 , , , , , , , ,, ,a c d a c d b c dE =

1E 1

 U a=  , ,V a c d=

E

2

 , , , ,E a b c d e=         2 , , , , , , , , ,, ,a c d a c d b c d eE =

1E 1

        2, , , , , ,a c d a c dE b c d e E    = 

2

 E   a  ,c d  , ,a c d

E
2E 2E 2E 2E 2E 2E


2E 2   2a    2,c d    2, ,a c d    2, , ,b c d e 

 a 2E   2a    2a    2, ,a c d    2, ,a c d  2E

 ,c d 2E   2,c d    2, ,a c d    2,c d    2, ,a c d    2, , ,b c d e 

 , ,a c d 2E   2, ,a c d    2, ,a c d    2, ,a c d    2, ,a c d  2E

 , , ,b c d e
2E   2, , ,b c d e 

2E   2, , ,b c d e  2E   2, , ,b c d e 

2
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ដូលចនះ    ជាតូប៉ាូមួយលលីE  ។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្៥ី៖ លរឱ្យរំណ្ ំ  ។ ចូររក  រំណ្ ំ ននរំណ្ ំ រងទាងំអរ់នន  រចួ 
រកឱ្យបាន  ចនំួនស្បាោំ៉ា ងតិច ដដល  ជាតូប៉ាូលលី ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
- រក  រំណ្ ំ ននរំណ្ ំ រងទាងំអរ់នន  
លយងីមាន រំណ្ ំ   មានធាត ចំនួន 3 លនាះ  មានធាត ររ ប  
លរបាន ។ 
ដូចលនះ រណំ្ ំ ននរំណ្ ំ រងទាងំអរ់នន  រឺ ។ 
- រក  ដដលជាតូប៉ាូលលី ឱ្យបានោ៉ា ងតិចចំនួន ៥ 
លយងីដឹងថ្ន ស្រប់  មានផេ ក  និង   
លរបាន   
   
ដូចលនះ

 
១.១.៣. េណំុំទរើក 

  និយមន័យ២៖ រំណ្ ំ លបីក 
  លបី  ជាលំហលមស្ទ្ិក។  ជារំណ្ ំ លបីកមយួល ះស្ាដត   

ដដល ។ 
  លកខណ្ៈរំណ្ ំ លបីក 

• ចំល ះស្រប់ស្រួសារ  ននរំណ្ ំ លបីកនន  លនាះ  ក៏ជារំណ្ ំ លបីកដដរ។ 

• លបី  និង  ជារំណ្ ំ លបីកលនាះ  ក៏ជារំណ្ ំ លបីក។ 

 
ឧទាហរណ៍្ទ្៦ី៖ លៅកន ង  លតីចលនាល ះ  ជារំណ្ ំ លបីកដដរឬលទ្? 

ដំលណាះស្សាយ 
លបីលៅកន ង  ចលនាល ះ  ជារំណ្ ំ លបីក លនាះលរនឹងរកបាន  ដដល  

2

 , ,E x y z= ( )P X E

i i E

( )P X E

 , ,E x y z= ( )P X 32 8=

( )             , , , , , , , , , ,x y z x y x z y z EP X =

E ( )             , , , , , , , , , ,x y z x y x z y z EP X =

i E

i i
1E

          1 2 3 4 ,, ,, , , , , ,,E x E y E z E= = =   = 

      5 , , , ,x y z E=

                 1 2 3 4 5, , ,, , , , , , , , , ,, ,E x E y E z E x y z E=   = = = = 

( ),E d ( )E , 0rx   

( ),B x r 

( )i i I
E

i

i I

1 2 1 2

( )1,6

( )1,6 ( ) 01,6 , rx  

រូបភារទី្១ 
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រូបភារទី្២ 

យក ( )3 1,6x =   និង  លនាះ  
យក  និង  លនាះ  
លនាះបញ្ា ក់ថ្ន ចលនាល ះ  ជារំណ្ ំ លបីក កន ង ។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្៧ី៖ បរហ ញថ្នប៊ាូល ដដលមានផចិត  និងកា ំ  ជារំណ្ ំ លបីកកន ង  
ដូលចនះ លយងីនឹងលៅវាថ្នជា ប៊ាូលលបីក (Open ball ) លហយីចលនាល ះលបីកកន ង  ជារំណ្ ំ លបីក។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
ចំល ះស្រប់  លនាះ  
ដូលចនះលបីលយងីយក  លយងីនឹងបាន 

 
លស្ ះ លបី  លនាះ  ។ 
ាមវរិមភារស្តីលកាណ្ 
  
      
      លស្ ះ  
ដូលចនះ  ដដលនាឱំ្យ  
លយងីលឃញីថ្ន  និយមនយ័ននរំណ្ ំ លបីក 
ដូលចនះវា ជារំណ្ ំ លបីក។ 

១.១.៤. េណំុំរិទ 
  និយមន័យ៣៖ រំណ្ ំ បិទ្ 
   រំណ្ ំ រងមយួ ននតូប៉ាូ  ជារំណ្ ំ បិទ្ល ះស្ាដត រំណ្ ំ   ជារំណ្ ំ លបីក។1 

 
    ជារំណ្ ំ លបកី   ជារំណ្ ំ បិទ្         ជារំណ្ ំ លបីក 
  នំណ ំ

•  អនថ្ន បំលរញនន  កន ង ។ 
• បំលរញននរំណ្ ំ លបីកលៅថ្នរំណ្ ំ បិទ្នន  ននតូប៉ាូនន ។ 
•  , អន រមន៍  ជាប់លលីចលនាល ះ ។ 

ឧទាហរណ៍្៨៖  កន ង  លៅលលីបនាេ ត់ចំននួរិតរំណ្ ំ លបីក  និង រំណ្ ំ  ។ 

 
1 Introduction to Topology Pure and Applied, Colin Adams, Robert Franzosa, Page 56 

( ) ( ), 1,6B x r  0.5r = ( ) ( ) ( )3,0.5 2.5,3.5 1,6B = 

( )2 1,6x =  0.001r = ( ) ( ) ( )2,0.0001 1.9999,2.0001 1,6B = 

( )1,6

( ),B a r na 0r  n

( ),x B a r ( ),d x a r

( ),r d x a = −

( ) ( ), ,B x B a r 

( ),y B x  ( ),d y x 

( ) ( ) ( ), , ,d y a d y x d x a +

( ) ( ), ,d y a d x a +

( ),d y a r ( ),r d x a = −

( ),y B a r ( ) ( ), ,B x B a r 

( ),B a r

A ( ),E \E A

E A \E A

\E E

E

 : 0,1f → f   0,1 ,10 ,f f f= 

( )5,5E = −  2,2A = −

រូបភារទី្៣ 
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រូបភារទ្ី៤ 

 

 
បនាេ ត់ចំនួនកន ង  បរហ ញរី  និង  

 
បនាេ ត់ចំនួនកន ង  បរហ ញរី  

 
 
លរបាន  ជារំណ្ ំ លបីក លនាះ  ជារំណ្ ំ បិទ្។ 
 
 លកេណៈ2 
 លរមាន  ជាលំហតូប៉ាូមួយ និង  ។ 

• លបី  ជារំណ្ ំ លបីក  ជារំណ្ ំ បិទ្។ 

 
 

• លបី  ជារំណ្ ំ បិទ្  ជារំណ្ ំ លបីក។ 

 
 

 
 
 

 
2 Introduction to Topology Pure and Applied, Colin Adams, Robert Franzosa, Page 58 

( )5,5E = −  2,2A = −

\E A

( ) ( )\ 5, 2 2,5E A = − −   2,2A = −

( ),E A E

A \E A

A \E A

រូបភារទ្ី៥ 
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រូបភារទី្៦ 

១.១.៥. វ័រេុណី (Voisinage)  
 និយមន័យ៤៖ វរ័រ ីណា (Voisinage) 
 លរមាន  ជាលំហតូប៉ាូ  នងិ ។ 
 លរថ្ន  ជាវរ័រ ីណាមួយនន  ល ះស្ាដតមានរំណ្ ំ  
 លបី  ដដល និង ។ លរាង  
 ជារំណ្ ំ  វរ័រ ីណានន ។ 
 ចំណា៖ំ  រជឺារំណ្ ំ លបីក។ 
 
 
ឧទាហរណ៍្ទ្៩ី៖ កន ង  លតី  ជាវរ័រ ីណានន  ឬលទ្? ជាវរ័រ ីណានន1ឬលទ្? 

ដំលណាះស្សាយ 
រិនិតយលមីលបនាេ ត់ចំនួនខាងលស្កាម៖ 

 
ាមបនាេ ត់ចនំួនខាងលលីលរមិនអចរករំណ្ ំ លបីក ដដលផេ ក 0 កន ង  លនាះលទ្ លរអចរកបាន 
រំណ្ ំ លបីកមយួោ៉ា ងតិចកន ង  ដដលផេ ក  លនាះលរថ្ន  មិនដមនជាវរ័រ ីណានន0 ដតជាវរ័រ ី
ណានន  ។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្១ី០៖ លរឱ្យរំណ្ ំ  ។ បរហ ញថ្ន  រជឺាវរ័រ ីណាននចំណ្ ច 

។ 
ដំលណាះស្សាយ 

បរហ ញថ្ន  រជឺាវរ័រ ីណាននចំណ្ ច  
លយងីមាន  នងិចំណ្ ច  
ជាវរ័រ ីណានន  ល ះស្ាដត មានរំណ្ ំ លបីក  ដដល នងិ  

• យក  លនាះលយងីបាន  និង    (លផេៀងផ្លេ ត់ាម
និយមន័យ) 

• យក  លនាះលយងីបាន  និង    (លផេៀងផ្លេ ត់ាម
និយមន័យ) 

លឃញីថ្ន មានរំណ្ ំ លបីក  ដដល និង  បញ្ា ក់ថ្ន  ជាវរ័រ ីណានន 
ចំណ្ ច  
ដូចលនះ   ជាវរ័រ ីណា ននចំណ្ ច 2x =  ។ 
 
 

( ),E x E V E

V x

 x V ( )v x

x

 0,2 0

 0,2

 0,2 1  0,2

1

 | 0 3x x=   

2x =

2x =

 | 0 3x x=    2x =

2x =  x 

( )1 1.5,2.5=
12x = 

1 

( )2 0.5,2.95=
22x =  2 

 x 

2x =

 | 0 3x x=   
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រូបភារទី្៧ 

១.១.៦. អាត់ទេរ  ង់  
 និយមន័យ៥៖ អត់លដរ ៉ាង់  

លរមាន  ជាលំហតូប៉ាូមួយ។ 
  និង ។ 
លរថ្ន  ជាចណំ្ ចអត់លដរ ៉ាង់នន  ល ះស្ាដត 
ស្រប់  ។ 
រំណ្ ំ ននស្រប់ចំណ្ ចអត់លដរ ៉ាង់នន  លៅថ្ន 
អត់លដរ ៉ាង់នន  ដដលាងលដាយ  ។  
លបី លនាះ  
+ ករណី្  ជារំណ្ ំ លបីក 

 
+ ករណី្  ជារំណ្ ំ បិទ្ 

   
ឧទាហរណ៍្ទ្១ី១៖ រំណ្ ំ ចំនួនរនិទាន  ដដល  លរបាន អត់លដរ ៉ាង់នន

ចំនួនរនិទាន ។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្១ី២៖ កន ង  លរបាន 

• អត់លដរ ៉ាង់នន  កំណ្ត់លដាយ  
• អត់លដរ ៉ាង់នន  កំណ្ត់លដាយ  
• អត់លដរ ៉ាង់នន  កំណ្ត់លដាយ ។ 
លកខណ្ៈ 
លរមាន  ជាលំហតូប៉ាូមួយ។ ស្រប់  លរមាន  ជារំណ្ ំ បិទ្ល ះស្ាដត ។ 

Adherence

( ),E

A E a E

a A

( ),v a A  

A

A A

A B A B

A

A

p

q


= 


0, ,p qq 

=

 2,3  2,3

 )4,6  4,6

( )10,15  10,15

( ),E A E A A A=

រូបភារទី្៩ 

រូបភារទី្៨ 
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រូបភារទី្១០ 
 

  
ឧទាហរណ៍្ទ្១ី៣៖ អត់លដរ ៉ាង់នន  រឺ  

។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្១ី៤៖ អត់លដរ ៉ាង់ នន  រ ឺ ។ 
 
  លកខណ្ៈ 
  លរមាន ជាលំហតូប៉ាូមួយ។ រឺជារំណ្ ំ បទិ្ដដលតូចជាងលរផេ ក  ។ 

 
 

លកខណ្ៈ ស្បជ ំ និងស្បររវ 
 លរមាន  លំតូប៉ាូមួយ។ ។ 

 
រូបភារទី្១២តំណាង  

 
រូបភារទ្ី១៣តំណាង  

( ) 2 22, | 1B x y x y=  + 

( ) 2 22, | 1B x y x y=  + 

 2,9    2,9 2,9=

( ),E ,A E A  A

( ),E , , ,A B E A B A B A B A B      = 

A B A B  

A B A B = 

រូបភារទី្១១ 

 រូបភារទី្៩ 
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១.១.៧. នណុំនកៃងុ 
 និយមន័យ៦៖ ចំណ្ ចកន ង 

 លរមាន  ជាលំហតូប៉ាូមួយ។ លរមាន  នងិ ។ លរថ្ន  ជាចំណ្ ចកន ងនន  
ល ះស្ាដត  ជាវរ័រ ីណានន ។ រំណ្ ំ ដដលផេ កស្របច់ំណ្ ចកន ងនន  លៅថ្នរំណ្ ំ កន ង 
នន   ដដលាងលដាយ  ឬ  ។  

។ 

 
  រូបភារទី្១៤តំណាង         រូបភារទី្១៥តំណាង   
        
 
 
 
 
 
        រូបភារទី្១៦តំណាង                                រូបភារទី្១៧តំណាង  ឬ  

ាមរូបខាងលលីលរទាញបាន 
   1.    2.  
   3.    4. មានន័យថ្ន  
 កំណ្ត់រមាា ល់ ៖ 
 អនថ្នបំលរញនន កន ង មានន័យថ្នលបី លនាះ នាឱំ្យ  
 លកខណ្ៈ 
 លរមាន  លំហតូប៉ាូមួយ។ ស្រប់  លរមាន ។  ជារំណ្ ំ លបីក  

រមមូល និង
o

A A=  ។  ជារំណ្ ំ លបីក  ជារំណ្ ំ បិទ្  
      

    \ \E A E A =   

( ),E A E a E a

A a A

A
o

A ( )int A

o
oA A
A A A

A A


  



A E \E A

\E A
o

A ( )Int A

( )\
o

E A A = ( )\
o

E A A E =

( )\ \
o

E E A A= \ A \
o

E E A=

\E A A E x A \x E A ( )\A E A =

( ),E A E \ \
o

E A E A= A

A \E A

\ \
o

E A E A =
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      (  អនថ្នអរ ៉ា ង) 
 ចូររស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  លរបាន ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
លដីមបរីស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  លរបាន  រឺស្តូវស្សាយថ្ន (ក).  

និង (ខ្).  ចលំ ះស្រប់តនមល  
(ក). ស្សាយថ្ន  លរបាន  
  លបី  លនាះ  
  លដាយ  
  លរទាញបានថ្ន  មិនដមនជាវរ័រ ីណានន  នាឱំ្យ   
  បានន័យថ្ន   លនាះ  
         ដូចលនះ     លរបាន        (1) 
(ខ្). ស្សាយថ្ន  លរបាន  
  លបី  លនាះ  មានន័យថ្ន  មិនដមនជាវរ័រ ីណា នន  
  នាឱំ្យ   
  បញ្ា ក់ថ្ន  មានន័យថ្ន  
  លរលឃញីថ្ន  លនាះ  
ដូចលនះ  លរទាញបាន         (2) 
ាម (1)  នងិ  (2)  លរទាញបានថ្ន ស្រប់  លរបាន    
ដូចលនះ    ស្រប់  លរបាន     ស្តូវបានរស្មាយបញ្ា ក។់ 
 លកេណៈ 
   ឬ ( )Int A  ជារំណ្ ំ លបីក ដដលធ្ំជាងលរលៅកន ង ។ 

                                        
            រូបភារទី្១៨តំណាងរំណ្ ំ                   រូបភារទី្១៩តំណាង  ឬ  
ឧទាហរណ៍្ទ្១ី៥៖ លរឱ្យ ។ រករំណ្ ំ កន ងនន ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
រករំណ្ ំ កន ងនន  

o

A A =
o

A

x E  \ \
o

E A E A=

\ \
o

E A E A= \ \
o

E A E A

\ \
o

E A E A x E

A E  \ \
o

E A E A

\x E A ( ) ( ), \V v x V E A    

( )\A E A =

A x
o

x A

\x E A \
o

x E A

A E  \ \
o

E A E A

A E  \ \
o

E A E A

\
o

x E A
o

x A A x

( ) ,V v x V A  

( ) ( ), \V v x V E A     \x E A

\
o

x E A \x E A

A E  \ \
o

E A E A

A E \ \
o

E A E A=

A E \ \
o

E A E A=

o

A A

A
o

A ( )Int A

 | 3 3A x x−=    A

A
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លយងីមាន  | 3 3A x x−=     លរបាន  

ដូចលនះ   រំណ្ ំ កន ងនន  រ ឺ  
0

| 3 3A x x=  −    ។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្១ី៦៖ លរឱ្យរំណ្ ំ   ។ 
  ក. រនយល់លកខណ្ៈធ្រណី្មាស្តរបរ់រំណ្ ំ  កន ង ។ 
  ខ្. រករំណ្ ំ កន ងនន  ាងលដាយ  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
ក. រនយល់លកខណ្ៈធ្រណី្មាស្តរបរ់រំណ្ ំ  កន ង  
លយងីមាន  លនាះ ជាប៊ាូលបិទ្ឯកា ដដលមានកា ំ  និងផចិត 

រំណ្ ំ   រឺស្រប់ចំណ្ ចកន ងរងវង់ ដដលមានផចិត កា ំ  នងិស្រប់ចំណ្ ចលលីរងវង់ (ដូច
រូប) 

 
 

ខ្. រករំណ្ ំ កន ងនន  ាងលដាយ  
លដាយ  រឺជារំណ្ ំ លបីក ធ្ជំាងលរកន ង S លនាះលរបាន  

( ) ( ) 2 2 2| 1,Int S x y x y= +   

 

 | 3 3
o

A x x= −  

A

( ) 2 2 2| 1,S x y x y += 

S 2

S ( )Int S

S 2

( ) 2 2 2| 1,S x y x y +=  S 1r =

( )0,0 S ( )0,0 1r =

S ( )Int S

( )Int S

រូបភារទី្២១ 

រូបភារទី្២០ 
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រូបភារទី្២២ 

ដូចលនះ    រំណ្ ំ កន ងនន S  រ ឺ ( ) ( ) 2 2 2| 1,Int S x y x y= +  ។ 
 
 លកខណ្ៈ ស្បជ ំ និង ស្បររវ 

 លរមាន ( ),E  ជាលំហតូប៉ាូមួយ។ , ,

o
o o

A B E A B A B   =   និង 
o

o o

A B A B     
 លបី A B  លនាះ 

o o

A B ។ 
 
ឧទាហរណ៍្ទ្១ី៧៖ ចូររស្មាយបញ្ា កថ់្ន ( ) ( ) ( )int int intA B A B =  ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន ( ) ( ) ( )int int intA B A B =   
លដីមបរីស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន ( ) ( ) ( )int int intA B A B =   លរស្តូវស្សាយាមរីរតំណាក់កាល៖ 
(ក). ស្សាយថ្ន ( ) ( ) ( )int int intA B A B    
 ស្រប់ ( )intx A B   មានវរ័រ ីណានន xរឺ V  ដដល ( )x V A B    
 លដាយ ( )V A B   លនាះលរបាន V A  និង V B  
 លឃញីថ្ន x V  នងិ V  រឺជារំណ្ ំ លបីក លនាះលរបាន ( )intx A  និង ( )intx B  
 ដូចលនះ   លរអចររលររបាន ( ) ( )int intx A B            (1) 
(ខ្). ស្សាយថ្ន ( ) ( ) ( )int int intA B A B    
 ស្រប់ ( ) ( )int intx A B   មានន័យថ្ន ( )intx A  និង ( )intx B  
 មានវរ័រ ីណានន x  រឺ  និង 2V  ដដល 1x V A   និង 2x V B   
 លដាយសារដត 1V  និង 2V  ជារំណ្ ំ លបីក លរបាន 1 2V V V=   ក៏ជារំណ្ ំ លបីក 
 លនាះលរទាញបានថ្ន x V A   និង x V B   
 ដូចលនះ   លរអចររលររបាន ( )intx A B                (2) 
ាម ( )1   និង ( )2  លយងីទាញបានថ្ន ( ) ( ) ( )int int intA B A B =   
ដូចលនះ     ( ) ( ) ( )int int intA B A B =    ស្តូវបានរស្មាយបញ្ា ក។់    

១.១.៨. េណំុំស្រពំថ្េន 
  

និយមន័យ៧៖ រំណ្ ំ ស្រំដដន 
 លរមាន ( ),E  ជាលំហតូប៉ាូមួយ និង A E ។ 

លរលៅរំណ្ ំ ស្រំដដននន A  ដដលាងលដាយ ( )Fr A   

ឬ ( )A  រឺរំណ្ ំ  \
o

A A
 
 
 

។ 

 
ឧទាហរណ៍្ទ្១ី៨៖ លរឱ្យ S  រឺជារំណ្ ំ រងននរំណ្ ំ ចំននួរិត  ដដលកំណ្ត់លដាយ 

1V
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 | 5 5S x x−=    ។  រករំណ្ ំ ស្រំដដន ននរំណ្ ំ  S ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

រករំណ្ ំ ស្រំដដន ននរំណ្ ំ  S  
លយងីមាន  | 5 5S x x−=      ឬអចររលររ ( )5,5S = −  លរបាន ( )5,5

o

S = −  
              | 5 5S x x−=       ឬអចររលររ  5,5S = −  
លយងីដឹងថ្ន  ( )Fr \

o

S S S=  
  ( )  Fr 5,5S = −  

 
ដូចលនះ      រំណ្ ំ ស្រំដដននន  | 5 5S x x−=     រឺ ( )  Fr 5,5S = − ។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្១ី៩៖ លៅកន ងលំហវ ចិទ្័រណ្មលម លរមាន ប៊ាូលលបីក ( ),B x r  លនាះអត់លដរ ៉ាង់ របរ់វារឺ 
ជាប៊ាូលបិទ្ ( ),fB x r  លហយីលរបាន រំណ្ ំ ស្រំដដនរបរ់ ( ),B x r  និង ( ),fB x r  រជឺាដរវ៊ារ ( ),S x r ។ 

 
ឧទាហរណ៍្១៩៖ លរមាន ( ),E  ជាលំហតូប៉ាូមួយ។ 

1. បរហ ញថ្នស្រប់ A E  លរបាន \ \

o

E A E A=  ។ 
2. បរហ ញថ្នស្រប់ A E  លរបាន ( ) ( )Fr Fr \A E A=  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

1. បរហ ញថ្នស្រប់ A E  លរបាន \ \

o

E A E A=  
  ចំល ះស្រប់ ( ), \ ,x E x E A x A V v x V A        =  
      ( ), \V v x V E A    
      ( ) ( )\E A v x   

      \

o

x E A   
  លរលឃញីថ្ន \ \

o

x E A x E A    

រូបភារទី្២៣ 
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  ដូចលនះ     A E    លរបាន  \ \

o

E A E A=  
2. បរហ ញថ្នស្រប់ A E  លរបាន ( ) ( )Fr Fr \A E A=  

     លរមាន ស្រប់ ( ),Fr \ \ \

o

A E E A E A E A = =  

           ( ) ( )Fr \ \ \ \
o

E A E A E A
 

=  
 

 

           ( )Fr \ \
o

E A A A=  
  ដូចលនះ    ស្រប់ A E  លរបាន ( ) ( )Fr Fr \A E A=      ។ 

១.១.៩. អ្នុគមន ៍  
  ផលរ ណ្លដកាត

1 2 3 ... nX X X X    ននរំណ្ ំ
1 2, ,..., nX X X រឺជារំណ្ ំ លំដាប់ 

ទាងំអរ់មានnធាត ( )1 2, ,..., nx x x ដដល , 1,2,...,i ix X i n = កំណ្ត់លដាយ៖ 
     :f X Y→  
 មានន័យថ្ន f ជាអន រមន ៍(ឬអន វតតន៍)រីរំណ្ ំ X លៅរំណ្ ំ Y លនាះ f កំណ្ត់លៅ x X  

នីមួយៗធាត  ( )f x Y ។ លបី A X និងB Y ជារូបភារនន A  និងជារូបភារស្ចារ់ 
ននB លរៀងោន ។ 

      
( ) ( ) 

( ) ( ) 1

: ,

:

f A f x x A

f B x f x B−

= 

= 
 

 លបី :X   ជាស្រួសារនីមួយៗននរំណ្ ំ រង X លនាះ 

      ( )f X f X 

  

 
= 

 
 

 និង     ( )f X f X 

  

 
= 

 
 

 ដូចោន ផងដដរលបី :Y   ជាស្រួសារនីមួយៗននរំណ្ ំ រង X លនាះ 

      ( )1 1f Y f Y 

 

− −

 

 
= 

 
 

 និង     ( )1 1f Y f Y 

 

− −

 

 
= 

 
 

 លបី 1Y និង 2Y ជារំណ្ ំ រងននY  លនាះលរបាន៖ ( ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 2\ \f Y Y f Y f Y− − −=  
 ជាច ងបញ្ចប់ លបី :f X Y→ និង :g Y Z→ បណាត ក់ននអន រមន៍ :g f X Z→ កំណ្ត ់

លដាយ ( )( ) ( )( )g f x g f x= ។ 
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១.២.លហំទមស្រទិក 
 ១.២.១.នយិមន័យ   

លរមានរំណ្ ំ E មិនទ្លទ្មួយនិងអន រមន៍ d រី E E លៅកន ង +
ដដលកំណ្ត់លដាយ៖

  
     ( ) ( ), ,x y d x y   

 លរថ្នd ជាអន រមន៍ចមាា យ(Distance)ឬជាអន រមនល៍មស្ទ្ិច (Metric) កាលណាវាលផេៀងផ្លេ ត់ 
លកខខ្ណ្ឌ  ទាងំបីខាងលស្កាម៖ 

   ( )1 , , , 0M x y E d x y x y  =  =  

 
  ( ) ( )2 , , , ,M x y E d x y d y x  =  (រ ីលមស្ទ្ី) 

 
   ( ) ( ) ( )3 , , , , , ,M x y z E d x z d x y d y z   +  (វរិមភារស្តីលកាណ្) 

 
លំដាប់រូ ( ),E d លៅថ្ន លំហលមស្ទ្ិក។ 

 ឧទាហរណ៍្២០៖ លលី អន រមន៍ធ្មមាកណំ្ត់លដាយ៖ ( ),d x y x y= − ។ បរហ ញថ្នវាជា 
លំហលមស្ទ្ិកលលី ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
❖ លលី  

:d E E + →

រូបភារទី្២៦ 

រូបភារទី្២៥ 

រូបភារទី្២៤ 

file:///D:/Book%20Maths/Book%2012+4%20in%202022&amp;2023/Generanl%20Analysis%203&amp;4/General%20Analysis%203%20.docx%23_Toc529558709


 17      

 
  លដាយ ( ),d x y x y= − លរបាន៖ 

   
  ( )1 , , , 0 0

0

M x y E d x y x y

x y

x y

  =  − =

 − =

 =

 

     ( ) ( )2 , , , ,M x y E d x y x y y x d y x  = − = − =   
     ( )3 , , , ,M x y z E d x z x z x y y z x y y z  = − = − + −  − + −  
   ( ) ( ) ( ), , ,d x z d x y d y z  +  

❖ លលី 2អន រមនច៍មាា យធ្មមាកំណ្ត់លដាយ៖

( ) ( ) ( )
2 22

1 1 2 2, , ,x y d x y x y x y  = − + − ដដល ( ) ( )1 2 1 2, , ,x x x y y y= =   

  
❖ លលី nអន រមនច៍មាា យធ្មមាកំណ្ត់លដាយ៖ 

( ) ( )1 2 1 2, ,..., , , ,..., n

n nx x x x y y y y = =  លរបាន៖ 

( ) ( )
2

1

,
n

i i

i

d x y x y
=

= − (ចមាា យអឺរលតី)។ 

ឧទាហរណ៍្២១៖ លរមានរំណ្ ំ មិនទ្លទ្ X មួយ និងអន រមន៍d កំណ្ត់លលី X លដាយ៖ 

( )
1

, , ,
0

x y
x y X d x y

x y

 
  = 

=

ebI

ebI
។ បរហ ញថ្នd ជាចមាា យមួយលលី X ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីមាន៖ 

រូបភារទ្ី២៨ 

រូបភារទ្ី២៧ 
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    ( )1 , , , 0M x y E d x y x y  =  =  
    ( ) ( )2 , , , , 0M x y E d x y d y x  = =  លបី x y=   
       ( ) ( ), , 1d x y d y x= = លបី x y   
   3 , ,M x y z X  លរបាន៖ 

❖ លបី x y z= = លរបាន ( ) ( ) ( ), , ,d x z d x y d y z +  
❖ លបី , ,x y zមានរីរចំណ្ ចស្តួតោន រ ីោន លនាះ 

( ) ( ) ( ), , 1 ,d x y d y z d x z+    
❖ លបី , ,x y zមានបីចំណ្ ចលផសងោន លនាះ 

( ) ( ) ( ), , 2 1 ,d x y d y z d x z+   =  
ដូចលនះ dជាចមាា យលលី X ដដលលៅថ្នចមាា យរយ(Trivial distance)។ 

ឧទាហរណ៍្២២៖ លលីស្រួសារអន រនជ៍ាប់  ( )0,1C លលីចលនាល ះ 0,1 លរកំណ្ត់អន រមន៍មួយលដាយ៖ 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

, 0,1 , ,f g d f g f x g x dx  = −C ។ បរហ ញថ្នd  ជាចមាា យលលី  ( )0,1C ។ 

 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន  ( ), , 0,1f g h C លរបាន៖ 

  ( ) ( ) ( )

( ) ( )  

( ) ( )  

( ) ( )  

1

1
0

, 0 0

0, 0,1

0, 0,1

, 0,1

M d f g f x g x dx

f x g x x

f x g x x

f x g x x

=  − =

 − =  

 − =  

 =  



 

         f g = លលី 0,1 លផេៀងផ្លេ ត់ 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2
0 0

, ,M d f g f x g x dx g x f x dx d g f= − = − =   

រូបភារទ្ី២៩ 
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  ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

3
0

1 1

0 0

,M d f h f x h x dx

f x g x g x h x dx f x g x g x h x dx

= −

 = − + −  − + −        



 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0
,d f h f x g x dx g x h x dx  − + −   

( ) ( ) ( ), , ,d f h d f g d g h  + លផេៀងផ្លេ ត់ 
ដូលចនះ dថ្នជាចមាា យលលី  ( )0,1C ។ 

ឧទាហរណ៍្២៣៖ លលី  ( )0,1C លរកំណ្ត់អន រមន៍d លដាយ  ( ), 0,1 ,f g C  
( )

 
( ) ( )

0,1

,
x

d f g Sup f x g x


= − ។ បរហ ញថ្នdថ្នជាចមាា យលលី  ( )0,1C ។ 

 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន  ( ), , 0,1f g h C លរបាន៖ 
  ( )

 
( ) ( )1

0,1

, 0 0
x

M d f g Sup f x g x


=  − =  

    ( ) ( )  0 0,1f x g x − = elI   

         
( ) ( )  

 

0 0,1

0,1

f x g x

f g

 − =

 =

elI

elI
 

 2M លបី ( )
 

( ) ( )
 

( ) ( ) ( )
0,1 0,1

, ,
x x

d f g Sup f x g x Sup g x f x d g f
 

= − = − =  

  ( ) ( )
 

( ) ( )
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )  

3
0,1 0,1

, ,

, 0,1

x x

M d f g d g h Sup f x g x Sup g x h x

f x g x g x h x x

 

+ = − + −

 − + −  

 

( ) ( ) ( ) ( )  , , , 0,1d f g d g h f x h x x +  −     
( ) ( )

 
( ) ( )

0,1

, ,
x

d f g d g h Sup f x h x


 +  − លស្ ះ 

រូបភារទ្ី៣០ 
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( ) ( ), ,d f g d g h+ រឺជាលោលលលីមួយននរំណ្ ំ ( ) ( )   , 0,1f x h x x−    
លហយី

 
( ) ( )

0,1x

Sup f x g x


− រឺជាធាត តូចបំផ តននលោលលលី 

( ) ( ) ( ), , ,d f g d g h d f h +   
ដូលចនះ dថ្នជាចមាា យលលី  ( )0,1C ។ 

១.៣.លមីតី និងភាពារ់ 
១.៣.១. លមីីតកៃងុ ស្រតង់មួយនណុំន 
 និយមន័យទ្៨ី៖ អន រមន៍ f មានលីមីត l  ដដល ( )l  កាលណា x  ខ្ិតជិត a  
ល ះស្ាដត៖ 0, 0r     ដដល  ,x a r a r − +  លនាះ ( )  ,f x ll  − +  ឬ  

0, 0r    ដដល ( ),x B a r  លនាះ ( ) ( ),f x B l  ។ លរកំណ្ត់ររលររលដាយ 
( )lim

x a
f x l

→
= ។ 

 

      
ឧទាហរណ៍្ទ្២ី៤ ៖ លដាយលស្បីនិយមន័យទ្ី៨ ចូររស្មាយបញ្ា កថ់្ន ( )2

3
lim 5 14
x

x
→

+ = ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន ( )2

3
lim 5 14
x

x
→

+ =  
លរបាន 3, 14a l= =  និង ( ) 2 5f x x= +   
លីមីតលនះរតិល ះស្ាដត 0, 0r     
លរអចរកបាន ( ),x B a r  លនាះ ( ) ( ),f x B l    
      ឬ ( )3,x B r  លនាះ ( ) ( )2 5 14,x B +      

រូបភារទី្៣១ 
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រូបភារទី្៣២ 

ឧបមាថ្ន ( )2

3
lim 5 14
x

x
→

+ =   រិត 
លរមាន ( ) ( )2 5 14,x B +   
  ( )2 5 14x + −   
   
  3 3xx  +−    
លស្ជីរលររីវរ័រ ីណា មួយនន 3a =  រឺ ( )  | 2 43v x x=     
លរបាន 2 4x   ឬ 5 3 7x +   នាឱំ្យ 3 7x +   
នាឱំ្យ 33 7 3x xx  +− −   

  3
7

x


−   យក 0
7

r


=   

លរបាន 3x r−    នាឱំ្យ ( )3,x B r  

ាមរស្មាយខាងលលីលឃញីថ្ន 0, 0
7

r


   =   ដដល ( )3,x B r  លនាះ ( ) ( )2 5 14,x B −   

ដូចលនះ    ( )2

3
lim 5 14
x

x
→

+ = ស្តូវបានរស្មាយបញ្ា ក់។ 
 និយមន័យទ្ី៩ 

0 , 0B r     ដដល    , \x a r a r a − +  លនាះ 
( )f x B  ។ 

លរអចររលររ ( )lim
x a

f x
→

= +  ។ 
 
 

១.៣.២. លមីីតខិតជតិអ្ននត 
 និយមន័យទ្ី១០ 

( ) , 0 ,A x A     លនាះ ( )  ,f x l l  + −  ឬ ( ) ( ),f x B l   ។  

 
លរអចររលររ ( )lim

x
f x l

→
=  ។  

2 9x − 

រូបភារទី្៣៣ 
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ឧទាហរណ៍្ទ្២ី៥៖ បរហ ញថ្ន 
2

2

3
lim 1

1x

x

x→+

+
=

+
 លដាយលស្បីនិយមន័យទ្ី២។ 

ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន 
2

2

3
lim 1

1x

x

x→+

+
=

+
 លនាះ ( )

2

2

3
, 1

1

x
f x l

x

+
= =

+
 

លីមីតលនះរតិល ះស្ាដត ( )  0, 0, , ,A x A f x l l        − +  

ឧបមាថ្នលីមីតលនះរិត  
2

2

3
1 ,1

1

x

x
 

+
 − +

+
 

 
2

2

3
1 1

1

x

x
 

+
−   +

+
 

 
2

2

3
1

1

x

x
 

+
−  − 

+
 

 
2

2

3
1

1

x

x


+
− 

+
 

 
2 2

2

3 1

1

x x

x


+ − −


+
 

 
2

2

1x


+
 ដត 

2 2

2 2

1x x


+
 

លយងីនឹងរកឱ្យបាន 2

2

x
  ឬ 

2

2

x
  ឬ 2 2

x


  ឬ 2
x


  

 យក 2
A


=  លដាយ  ជាចំនួនតូចដតធ្ំជាងរូនយ 2

A


=  ជាចនំួនដដលធ្ំ 

មានន័យថ្ន ( )  0, 0, , 1 ,1A x A f x        − +  ដដល 2
A


=  

ដូចលនះ       
2

2

3
lim 1

1x

x

x→+

+
=

+
  រិត។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្២ី៦៖ បរហ ញថ្ន 3 5
lim 3

3x

x

x→+

+
=

+
 លដាយលស្បីនិយមន័យទ្ី២។ 

ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន 3 5
lim 3

3x

x

x→+

+
=

+
 លនាះ ( )

3 5

3

x
f x

x

+
=

+
 និង 3l =  

លីមីតលនះរតិល ះស្ាដត ( ) ( )0, 0, , ,A x A f x B l        

ឧបមាថ្នលីមីតលនះរិត លរបាន ( )
3 5

3,
3

x
B

x


+


+
 

  3 5
3

3

x

x


+
− 

+
 

  4

3x


−


+
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  3 1

4

x



+
  

  4
3x


+   លរល x →+ លនាះ 3 3x x+ = +  

លរបាន 4
3x


+     ឬ  4

3x


 −   យក 4
3A


= −  

លដាយ   ជាចំនួនដដលតូចបំផ ត ដតធ្ំជាងរូនយ លនាះ 4
3A


= −  ជាចំនួនធ្ ំ

មានន័យថ្ន ( ) ( )0, 0, , 3,A x A f x B        ដដល 4
3A


= −  

ដូចលនះ    3 5
lim 3

3x

x

x→+

+
=

+
  រិត។ 

១.៤. លមីតីកៃងុលហំតូរ ូ 
១.៤.១ លមីីតច្នអ្នគុមន៍មួយស្រតង់នំណុនមួយ 
និយមន័យ១១ [លីមីតននអន រមន៍មួយស្តង់ចំណ្ ចមយួ] 
លរមាន ( ),E T  និង ( ), 'F T  ជាលំហតូប៉ាូរីរ។  
លរមាន :f E F→  ជាអន រមន៍មួយ និង លរមាន a E  និង l F  ។  
លរឧបមាថ្ន ( )f x  ខ្ិតលៅរក l  កាលណា x  ខ្តិលៅរក a  និង លរកំណ្ត់ាងលដាយ   

( )lim
x a

f x l
→

=  ល ះស្ាដតស្រប់ ( )V l  មាន ( ) ( ),u a f u V    ។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្២ី៧ ៖ បរហ ញថ្ន ( )

2
lim 2 1 3
x

x
→

− =  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន ( )
2

lim 2 1 3
x

x
→

− =  
0  លយងីរកចំនួន 0  ដដល ( )0 2 2 1 3x x  −  → − −   ។ 

លយងីមាន ( )2 1 3 2 4 2 2x x x− − = − = −  ។ លដីមបឱី្យ ( )2 1 3x − −   លយងីចាបំាច់ស្តូវឱ្យ
2

2
x


−  លនាះបរហ ញថ្នលយងីអច 

លស្ជីរលររី 
2


 =  ។ 

ដូចលនះ  ( )
2

lim 2 1 3
x

x
→

− =  ។ 
 
 

 
 
 
 
 រូបភារទី្៣៤ 
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 និយមន័យ១២ 
លរមានលំហតូប៉ាូរីរ ( ),E T  និង ( ), 'F T ។  

លរមាន :f E F→  ជាអន រមន៍មួយ និង លរមាន a E  និង l F  ។  
លរឧបមាថ្ន f  កំណ្ត់លលី A E  និង a A  ។ 
លរថ្ន ( )f x  ខ្ិតលៅរក l  កាលណា x  ខ្ិតលៅរក  លដាយរេិតលៅកន ង A  នងិ លរកណំ្តា់ង
លដាយ  ( )lim

x a
x A

f x l
→


=  ល ះស្ាដត  ( ) ( ) ( ), ,V l u x a f u A V       ។ 

 លកខណ្ៈ  
លរមានលំហតូប៉ាូរីរ ( ),E T  និង ( ), 'F T ។  
លរមាន :f E F→  ជាអន រមន៍មួយ ។  

( ), , lim
x a

a E l F f x l
→

    =  ល ះស្ាដត ( ) ( ) ( )1,V l f V a −    ។ 
រមាា ល់ ៖ ( ) ( ) 1 ,f V x E f x V− =    ។( 1f −  ជាអន វតតនស៍្ចារនន f )។ 

១.៥. ភាពារ់ច្នអ្នុគមន ៍
 និយមន័យ១៣ 

( )f x  ជាអន រមន៍ស្តង់ x a=  កាលណា ៖  
( ) ( )lim

x a
f x f a

→
=  ឬ  

( ) ( ) ( )lim lim
x a x a

f x f x f a
− +→ →

= =  ។ 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

ឧទាហរណ៍្ទ្២ី៨ ៖ លរមានអន រមន៍ f  ដដល ( )

2 4 3
, 1

1

2 , 1

x x
x

f x x

x

 − +


= −
− =

។ 

បរហ ញថ្នអន រមន៍ f  ជាប់ស្តង់ 1x =  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លដីមបឱី្យអន រមន៍ f ជាប់ស្តង់ 1x = ល ះស្ាដត ( ) ( )
1

lim 1
x

f x f
→

=  

a

រូបភារទី្៣៥ 
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លរបាន ( )1 2f = −   

( )

( )( )

( )

2

1 1

1

4 3
lim lim

1

3 1
lim

1

x x

x

x x
f x

x

x x

x

→ →

→

− +
=

−

− −
=

−

 

( )
1

lim 3

2

x
x

→
= −

= −
.  

លរបាន ( ) ( )
1

lim 1 2
x

f x f
→

= = −   
ដូចលនះ   ( )f x  ជាប់ស្តង់ 1x = ។ 

ឧទាហរណ៍្២៩ ៖ លរលអយអន រមន ៍
2

2

1
, 1

( ) 1

3 , 1

x
x

f x x

x x

 −
 −

= +
 −  −

   ។ 

លតីអន រមន៍ ( )f x  ជាប់ស្តង់ 1x = − ដដរឬលទ្? 
ដំលណាះស្សាយ 

លដីមបលីអយអន រមន៍ ( )f x  ជាប់ស្តង់ 1x = − ល ះស្ាដត  
2( 1) ( 1) 3 1 3 2f − = − − = − = −  កំណ្ត ់

2

1 1

1

1

2 2

1 1

1
lim ( ) lim

1

( 1)( 1)
lim

1

lim ( 1) 1 1 2

lim ( ) lim ( 3) ( 1) 3 1 3 2

x x

x

x

x x

x
f x

x

x x

x

x

f x x

− −

−

−

+ +

→− →−

→−

→−

→− →−

−
=

+

− +
=

+

= − = − − = −

= − = − − = − = −

 

លដាយ
1 1

lim ( ) lim ( ) 2
x x

f x f x
− +→− →−

= = −  
ដូចលនះ   អន រមន៍ ( )f x  ជាប់ស្តង់    

ឧទាហរណ៍្៣០៖ លរមានអន រមន៍ f កំណ្ត់លដាយ ( )
sin 2024

, 0

2024 , 0

x
x

f x x

x




= 
 =

។ 

លតីអន រមន៍ f ជាប់ស្តង់ 0x = ដដរឬលទ្? 
ដំលណាះស្សាយ 

កំណ្ត់តនមល Aលដីមបឱី្យអន រមន៍ f ជាប់ស្តង់ 0x =  
លដីមបឱី្យអន រមន៍ f ជាប់ស្តង់ 0x = ល ះស្ាដត ( ) ( )

0
lim 0
x

f x f
→

=  
លរបាន ( )0 2024f =  

0 0

sin 2024 sin 2024
lim lim 2024 2024

2024x x

x x

x x→ →

   
=  =   

   
 

លដាយ ( ) ( )
0

lim 0 2024
x

f x f
→

= =  

1x = −
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រូបភារទី្៣៦ 

រូបភារទី្៣៧ 

ដូចលនះ   អន រមន៍ ( )f x ជាបស់្តង់ 0x =  

ឧទាហរណ៍្៣១៖ លរមាន ( )

2 4
, 2

2

4 , 2

x
x

f x x

x

 −


= −
 =

។ បរហ ញថ្ន f ជាអន រមន៍ជាប់ស្តង់ 

2x = ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 បរហ ញថ្ន f ជាអន រមន៍ជាបស់្តង់ 2x =  
 លដីមបឱី្យអន រមន៍ f ជាប់ស្តង់ 2x = ល ះស្ាដត ( ) ( )

2
lim 2
x

f x f
→

=  
 លរបាន ( )2 4f =  

  ( )
( )( )

( )
2

2 2 2 2

2 24
lim lim lim lim 2 2 2 4

2 2x x x x

x xx
f x x

x x→ → → →

− +−
= = = + = + =

− −
 

 លដាយ ( ) ( )
2

lim 2 4
x

f x f
→

= =  
ដូចលនះ   អន រមន៍ ( )f x ជាបស់្តង់ 2x = ស្តូវបានបរហ ញ 

១.៦. ភាពមានទេរទីវស្រតង់នណុំន a  មយួ 
 លរមានអន រមន៍ :f →  
                               ( )y f x   
 មានស្កាបតំណាងដូចរូបខាងលលី។ 
 • អស្ាបដស្មបស្មួល  

( ) ( )f x f ay

x x a

−
=

 −
 

 • លមរ ណ្ស្បាប់ទ្ិរននបនាេ ត់ ( )AM   
រឺ M A

M A

y y

x x

−

−
 

• លបី x a→  លនាះ 

 ( ) ( )f x f a

x a

−
→  

−
 កណំ្ត់ររលររ 

លដាយ ( ) ( )
( )lim

x a

f x f a

x a→

−
=  

−
 

ដដល  លៅថ្នចំនួនលដរលីវនន f  ស្តង់ a  
ដដលកំណ្តា់ងលដាយ ( )'f a ។ 

 • លបី ( ) ( ),x h y f a h f a =  = + −  
លរបាន 

( ) ( )
( )

0
lim

f a h f a

h→

+ −
= =     
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លរថ្ន f មានលដរលីវស្តង់ a ដដល លៅថ្នចំនួនលដរលីវនន f ស្តង់ a  ដដលកំណ្តា់ងលដាយ ( )'f a  
រមីការបនាេ ត់ប៉ាះលៅនឹង fC ស្តង់ចំណ្ ច A ដដលមានអប់រ ីរ a   

      ( )( ) ( ) ( )'y f a x a f a f x= − + =    ដដល ( )f x  រឺជាតនមលស្បដហលរបរ់អន រមន ៍ f  
 ទេរទីវស្រតង់នំណុន aមួយ 
 ករណី្៖ អន រមន ៍ :f →  

                                     ( )x f x   

លនាះលដរលីវនន f ស្តង់ចំណ្ ច aកំណ្ត់លដាយ  
  ដដល l  លៅថ្នចំនួនលដរលីវនន f ស្តង់ a  
 ករណី្ : អន រមន ៍ 2:f →  

         ( ) ( ), ,x y f x y     
• លដរលីវលដាយដផនកនន f លធ្ៀបអលថ្រ x ស្តង់ ( ),a b កំណ្ត់លដាយ 

( )
( ) ( )

0

, ,
, lim

h

f a h b f a b
f a b

x h→

+ −
=


 

• លដរលីវលដាយដផនកនន f លធ្ៀបអលថ្រ y ស្តង់ ( ),a b កំណ្ត់លដាយ 

( )
( ) ( )

0

, ,
, lim

h

f a h b f a b
f a b

y h→

+ −
=


 

 ករណី្ : អន រមន ៍ 3:f →                 
      ( ) ( ), , , ,x y z f x y z  

• លដរលីវលដាយដផនកនន f លធ្ៀបអលថ្រ x ស្តង់ ( ), ,a b c  

    កំណ្ត់លដាយ ( )
( ) ( )

0

, , , ,
, , lim

h

f a h b c f a b c
f a b c

x h→

+ −
=


 

• លដរលីវលដាយដផនកនន f លធ្ៀបអលថ្រ y ស្តង់ ( ), ,a b c  

    កំណ្ត់លដាយ ( )
( ) ( )

0

, , ,
, , lim

h

f a b h c f a b
f a b c

y h→

+ −
=


 

• លដរលីវលដាយដផនកនន f លធ្ៀបអលថ្រ z ស្តង់ ( ), ,a b c  

កំណ្ត់លដាយ ( )
( ) ( )

0

, , ,
, , lim

h

f a b c h f a b
f a b c

z h→

+ −
=


 

 ករណី្៖ អន រមន ៍ : nf →  
                               ( ) ( )i ix f x   ដដល ( )1 2, ,...,i nx x x x=  និង ( ) ( )1 2, ,...,i nf x f x x x=  

លដរលីវលដាយដផនកនន f លធ្ៀប ix  កំណ្ត់លដាយ3 
( ) ( )1 2 1 1 1 2 1 1

0

, ,..., , , ,..., , ,..., , , ,...,
lim i i i n i i i n

h
i

f x x x x h x x f x x x x x xf

x h

− + − +

→

+ +
=


 

ឧទាហរណ៍្ទ្៣ី២៖ រណ្នាលដរលីវននអន រមន៍ :f →  ដដល ( ) 2 3f x x= + ស្តង់ 2x = ាម 

 
3 Vector Calculus, 4th edition by Susan Jane Colley 

( )
( ) ( )

( )
0

lim
h

f a h f a
f a l l

h→

+ −
 = =  
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និយមន័យ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លដរលីវនន f ស្តង់ចំណ្ ច a  កណំ្ត់លដាយ ( )
( ) ( )

0
lim
h

f a h f a
f a

h→

+ −
 =  

លរបាន  ( )
( ) ( )

0

2 2
2 lim

h

f h f
f

h→

+ −
 =  

     ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0 0

2 3 2 3 2 2 3 3
lim lim
h h

h h

h h→ →

 + + − + + − + − = =  

     ( )( ) ( )
( )

0 0 0

2 2 2 2 4
lim lim lim 4 4
h h h

h h h h
h

h h→ → →

+ − + + +
= = = + =  

ដូចលនះ       លដរលីវនន f ស្តង់ 2x =  រ ឺ ( )2 4f  = ។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្៣ី៣៖ រណ្នាលដរលីវលដាយដផនកននអន រមន ៍ 2:f  ដដល ( ) 2 2,f x y x y= +  
ស្តង់ ( )2,5  លដាយលស្បីនិយមន័យ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន អន រមន៍ 2:f  ដដល ( ) 2 2,f x y x y= +  និងចំណ្ ច ( )2,5  

ាមនិយមនយ័ ( )
( ) ( )

0

, ,
, lim

h

f a h b f a bf
a b

x h→

+ −
=


 

លរបាន ( )
( ) ( )

0

2 ,5 2,5
2,5 lim

h

f h ff

x h→

+ −
=


 

   ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

2 5 2 5 2 2 5 5
lim lim
h h

h h

h h→ →

 + + − + + − + − = =  

   ( )( ) ( )
( )

0 0 0

2 2 2 2 4
lim lim lim 4 4
h h h

h h h h
h

h h→ → →

+ − + + +
= = = + =  

ាមនិយមនយ័ ( )
( ) ( )

0

, ,
, lim

h

f a b h f a bf
a b

y h→

+ −
=


 

លរបាន ( )
( ) ( )

0

2,5 2,5
2,5 lim

h

f h ff

y h→

+ −
=


 

    ( ) ( ) ( )
22 2 2 22 2 2

0 0

2 5 2 5 2 2 5 5
lim lim
h h

h h

h h→ →

 + + − + − + + − = =  

   ( )( ) ( )
( )

0 0 0

5 5 5 5 10
lim lim lim 10 10
h h h

h h h h
h

h h→ → →

+ − + + +
= = = + =  

ដូចលនះ      លដរលីវលដាយដផនកនន f ស្តង់ ( )2,5  រ ឺ ( ) ( )2,5 4, 2,5 10
f f

x y

 
= =

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្៣ី៤៖ រណ្នាលដរលីវលដាយដផនកននអន រមន៍ 3:f  ដដល ( ), 2 3f x y x y z= + +   
ស្តង់ ( )0,1, 2  លដាយលស្បីនិយមន័យ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
រណ្នាលដរលីវលដាយដផនកននអន រមន ៍ f ស្តង់ ( )0,1, 2  
លយងីមាន 3:f  ដដល ( ), 2 3f x y x y z= + +  , ចំណ្ ច ( )0,1, 2  
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ាមនិយមនយ័ ( )
( ) ( )

0

, , , ,
, , lim

h

f a h b c f a b cf
a b c

x h→

+ −
=


 

លរបាន ( )
( ) ( )

0

0 ,1,2 0,1,2
0,1,2 lim

h

f h ff

x h→

+ −
=


 

   ( ) ( )
0

2 0 3 2 0 3 2
lim
h

h

h→

+ + + − + +  =  

   
0 0 0

2 3 2 3 2 2
lim lim lim 2 2
h h h

h h

h h→ → →

+ + − −
= = = =  

ាមនិយមនយ័ ( )
( ) ( )

0

, , , ,
, , lim

h

f a b h c f a b cf
a b c

y h→

+ −
=


 

លរបាន ( )
( ) ( )

0

0,1 ,2 0,1,2
0,1,2 lim

h

f h ff

y h→

+ −
=


 

  ( ) ( )
0 0

0 3 1 2 0 3 2 3 3 2 3 2
lim lim
h h

h h

h h→ →

+ + + − + +  + + − − = =  

  
0 0

3
lim lim3 3
h h

h

h→ →
= = =  

ាមនិយមនយ័ ( )
( ) ( )

0

, , , ,
, , lim

h

f a b c h f a b cf
a b c

z h→

+ −
=


 

លរបាន ( )
( ) ( )

0

0,1,2 0,1,2
0,1,2 lim

h

f h ff

z h→

+ −
=


 

   

  
0 0

lim lim1 1
h h

h

h→ →
= = =  

ដូចលនះ     លដរលីវលដាយដផនកនន f ស្តង់ ( )0,1, 2  រ ឺ ( ) ( ) ( )0,1,2 2, 0,1,2 3, 0,1,2 1
f f f

x z z

  
= = =

  
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្៣ី៤៖ រណ្នាលដរលីវលដាយដផនក f

x




 និង f

y




 ននអន រមន៍ 2:f →  ដដល  

( ) 2 2,f x y xy x y= +  លដាយលស្បីនិយមន័យ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

រណ្នាលដរលីវលដាយដផនក f

x




 និង f

y




 ននអន រមន៍ ( ) 2 2,f x y xy x y= +  

ាមនិយមនយ័ : ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2

0

, ,...., , , ,...., , ,...., , , ,....,
lim i i i n i i i n

h
i

f x x x x h x x f x x x x x xf

x h

− + − +

→

+ −
=


 

លរបាន ( ) ( )
0

, ,
lim
h

f x h y f x yf

x h→

+ −
=


 

  ( ) ( ) ( )
22 2 2

0
lim
h

x h y x h y xy x y

h→

 + + + − +
 =  

  ( ) ( )
22 2 2

0
lim
h

x h y xy x h y x y

h→

+ − + + −
=  

  ( ) ( )( )2

0
lim
h

y x h x x h x x h x y

h h→

 + − + − + +
= + 

 
 

( ) ( )
0 0

0 3 2 0 3 2 3 2 3 2
lim lim
h h

h h

h h→ →

+ + + − + + + + − −
= =
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  ( )2

0

2
lim
h

h x h yhy

h h→

+ 
= + 

 
 

  ( )2 2

0
lim 2 2
h

y x h y y xy
→
 = + + = +   

និង ( ) ( )
0

, ,
lim
h

f x y h f x yf

y h→

+ −
=


 

  ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0
lim
h

x y h x y h xy x y

h→

 + + + − +
 =  

  ( ) ( )
2 2 2 2

0
lim
h

x y h xy x y h x y

h→

+ − + + −
=  

  ( )( ) ( )2

0
lim
h

x y h y y h y x y h y

h h→

 + − + + + −
= + 

 
 

  ( ) 2

0

2
lim
h

hx y h hx

h h→

+ 
= + 

 
 

  ( ) 2 2

0
lim 2 2
h

x y h x xy x
→
 = + + = +   

ដូចលនះ       លដរលីវលដាយដផនកនន ( ),f x y  រឺ   2 22 , 2
f f

y xy xy x
x y

 
= + = +

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្៣ី៥៖ រណ្នាលដរលីវលដាយដផនក f

x




 និង f

y




 ននអន រមន៍ 3:f →  

ដដល ( ) ( )2, cosf x y x y x y= + +  លដាយលស្បីនិយមន័យ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

រណ្នាលដរលីវលដាយដផនក f

x




 និង f

y




 ននអន រមន៍ ( ) ( )2, cosf x y x y x y= + +  

ាមនិយមនយ័ : ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2

0

, ,...., , , ,...., , ,...., , , ,....,
lim i i i n i i i n

h
i

f x x x x h x x f x x x x x xf

x h

− + − +

→

+ −
=


 

លរបាន ( ) ( )
0

, ,
lim
h

f x h y f x yf

x h→

+ −
=


 

              ( ) ( ) ( )
2 2

0

cos cos
lim
h

x h y x h y x y x y

h→

   + + + + − + +  =  

       ( ) ( ) ( )
2 2

0

cos cos
lim
h

x h y x y x h y x y

h→

+ − + + + − +
=  

       

( )( )

( )

0

0

2 2
2sin sin

2 2
lim

sin
2

lim 2 2sin
2

h

h

x y h h
y x h x x h x

h

h

h
x h y x y

h

→

→

 + +    
+ − + + −     

    =
 
  

  
      = + − + + 

  
  


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( ) ( )
1

2 2sin 2 sin
2

xy x y xy x y= − +  = − +  

និង ( ) ( )
0

, ,
lim
h

f x y h f x yf

y h→

+ −
=


 

  ( ) ( ) ( )2 2

0

cos cos
lim
h

x y h x y h x y x h

h→

   + + + + − + +   =  

  ( ) ( ) ( )2 2

0

cos cos
lim
h

x y h x y x y h x y

h→

+ − + + + − +
=  

  ( ) ( ) ( )2

0

cos cos
lim
h

x y h y x y h x y

h h→

 + − + + − +
= + 

 
 

  2 2

0 0

2 2
2sin sin sin

2 2 2
lim lim 2sin

2h h

x y h h h

h
x x x y

h h→ →

 + +        
                 = − = − + +  

    
      

 

  ( )2 sinx x y= − +  
ដូចលនះ       លដរលីវលដាយដផនកនន ( ),f x y  រឺ   ( ) ( )22 sin , sin

f f
xy x y x x y

x y

 
= − + = − +

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្៣ី៦៖ រណ្នាលដរលីវលដាយដផនក f

x




 និង f

y




 ននអន រមន៍ 2:f →  ដដល  

( )
2 2

, x yf x y e += លដាយលស្បីនិយមន័យ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

រណ្នាលដរលីវលដាយដផនក f

x




 និង f

y




 ននអន រមន៍ ( )

2 2

, x yf x y e +=  

ាមនិយមនយ័ : ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2

0

, ,...., , , ,...., , ,...., , , ,....,
lim i i i n i i i n

h
i

f x x x x h x x f x x x x x xf

x h

− + − +

→

+ −
=


 

លរបាន ( ) ( )
0

, ,
lim
h

f x h y f x yf

x h→

+ −
=


 

 

  

( )

( ) ( )

( )

( )

2 2 2 2

2 22 2 2 22 2 2 2

0

2 2

2 20 0

lim

1 1
lim lim

x h y x y

h

x h y x y x h xx y x y

h h

e e

h

e e e e x h x

h hx h x

+ + +

→

+ + − − + −+ +

→ →

−
=

   − − + −      = = 
+ −

 

  
( )

( )

( )( )
2 22 2

2 20

1
lim

x h xx y

h

e e x h x x h x

hx h x

+ −+

→

 − + − + +  = 
+ −

 

  
( ) ( )

( )

2 22 2

2 2

2 20

2 1
lim

2

x h xx y

h

x y

e x h e

x h x

xe

+ −+

→

+

 + −
  =

+ −

=
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និង ( ) ( )
0

, ,
lim
h

f x y h f x yf

y h→

+ −
=


 

  
( )

( ) ( )
2 22 2 2 22 2 2 2

22 2 2

0 0 0

1 1
lim lim lim

x y h x y y h yx y x y
x y h x y

h h h

e e e ee e

h h h

+ + − − + −+ +
+ + +

→ → →

   − −−       = = =  

  ( )( )
( )

( )

2 2
2 2

2 20

1
lim

y h y
x y

h

ee y h y y h y

h y h y

+ −
+

→

 −+ − + +   = 
+ −

 

  ( )

( )

( )

2 2

2 2 2 2

2 20

1
lim 2 2

y h y

x y x y

h

e
e y h ye

y h y

+ −

+ +

→

  −
   = +  = 

+ − 
 

 

ដូចលនះ     លដរលីវលដាយដផនកនន ( ),f x y  រឺ   2 2 2 2

2 , 2x y x yf f
xe ye

x y

+ + 
= =

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្៣ី៧៖ លរមាន ( ) 216 96f x x x= − +  និងមានចណំ្ ច ( )1,80P លៅលលីដខ្សលកាង 
 ក.រកលមរ ណ្ស្បាប់ទ្ិរននបនាេ ត់ប៉ាះស្កាបនន f ស្តង់ ( )1,80P ។ 
 ខ្.រករមីការបនាេ ត់ប៉ាះស្កាបនន f ស្តង់ ( )1,80P ។ 
 រ.រកលដរលីវទ្ី១ននអន រមន៍ f ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
ក. រកលមរ ណ្ស្បាប់ទ្ិរននបនាេ ត់ប៉ាះស្កាបនន f ស្តង់ ( )1,80P  

រូបមនត លមរ ណ្ស្បាប់ទ្ិរ ( ) ( )
tan lim

x a

f x f a
m

x a→

−
=

−
 

លរបាន  ( ) ( )
tan

1

1
lim

1x

f x f
m

x→

−
=

−
 

           ( )2

1

16 96 80
lim

1x

x x

x→

− + −
=

−
 

               ( )( )
1

16 5 1
lim

1x

x x

x→

− − −
=

−
 

                ( )
1

16lim 5
x

x
→

= − −  
                  ( )16 1 5= −  −  
           tan 64m =  

 ដូចលនះ   លមរ ណ្ស្បាប់ទ្រិននបនាេ ត់ប៉ាះស្កាបនន 
f ស្តង់ ( )1,80P រឺ tan 64m = ។ 
ខ្. រករមីការបនាេ ត់ប៉ាះស្កាបនន f ស្តង់ ( )1,80P  
រូបមនតរមីការបនាេ ត់ប៉ាះ៖ ( )tan 0 0y m x x y= − +  
លរបាន ( )64 1 80 64 16y x y x= − +  = + ស្កាបាងបនាេ ត់ប៉ាះស្កាបននអន រមន៍ f   
រ. រកលដរលីវទ្ី១ននអន រមន៍ f  

ាម ( )
( ) ( )

0
' lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
=  

រូបភារទី្៣៨ 

លមរ ណ្ស្បាប់ទិ្រនន
បនាេ ត់ស្តង់(1, 80)រឺ 
m tan=64 
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លរបាន  

                    

( )

( )

( )

2 2 2

0

0

0

16 2 96 96 16 96
lim

32 96 16
lim

lim 32 96 16

32 96

h

h

h

x xh h x h x x

h

h x h

h

x h

x

→

→

→

− + + + + + −
=

− + −
=

= − + −

= − +

 

ដូចលនះ     លដរលីវទ្ី១ននអន រមន៍ f រឺ ( )' 32 96f x x= − + ។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្៣ី៨៖ លរមាន ( ) , 0f x x x=  ។ 
        ក.ចូររណ្នា dy

dx
 ខ្.រករមីការបនាេ ត់ប៉ាះស្កាបនន f ស្តង់ ( )4,2  រចួរង់ស្កាបាងអន រមន៍។ 

ដំលណាះស្សាយ 
ក. រណ្នា dy

dx
 

 លយងីមាន ( ) , 0f x x x=   

 លយងីបាន  ( ) ( )
0

lim
h

f x h f hdy

dx h→

+ −
=  

      ( )( )
( )0 0

lim lim
h h

x h x x h xx h x

h h x h x→ →

+ − + ++ −
= =

+ +
 

    
0

1 1
lim

2h x h x x→
= =

+ +
  

ដូចលនះ 1

2

dy

dx x
= ។ 

ខ្. រករមីការបនាេ ត់ប៉ាះស្កាបនន f ស្តង់ ( )4,2  
រូបមនតរមីការបនាេ ត់ប៉ាះ  ( )tan 0 0y m x x y= − +  
• កំណ្ត់រកលមរ ណ្ស្បាប់ទ្រិននបនាេ ត់ប់ះ 

លដាយ ( )
0

tan 0'
x x

dy
m f x

dx =

= =  

លរបាន tan

4

1 1

42 4x

dy
m

dx =

= = =  

 លរបាន រមីការបនាេ ត់ប៉ាះរឺ ( )
1 1

4 2 1
4 4

y x x= − + = +  

ដូចលនះ រមកីារបនាេ ត់ប៉ាះស្កាបនន f ស្តង់ ( )4,2 រឺ 1
1

4
y x= + ។ 

រង់ស្កាបាងអន រមន ៍

( )
( ) ( ) ( )

2 2

0

16 96 16 96
lim
h

x h x h x x
f x

h→

− + + + − − +
 =
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រូបភារទ្ី៣៩ 

 
 

 
 
 
 
 
 
   
 
ឧទាហរណ៍្ទ្៣ី៩៖  លរមាន ( ) 2

1
, 0g t t

t
=  ។ ចូររណ្នា ( )'g t ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លរមាន ( ) 2

1
, 0g t t

t
=   

 លរបាន ( )
( ) ( )

0
' lim

h

g t h g t
g t

h→

+ −
=  

   
( )

( )

( ) ( )

22 2

2 2 22 2 20 0 0

1 1 1 1 1 2
lim lim lim
h h h

t t h ht h

h t h ht h t t h t t h→ → →

     − + − −
= − = =     

+ + +          

 

   
( )

2 320

2 2
lim
h

t h

tt t h→

 − −
= = − 

+  

 

ដូចលនះ ( ) 3

2
'g t

t
= − ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្៤ី០៖ លរឱ្យអន រមន៍ :f + +→  
                                    ( )x f x x=  
 

 
 
 
 
 
 

 
 

រូបភារទី្៣៩ 

រូបភារទី្៤០ 
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ក. ចូរឱ្យតនមលស្បដហលនន 4.1   ខ្. ចូរឱ្យតនមលស្បដហល 9.2  
រ. ចូរឱ្យតនមលស្បដហល 25.4   ឃ. ចូរឱ្យតនមលស្បដហល 36.5  

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមានអន រមន៍ :f + +→  
                 ( )x f x x= នាឱំ្យ ( )

1

2
f x

x
 =  

តនមលស្បដហលកំណ្ត់លដាយ ( ) ( )( ) ( )'f x f a x a f a= − +  
ក. ឱ្យតនមលស្បដហលនន 4.1   
 យក 4.1x =  និង 4a =  
 លរបាន ( ) ( )( ) ( )4.1 ' 4 4.1 4 4f f f= − +  
      ( ) ( )

1
4.1 0.1 4

2 4
f = +  

      ( )
1 1

4.1 2 0.025 2 2.025
4 10

f =  + = + =  
ដូចលនះ       តនមលស្បដហលនន 4.1 2.025។ 
ខ្. ឱ្យតនមលស្បដហល 9.2  
 យក 9.2x =   និង  9a =  
 លរបាន ( ) ( )( ) ( )9.2 ' 9 9.2 9 9f f f= − +  
  ( ) ( )

1
9.2 0.2 9

2 9
f = +  

  ( )
1 1

9.2 3 0.033 3 3.033
6 5

f =  + = + =  
ដូចលនះ តនមលស្បដហលនន 9.2 3.033។ 
រ. ចូរឱ្យតនមលស្បដហល 25.4  
 យក 0.4x =  និង 25a =   
 លរបាន ( ) ( )( ) ( )25.4 ' 25 25.4 0.4 25f f f= − +  

       ( ) ( )
1

25.4 0.4 25
2 25

f = +  

     ( ) ( )
1

25.4 0.4 5 0.04 5 5.04
2 5

f = + = + =


 

ដូចលនះ      តនមលស្បដហលនន 25.4 5.04។ 
ឃ. ចូរឱ្យតនមលស្បដហល 36.5  
 យក 36.5x = និង 36a =  
 លរបាន ( ) ( )( ) ( )36.5 36 36.5 36 36f f f= − +  

                ( ) ( )
1

36.5 0.5 36 0.041 6 6.041
2 36

f = + = + =  

ដូចលនះ         តនមលស្បដហល 36.5 6.041= ។ 
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ឧទាហរណ៍្ទ្៤ី១៖ រណ្នាតនមលស្បដហល sin 62oនិង cos33o។ 
ដំលណាះស្សាយ 

• ចំល ះ sin 62 s
0

3
in

9

1o 
=  ដដល ររវ រ់ម ំស្តូវរិតជា រ៉ាដយង ់

 ាង ( ) sinf x x=  នាឱំ្យ ( ) cosf x x =  
តនមលស្បដហលកំណ្ត់លដាយ ( ) ( )( ) ( )'f x f a x a f a= − +  
យក 31

90
x


=  និង 

3
a


=   

លរបាន 31 31
sin cos sin

90 3 90 3 3

     
− + 

 
 

          ( )
31 1 3

sin 0.035
90 2 2


+  

          31
sin 0.0175 0.866 0.8835

90


+  

ដូចលនះ   sin62 0.8835o ។ 
• ចំល ះ cos33 c

0

1
os

6

1o 
=  ដដល ររវ រ់ម ំស្តូវរិតជា រ៉ាដយង ់

 ាង ( ) cosf x x=  នាឱំ្យ ( ) sinf x x = −  
តនមលស្បដហលកំណ្ត់លដាយ ( ) ( )( ) ( )'f x f a x a f a= − +  
យក 

60

11
x


=  និង 

6
a


=   

លរបាន 11 11
cos sin cos

60 6 60 6 6

       
− − +   

   
 

          11
cos 0.026 0.866 0.84

60

 
− + 

 
 

ដូចលនះ        cos33 0.84o ។ 
១.៧. ភាពារ់ស្រតងន់ំណុន a មួយ 

លរមាន ( ),E T និង ( ), 'E T ជាលំហតូប៉ាូរីរ។ 

លរមានអន វតត :f E F→ និង 0x E ។ 

 
រូបភារទី្៤១ 
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លរថ្ន f ជាប់ស្តង់ 0x ល ះស្ាដត ( )( ) ( ) ( )1

0 0,V v f x f V v x−   ។ 

 
 

 
 

ឧទាហរណ៍្ទ្៤ី២៖ អន រមន៍ ( ) 2f x x= រីរំណ្ ំ លៅ ជាអន រមន៍ជាប់ ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីបរហ ញថ្ន f ជាអន រមន៍ជាប់ស្តង់ចណំ្ ច
0x មួយកន ង ។ 

 ចំល ះ 0  នាឱំ្យមាន ( ) ( )0 0 00, , 2x x f x f x x x     − = −   

លបី 0
2

x x


−  = ។ 

 ាមនិយមនយ័ លយងីបាន f ជាអន រមនជ៍ាប់ស្តង់
0x  ។ 

 ដូចលនះ f ជាអន រមន៍ជាប់លលី ។ 
ឧទាហរណ៍្ទ្៤ី៣ ៖ លរមាន :f →   
                                        2x x  
លតីរូបភារននចលនាល ះ ( )] 1,1[ ?f − =  

 
ដំលណាះស្សាយ 

( )] 1,1[ [0,1[f − = មិនដមនជារំណ្ ំ លបីក។ 

រូបភារទី្៤២ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ ៖  លរមាន ( ),E T និង ( ), 'E T ជាលំហតូប៉ាូរីរ។ 

លរមាន :f E F→  ជាអន វតតមួយ។ 

លរថ្ន f ជាអន រមន៍ជាប់ល ះស្ាដតរូបភារស្ចារននស្រប់រំណ្ ំ លបីករឺជារំណ្ ំ លបីក រឺ
មានន័យថ្ន ( )1',V T f V T−   ។ 

និយមន័យ១៤៖ [ភារជាប់] 

លរមាន ( ),E T និង ( ), 'E T  ជាលំហតូប៉ាូរីរ។ 

លរមានអន វតត :f E F→ ។ 

លរថ្ន f  ជាអន រមន៍ជាប់[លលីE ] ល ះស្ាដត ( )( ) ( ) ( )1

0 0 0, ,x E V v f x f V v x−       ។ 
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លហំាត់អ្នុវតតន ៍
រិកាភារជាប់ននអន រមន ៍

( )
( ) ( )

( ) ( )

4 4

2 2
, , 0,0

1. ,

0 , , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

   ( )
( ) ( )

( ) ( )

4 4

2 2
, , 0,0

2. ,

1 , , 0,0

x y
x y

x yg x y

x y

 −


+= 
 =

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

4 4

2 2

4
, , 0,0

23. ,

1 , , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 −


+= 
− =

  ( )
( ) ( )

( ) ( )

4 4

2 2

4
, , 0,0

24. ,

0 , , 0,0

x y
x y

x yg x y

x y

 −


+= 
 =

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4
, , 0,0

5. ,

0 , , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

  ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4
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2
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7. ,

0 , , 0,0
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x y

x yf x y

x y
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

+= 
 =

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2

2
, , 0,0

8. ,

1 , , 0,0

x xy y
x y

x yg x y

x y

 + +


+= 
 =

 

ដំលណាះស្សាយ 

( )
( ) ( )

( ) ( )

4 4

2 2
, , 0,0

1. ,

0 , , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

 

លយងីមាន ( )0,0 0f =  

លយងីបាន 
( ) ( )

( )
( ) ( )

4 4

2 2, 0,0 , 0,0
lim , lim

x y x y

x y
f x y

x y→ →

−
=

+
 

      ( ) ( )

( )( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2

2 2, 0,0

2 2 2 2

, 0,0

lim

lim 0 0 0

x y

x y

x y x y

x y

x y

→

→

− +
=

+

= − = − =

 

លដាយ 
( ) ( )

( ) ( )
, 0,0
lim , 0,0 0

x y
f x y f

→
= =  

ដូចលនះ អន រមន៍ ( ),f x y ជាអន រមន៍ជាប់ស្តង់ ( )0,0 ។ 

( )
( ) ( )

( ) ( )

4 4

2 2
, , 0,0

2. ,

1 , , 0,0

x y
x y

x yg x y

x y

 −


+= 
 =

 

លយងីមាន ( )0,0 1g =  

លយងីបាន 
( ) ( )

( )
( ) ( )

4 4

2 2, 0,0 , 0,0
lim , lim

x y x y

x y
g x y

x y→ →

−
=

+
 

      
( ) ( )

( )( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2

2 2, 0,0

2 2

, 0,0

2 2

lim

lim

0 0 0

x y

x y

x y x y

x y

x y

→

→

− +
=

+

= −

= − =
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លដាយ 
( ) ( )

( ) ( )
, 0,0
lim , 0,0

x y
g x y g

→
  

ដូចលនះ  អន រមន៍ ( ),g x y ជាអន រមន៍ដាច់ស្តង់ ( )0,0 ។ 

( )
( ) ( )

( ) ( )

4 4

2 2

4
, , 0,0

23. ,

1 , , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 −


+= 
− =

 

លយងីមាន ( )0,0 1f = −  

លយងីបាន 
( ) ( )

( )
( ) ( )

4 4

2 2, 0,0 , 0,0

4
lim , lim

2x y x y

x y
f x y

x y→ →

−
=

+
 

      
( ) ( )

( )( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2

2 2, 0,0

2 2

, 0,0

2 2

2 2
lim

2

lim 2

2 0 0 0

x y

x y

x y x y

x y

x y

→

→

− +
=

+

= −

=  − =

 

លដាយ 
( ) ( )

( ) ( )
, 0,0
lim , 0,0

x y
f x y f

→
  

ដូចលនះ   អន រមន៍ ( ),f x y ជាអន រមន៍ដាចស់្តង់ ( )0,0 ។ 

( )
( ) ( )

( ) ( )

4 4

2 2

4
, , 0,0

24. ,

0 , , 0,0

x y
x y

x yg x y

x y

 −


+= 
 =

 

លយងីមាន ( )0,0 0g =  

លយងីបាន 
( ) ( )

( )
( ) ( )

4 4

2 2, 0,0 , 0,0

4
lim , lim

2x y x y

x y
g x y

x y→ →

−
=

+
 

      
( ) ( )

( )( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2

2 2, 0,0

2 2

, 0,0

2 2

2 2
lim

2

lim 2

2 0 0 0

x y

x y

x y x y

x y

x y

→

→

− +
=

+

= −

=  − =

 

លដាយ 
( ) ( )

( ) ( )
, 0,0
lim , 0,0 0

x y
g x y g

→
= =  

ដូចលនះ  អន រមន៍ ( ),g x y ជាអន រមន៍ជាប់ស្តង់ ( )0,0 ។ 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4
, , 0,0

5. ,

0 , , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 

លយងីមាន ( )0,0 0f =  

លយងីបាន 
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2

2 2, 0,0 , 0,0

4
lim , lim

x y x y

x y
f x y

x y→ →
=

+
 

យក x ky=  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2, 0,0 , 0,0 , 0,0

4 4
lim , lim lim 0

1x y x y x y

k x x k x
f x y

x k x k→ → →
 = = =

+ +
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លដាយ 
( ) ( )

( ) ( )
, 0,0
lim , 0,0

x y
f x y f

→
=  

ដូចលនះ  អន រមន៍ ( ),f x y ជាអន រមន៍ជាប់ស្តង់ ( )0,0 ។ 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4
, , 0,0

6. ,

2 , , 0,0

x y
x y

x yg x y

x y




+= 
 =

 

លយងីមាន ( )0,0 2g =  

លយងីបាន 
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2

2 2, 0,0 , 0,0

4
lim , lim

x y x y

x y
g x y

x y→ →
=

+
 

យក x ky=  

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2, 0,0 , 0,0

2 2

2, 0,0

4
lim , lim

4
lim 0

1

x y x y

x y

k x x
g x y

x k x

k x

k

→ →

→

 =
+

= =
+

 

លដាយ  
ដូចលនះ  អន រមន៍ ( ),g x y ជាអន រមន៍ដាច់ស្តង់ ( )0,0 ។ 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2

2
, , 0,0
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 + +


+= 
 =

 

លយងីមាន ( )0,0 0f =  

លយងីបាន 
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2

2 2, 0,0 , 0,0

2
lim , lim

x y x y

x xy y
f x y

x y→ →

+ +
=

+
 

យក x ky=  

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2, 0,0 , 0,0

2

2, 0,0

2
lim , lim

1 2
lim 1

1

x y x y

x y

x x k x k x
f x y

x k x

x k

k

→ →

→

+  +
 =

+

+ +
= =

+

 

លដាយ 
( ) ( )

( ) ( )
, 0,0
lim , 0,0

x y
f x y f

→
  

ដូចលនះ  អន រមន៍ ( ),f x y ជាអន រមន៍ដាច់ស្តង់ ( )0,0 ។ 
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( ) ( )

( ) ( )
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2 2
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1 , , 0,0
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x yg x y
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 + +
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លយងីមាន ( )0,0 1g =  

លយងីបាន 
( ) ( )

( )
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2 2 2

2 2, 0,0 , 0,0

2
lim , lim

x y x y

x xy y
g x y

x y→ →

+ +
=

+
 

យក x ky=  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2, 0,0 , 0,0 , 0,0

2 1 2
lim , lim lim 1

1x y x y x y

x x k x k x x k
g x y

x k x k→ → →

+  + + +
 = = =

+ +
 

( ) ( )
( ) ( )

, 0,0
lim , 0,0

x y
g x y g

→

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លដាយ 
( ) ( )

( ) ( )
, 0,0
lim , 0,0

x y
g x y g

→
=  

ដូចលនះ  អន រមន៍ ( ),g x y ជាអន រមន៍ជាប់ស្តង់ ( )0,0 ។ 
១.៨.េវុតី និងលមីីតទលើ លមីីតទស្រកាម 
 ១.៨.១. េវុតី 
  រវ ីតរឺជាអន រមន៍មួយដដលមានដដនជារំណ្ ំ ននចំនួនរត់ធ្មមជាតិ។ វាស្តូវបានកំណ្ត ់

លដាយ 
1 2 3, , ,...a a a ឬ na ។ 
រវ ីតននចំនួនរិត na ជារវ ីតរមួលៅរក a ឬមានលីមីត a លបីលរឱ្យ 0 

0, 0n  លនាះ
na a −  ដដល

0n n ។ លបីមានលីមីតវាជាលីមីតមានដតមួយ និងជារវ ីតដដលរមួលៅរកលី
មីតមួយលរកណំ្ត់ររលររ លដាយ lim n

n
a a

→+
= ឬ lim na a= ។ 

 ស្ទ្ឹរតីបទ្៖  
 ១). លបី lim ,limn na a b b= = លនាះ ( )lim , limn n n na b a b a b+ = +  

              , lim 0n

n

a a
ab b

b b
= = ebI   

 ២) លបី na ទាល់(មានន័យថ្នមានចំនួនលថ្រM ដដល na M )និងលបី na ជារវ ីតម៉ាូណូ្តូន 
លកីន ឬម៉ាូណូ្ តូនច ះ (

1n na a+  ឬ
1n na a+  )លនាះ na ជារវ ីតរមួ។ 

 ៣).រវ ីតដដលរមួជារវ ីតទាល់។ លបីរវ ីតមិនរមួវាស្តូវបានលរលៅថ្នរវ ីតរកី។ 
 ១.៨.២. លមីីតទលើ នងិលមីីតទស្រកាម 
  លរឱ្យ( )nx ជារវ ីតចំនួនរិត លរលៅ៖ 

• លីមីតលលីនន ( )nx រឺ
1

lim inf sup lim supn n n
n k kn k n k

x x x
→+  →+ 

 
= = 

 
 

• លីមីតលោលលស្កាមនន ( )nx រ ឺ ( )
1

lim sup inf lim infn n n
n k k n kn k

x x x
 →+ →+ 

= =  

• ាមលកខណ្ៈ ( )sup infA A− = −  ឬ ( )inf supA A− = −  

លរបាន ( )lim limn n
nn

x x
→+→+

= − −  

• លកខណ្ៈ 
( ). lim n n

n
i a x x a

→+
   ចំល ះតនមលnជាអននត 

       lim 1, ,n n
n

x b k n k x b
→+

       

( )
( )

( )

1 0, 1, ,
. , lim

2 0, 1, ,

n

n
n

n

k n k x a
ii a a x

k n k x a

 

 →+

       +
 =  

       −
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❖ ស្ទ្ឹរតីបទ្៖ 

( ). lim limn n
nn

i x x
→+→+

   

( )

( )

. lim lim lim

lim lim
.

lim lim

n n n
n nn

n n
n n

n n
nn

ii x x a x a

x x
iii

x x

→+ →+→+

→+ →+

→+→+

= =  =

= − = −

= + = +

 

 
ឧទាហរណ៍្៤៤៖ រកលីមីលលលី និងលីមីតលស្កាមននរវ ីត( )nx ដដល 1

sin , 1
3

n

n n
x n

n

+
=  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 លរបានរំណ្ ំ តួននរវ ីតរឺ
3 3 3 5 3 6 3

2 , ,0, , ,...
2 2 2 4 2 5 2

  −  −   

 លដាយលហត ថ្ន៖ 

 1
n

n
u

n

+
= ជារវ ីតច ះលរបាន 

   

6 2 3
sup

6 1 2

6 6 3
inf

6 5 2

n
n k

n
n k

k
x

k

k
x

k





  + 
= −   

+   


 + 
= −   +  

 

រូបភារទី្៤៣ 

រូបភារទី្៤៤ 
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6 2 3 3
lim lim

6 1 2 2

6 6 3 3
lim lim

6 5 2 2

n
n k

n
n k

k
x

k

k
x

k

→+ →+

→+ →+

 +
=  =

 +
 

+
= −  = −

 +

 

 ចំណា៖ំលបី Aជារំណ្ ំ តនមលរប់អរ់ននadherent ននរវ ីត( )nx លរបាន៖ 

  
lim max

lim min

n
n

n
n

x A

x A

→+

→+

=

=
 

• a លៅថ្នតនមលadherentននរវ តី ( )nx កាលណា aជាតនមលស្ចំដដលនន nx រឺ aជាលីមីត
ននរវ ីតទាញ 
លចញរមួយរី( )nx ដូចកន ងឧទាហរណ៍្៖ 

1
sin

3
n

n n
x

n

+
= លរបាន 3 3

,0,
2 2

A
  

= − 
  

 

ដូចលនះ 3
lim max

2
n

n
x A

→+
= =  

  3
lim min

2
n

n

x A
→+

= = − ។ 

ឧទាហរណ៍្៤៥៖ រណ្នា lim n
n

u
→+

និង lim n
n

u
→+

លបី ( )2 1 ,
n

nu n= −  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីមាន៖ ( )2 1 ,

n

nu n= −   
 លនាះលរបាន ( ) ( )1 2 3 4 5, , , , ,...n n

u u u u u u


=  
        ( )2,2, 2,2, 2,...= − − −  
 លយងីបាន  2,2A = − លហយី lim max 2n

n

u A
→+

= =  

      និង lim min 2n
n

u A
→+

= = − ។ 
១.៩. ភាពរំទពញច្នR 
 ភាររមួលៅកន ង R ស្តូវបានកំណ្ត់ជាក់លៅកន ងនិយមនយ័ ប៉ា ដនតចំននួ ”រនិទាន” ស្តូវាងលដាយ 
“ចំនួនរិត”។ 

ជាដំបូងលយងីបរហ ញថ្នស្រប់រវ ីតកូរ ីននចំនួនរនិទានរមួលៅកន ង R  ឬចារ់ជាងលនះលៅលទ្ៀត
ដដលរូបភារវាជាអីរូម៉ាភីរលៅលស្កាមលំដាប់ :i Q R→ មានលីមីតលៅកន ងR។ 
 រំលណី្៖ លបី nx រឺជារវ ីតកូរ ីននចំនួនរនទិាន និង nx  លនាះ lim n

n
x 

→
= លៅកន ង R

i.e. ( )lim n
n

i x 
→

= ដដលiជាអ ីរូម៉ាក់ភីរ។  
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ចំណា៖ំ i ជាអ ីរូម៉ាក់ភីរកាលណា ( )       ( ) ( )( )
R R

i x y x y x y i x i y+ = + = + = + និង

( )       ( ) ( )( )
R R

i x y x y x y i x i y+ = + =  =  (iជាអ ីរូម៉ាក់ភីរមានន័យថ្ន ( )  i x x= )។ 
រស្មាយបញ្ា ក់ 

 ាង ជាចំនួនរិតវជិាមាន។ លដាយ ផេ ករវ ីតវជិាមាន nz ននចំនួនរនិទាន។ ាមនិយមន័យ
ខាងលលី   ជាចំនួនលថ្រវជិាមានលហយីរវ ីត  nz ជាចំនួនរនទិាន។ មានចំនួនរនិទានវជិាមាន 2  
និងចំនួនរត់វជិាមាន 1n ដដល 2nz  ចំល ះ

1n n ។ ដូចលនះ
nz  −   ចំល ះ

1n n  លហយី
លរបាន nz − ជារវ ីតចំនួនរតិវជិាមាន។ លនាះលរបាន  ( )nz i    
      មានន័យថ្ន ( ) ( )1i   
លដាយ  nx ជារវ ីតកូរ ីមានចនំួនរត់វជិាមាន 2n ដដល 2n mx x −   ចំល ះ

2,n m n  ។ 
លរបាន n mx x − −   ចំល ះ

2,n m n ។ មា៉ាងលទ្ៀតចំល ះ
2n n រវ ីត 

1n m m
x x


−  មាន

លកខណ្ៈដដល ( ) ( )2n mx x i  −     
លនាះលរបាន

2n n  រមមូល 
( ) ( )     ( )

1n n m n m n mm
i x i x x x x x x i  


   − = − = − = −       

លដាយលស្បីរំលណី្ខាងលលី និង( ) ( )1 , 2  ាមលំដាប់ លនាះ lim n
n

x 
→

= ។ 

លៅកន ងលំដាប់លនះលដីមបលីជៀរវាងរីកំណ្ត់រមាា ល់លផសងដដលស្ចបូកស្ចបល់លយងីនឹងកំណ្ត់ ( )i x  
លដាយ x  ។ 
 ដូលចនះ ចំល ះឧទាហរណ៍្បនាេ ប់ x −  មាននយ័ថ្ន ( )i x − ។  
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លហំាត់អ្នុវតតន៍មលូោា នេខំាន់ 
១. លលី n លរមានអន រមន៍ចមាា យរីរកំណ្ត់លដាយ៖ 

( )  

( )
1

, max : 1,

,

i i

n

i i

i

d x y x y i n

d x y x y
=

= − 

= −
 

២.លបីdជាលំហលមស្ទ្ិកមួយលលី X ចូរបរហ ញថ្នអន រមន៍e ដដលកំណ្ត់លដាយ 
( ) ( )( ), min 1, ,e a b d a b= ជាលំហលមស្ទ្ិចលលីE។ 

៣.លបីdជាលំហលមស្ទ្ិកមួយលលី X ចូរបរហ ញថ្នអន រមន៍e ដដលកំណ្ត់លដាយ 

( )
( )
( )

,
,

1 ,

d a b
e a b

d a b
=

+
ជាលំហលមស្ទ្ិចលលីE។ 

៤. ( ),X Y ជាស្រួសារអន រមន៍ទាលរ់ីលំហ X លៅលំហលមស្ទ្ិច ( ),Y d ។បរហ ញថ្នអន រមន៍ e
ដដល 

កំណ្ត់លដាយ៖ ( ) ( ) ( ) ( )( ) , , : , sup , :f g B X Y f g d f x g x x Xe  =  ជាចមាា យ
លលី ( ),X Y ។ 

៥.បរហ ញថ្នអន វតតន៍ ( )
( ) ( )

( ) ( )0

, , , 2
1

n nn

n n n

f x f y
x y E d x y

f x f y

+
−

=

−
  =

+ −
 ជាចមាា យលលី E ដដល

លធ្វីឱ្យ nf ជាប់ n  ។ 
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ទមទរៀនទី២៖  ស្រទឹេតរីង្វវ េ ់
២.១.ស្ររថ្វង ស្រកឡាច្ទៃ មាឌេណំុំរងច្ន d  
 ២.១. ១. ស្ររថ្វង 
  ស្បដវងននចលនាល ះលៅកន ង ៖ លបី I ជាដដនកំណ្ត់លៅចលនាល ះចំណ្ ចច ង ,a b(ដដល I ជា 

ចលនាល ះមួយនន ( )    ) ( , , , , , , ,a b a b a b a b )លនាះស្បដវងស្តូវបានកំណ្ត់លដាយ៖ 
     ( )l I b a= −  
 លកខណ្ៈរំខាន់ននស្បដវងរឺជាការបូកបដនេម៖ លបីចលនាល ះ I ជាស្បជ ំដាច់ោន ននស្រួសារកំណ្ត់មយួ
  

1

n

k k
I

=
នន ចលនាល ះលនាះរឺ

k k
I I= លនាះលរបាន 

      ( ) ( )
1

n

k

k

l I l I
=

=  

ាង  
0

N

i i
a

=
ជារំណ្ ំ លផសងៗោន ននចលនាល ះ

1, ,... nI I I លៅកន ងលំដាប់លកីន។ លនាះ I  មានចំណ្ ច
ខាងច ង 0 , Na a  ដដលចលនាល ះនីមួយៗស្តូវមានចំណ្ ចខាងច ងរឺ 1,i ia a + ចំល ះ i  (លបីចំណ្ ចច ង
នន kI រឺ ia  និង ja  ដដល 1j i + លនាះចំណ្ ច 1ia + រឺលៅចំណ្ ចខាងកន ងនន ដដលមានន័យ
ថ្ន ស្តូវដតស្បររវជាមួយចលនាល ះលផសងលទ្ៀត mI )។  មា៉ាងវញិលទ្ៀតរូលផសងៗ 1,i ia a + ននចំណ្ ច
ជាប់ៗោន រឺជាចំណ្ ចច ងននចលនាល ះ (ចលនាល ះ ( )1,i ia a + ស្តូវដតស្របលដាយចលនាល ះ មួយចំនួន 
លដាយចំណ្ ច ងនន រឺជាចំននួតោន លៅកន ងរវ ីត ja វាបនតាម ia  និង 1ia + )។ លនាះលរបាន 

( ) ( ) ( )
1

0 1

1

N n

N i i k

i o k

I a a a a I
−

+

= =

= − = − =   

២.១.២. ច្ទៃស្រកឡា 
នផេស្កឡាដដលមានដដនកំណ្ត់លៅកន ង 2។ នផេស្កឡានងឹស្តូវបលងកីតល ងីលៅកន ងស្ទ្ឹរតី 

ររវ រ់ ទូ្លៅលៅលរលលស្កាយលៅកន ងការរិកាលនះ។ ាមរតិលៅ ដដនកំណ្ត់នននផេស្កឡាដដល 
មានរងជាចត លកាណ្ដកងរឺស្តូវបានកំណ្ត់លដាយោ៉ា ងរយ។ ចត លកាណ្ដកង Aមួយលៅកន ង 

2រឺស្តូវបានកំណ្ត់លដាយ ផលរ ណ្ននចលនាល ះរីរ ,I J លៅកន ង ៖  
    ( ) 2, : ,A I J x y x I y J=  =     
 លនាះរំណ្ ំ នផេស្កឡា ( )A ( ) ( )l I l J= ។ 
 លយងីយកនផេស្កឡាលដាយការបូកបដនេម។ លបីចត លកាណ្ដកង Aរឺជាការស្បជ ំដាច់ោន ននស្រួសារ 

កំណ្ត់មួយននចត លកាណ្ដកង
1,..., nA A លនាះលរបាន kk

A A= លនាះលរបាន៖ 

នផេស្កឡា ( )A
1

n

k=

= នផេស្កឡា( )kA  

  ជាធ្មមា លយងីស្តូវរិចារណាលលីករណី្ លៅលរលដដលស្ជុងទាងំអរ់ននចត លកាណ្ដកង 
ទាងំអរ់រឺជាចលនាល ះលបីក ក់កណាត លននទ្ស្មង់ ),a b ។ ដបូំងរិចារណាករណី្ជាក់ោក់មួយ 
លៅលរលដដលចត លកាណ្ដកង 

1,..., kA A មានទ្ស្មង់ជាលកបឿនិយត័(Regular tiling) 

kI

kI

kI kI

kI
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នន A លដាយាង A I J=  ដដល ii
I I= និង 

jj
J J= លហយីលយងីរនមតថ្នស្រប់ចត  

លកាណ្ដកងទាងំអរ់
kA មានទ្ស្មង់ i jI J លនាះលរបាន៖ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i j i j k

i j ij k

area A l I l J l I l J l I l J area A= = = =     

   ឥ ូវលយងីរិតរីករណី្ទូ្លៅលៅលរលដដល Aជាស្បជ ំរំណ្ ំ ដាច់ោន ដដលលររីតនមលណាក ៏
បានននចត លកាណ្ ដកង

kA ។ ាង ix ជារំណ្ ំ ទាងំអរ់ X កូអរលដាលនននចំណ្ ចច ង 
ចត លកាណ្ដកង

kA លដាយដាក់វាលៅកន ងលំដាប់លកីន និង iy ជារំណ្ ំ ដូចោន ននY កូអរលដាលន 
លដាយលំដាប់លកីនដូចោន ។ ចូររិនិតយចត លកាណ្ដកង៖ 

 )  )1 1, ,ij i i i iB x x y y+ +=   
 លនាះស្រួសារ 

,ij i j
B មានទ្ស្មង់ជាRegular tilingនន Aចំល ះករណី្ទ្ី១ 

area (A) ( )
,

ij

i j

area B=  

  មា៉ាងវញិលទ្ៀត 
kA នីមួយៗរជឺាស្បជ ំដាច់ោន នន ijB មួយចំនួន លហយីលលីររីលនះលៅលទ្ៀត 

ijB ទាងំលនាះដដល ជារំណ្ ំ រងនន
kA បលងកីតបានជាRegular tiling នន

kA ដដលមានន័យថ្ន៖ 

area ( )kA ( )
ij k

ij

B A

area B


=   

 ការបញ្ចូ លោន ននបនាេ ត់រីរ និងលស្បីការរិតដដលថ្ន ijB នីមួយៗរឺជារំណ្ ំ រងននរំណ្ ំ kA  លនាះ 
លរបាន៖ 

( ) ( ) ( ) ( )
,ij k

k ij ij

k k B A i j

area A area B area B area A


= = =     

 ២.១.៣. មាឌ 
មាឌ្ននដដនកំណ្ត់លៅកន ង 3។  ការបលងកីតមាឌ្រឺដូចោន លៅនឹងនផេស្កឡា។ ចូររចិារណា

លៅកន ងស្បអប់ 3រឺដដនកំណ្តន់នទ្ស្មង់ A I J K=   ដដល , ,I J K ជាចលនាល ះលៅកន ង   
និងរំណ្ ំ  

( ) ( ) ( ) ( )vol A l I l J l K=  
  បនាេ ប់មកមាឌ្ក៏ជាអន រមន៍បដនេមផងដដរ ដដលស្តូវបានបរហ ញាមរលបៀបស្រលដៀងោន ។  

លស្កាយលយងីនឹងផតល់ភរត ាងលមអិតននរស្មាយបញ្ា ក់ស្រលដៀងោន មួយលៅកន ងការកំណ្ត់អរូបី។ 
២.២.ស្ររថ្វងេណំុំទរើក និងរទិ 
 ស្បដវងននរំណ្ ំ លបីក 
  លដាយរំណ្ ំ លបីកO  មួយអចស្តូវបានបរហ ញជាចំនួនដដលរប់បានននចលនាល ះលបីកដដល 

មិនជាប់ោន លៅវញិលៅមក 1 2, ,...I I ដដលលលីកដលងដតកន ងករណី្ដដលមានលំដាប់ទាក់ទ្ងដត 
មួយ។ 
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រូបភារទី្២.១ 

 និយមន័យ២.១៖ ស្បដវងននរំណ្ ំ លបីក
1

k

k

O I


=

= ដដល
kI ចលនាល ះលបីកដដលមិនទាក់ទ្ងោន រ ឺ

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1

... 1k

k

L O L I L I L I


=

= + + =  

 លបីO  ស្តូវបានកំណ្ត់លៅកន ងចលនាល ះមួយ  ,I a b= លនាះលរ៊ារលីៅកន ង( )1 រមួលៅជាចំនួនមិន 
អវជិាមានតូចបំផ ត  ឬលរមីនឹងb a− រឺ ( )0 L O b a  −  ។ 
ស្បដវងននរំណ្ ំ បិទ្៖ លបរំីណ្ ំ បិទ្ លៅកន ង បំលរញលអយរំណ្ ំ លបីក លនាះលរបាន៖ 
និយមន័យ២.២ ស្បដវងននរំណ្ ំ បិទ្  ,C a b  រឺ ( ) ( ) ( )2L C b a L C= − −   

 ឧទាហរណ៍្១៖ ( ( )  ( )0,1 0,1 1,l l= = និង ( )( )1,l  =   

 ឧទាហរណ៍្២៖ ចូររកស្បដវងននរំណ្ ំ
1

1 1
:

1k

x x
k k



=

 
  

+ 
។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 ាង 1 1
:

1
kI x x

k k

 
=   

+ 
លនាះលរបាន 

 1 2

1 1 1
: 1 , : ,
2 2 2

I x x I x x
   

=   =     
   

 

 ដូលចនះ ( ) ( ) ( )1 2

1 1 1 1 1
1 , , ,

2 2 3 1
nL I L I L I

n n
= − = − = −

+
 ។ 

 លដាយ
kI ជាស្បជ ំដាច់ោន  

 ( )
11

1 1 1 1 1 1
1 ... 1

2 2 3 1 1

n n

k k

kk

L I L I
n n n==

       
= = − + − + + − = −       + +      
  

 ដូចលនះ
1 1

1
lim lim 1 1

1

n

k k
n n

k k

L I L I
n



→ →
= =

     
= = − =     +    

។ 

២.៣. - ពីជគណិតឬTribu និងេណំុំBorel 

 ២.៣.១. -ពជីគណិត 
  លរឱ្យ Eជារំណ្ ំ មិនទ្លទ្មយួ និង ( )EB P មានន័យថ្ន
B ជាស្រួសាររំណ្ ំ រងទូ្លៅមួយននEរឺ  
B B E  B ។លរថ្នB ជា រីជរណិ្តឬស្ទ្ីប៊ា យមួយ 
លលីEកាលណាវាលផេៀងផ្លេ ត់នូវលកខខ្ណ្ឌ បរីឺ៖ 
  ១. B  
  ២. B B លនាះលរបាន \cB E B= B  
  ៣. ( ),nB n   ជារវ ីតននB (មានន័យថ្ន 

 , nn B  B ) 

C  ,a b

រូបភារទី្២.២ 
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លនាះលរបាន
1

n

n

B


=

B  

ឧទាហរណ៍្៣៖ លបី A ស្បជ ំ , , ,cA A X ជា −រីជរណិ្ត។ 
 លកខខ្ណ្ឌ កណំ្ត់ −រីជរណិ្តអចលស្បីភារខ្ រោន ននលកខណ្ៈរំណ្ ំ ។ 
ឧទាហរណ៍្៤៖ លបី មិនអចរប់បាន  :A AM = រឺរបអ់រ់ ឬ cA រប់អរ់}រឺជា រីជរណិ្ត។ 

 ចំណាថំ្ន៖ ( )
c

cA A=  ដូចលចនះ លបី AM វារឺអចរប់បាន ឬ cA អចរប់បានលនាះលរបាន 
cA M ។ 

  ាង 
1i i

A


=
M លបីស្រប់រំណ្ ំ ទាងំអរ់រប់បានលនាះស្បជ ំរប់បានរឺរប់បាន និងវា 

លៅកន ងM ។ លបីមិន ស្រប់រំណ្ ំ ទាងំអរ់រប់បាន លនាះមានរនេរសន៍ j + ដដលថ្ន c

jA រឺ 
រប់បាន។  

ដូចលនះ 
1 1

c

c c

j i j

i i

A A A
 

= =

 
=  

 
រឺរប់បាន។ 

ឧទាហរណ៍្៥៖ ាង ( 0,1= និង M = ជាស្បជ ំរប់អរ់ននចលនាល ះដាច់ោន លនាះរឺលបីកលៅខាង 

ល្វង និងបទិ្លៅខាងសាត ំ}ដដល AM លហយី (  11
, ,

m

i i i ii
A a b a b −=
=  ។ បរហ ញថ្ន 

M មិនដមនជា រជីរណិ្ត។  
        ដំលណាះស្សាយ 
 លយងីរិចារណារំណ្ ំ ៖ 

 
1 2 2 2 3

3 2 3 4 2 3 4 5

1 1 1 1 1 1
0, , , ,

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
, ,...

2 2 2 2 2 2 2 2 2

A A

A

   
= = + + + +  
   

 
= + + + + + + + 
 

 

 លនាះ
1

m

ii
A

=
ជាស្បជ ំរប់អរ់ននចលនាល ះដាច់ោន លនាះរឺមិនមានស្បជ ំរប់អរ់ននចលនាល ះដាច់ោន លទ្។ 

ឧទាហរណ៍្៦៖ ាង =  និង M =  ជាស្បជ ំរប់អរ់ននចលនាល ះដាច់ោន ដដលមានទ្ស្មង់ 
 ), 1i i + និង ក់កណាត ល( ),i− និង ) , ,i i  ។ បរហ ញថ្នM ជា រីជរណិ្ត។  

ដំលណាះស្សាយ 
 និង លៅកន ងM  
 A  ជាស្បជ ំរប់អរ់ននការលស្ជីរលររីរីស្បជ ំរប់អរ់ននចលនាល ះដាច់ោន  ), 1i i + និងកនលះបនាេ ត ់

 ( ),i−  និង  ) , ,i i  លហយី  និង លៅកន ងM ។ រំណ្ ំ ស្បជ អំចរប់បានននការ
លស្ជីរលររីរីស្បជ ំរប់អរ់ននចលនាល ះដាច់ោន  ), 1i i +  និងបរហ ញរីកនលះបនាេ ត់ជាស្បជ ំរប់អរ់ននកនលះ
បនាេ ត់ដដលបានបរហ ញ។ លដីមបឱី្យលឃញីថ្នM ជាបិទ្លៅលស្កាមរំណ្ ំ បំលរញចំល ះឧទាហរណ៍្ 
ចំណាថំ្ន ) ( )  ), 1 , 1,

c
i i i i+ = −  +  ។ លបី j i  លនាះ 
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 )  )( ) ( )  )  ), 1 , 1 , 1, 1,j j i i j j i i+  + =   +  +   
ដូចលនះលយងីអចបរហ ញថ្នបំលរញននស្បជ ំរប់អរ់ចលំ ះចលនាល ះដាច់ និងកនលះបនាេ ត់ជាស្បររវនន 
រំណ្ ំ បំលរញ ដដលអចររលររជាស្បជ ំរប់អរ់ននចលនាល ះដាច់ និងកនលះបនាេ ត់។ 

ដូចលនះM ជា រជីរណិ្ត។  
ចំណា៖ំ លបី AA លនាះA   លៅថ្នរំណ្ ំ អចវារ់បាន។ 
ឧទាហរណ៍្៖ ១.  , XA =   
    ២. ( )XA =P   

២.៣.២.េណំុំ Borel 

  និយមន័យ២.៣៖  រីជរណិ្តននរំណ្ ំ រង លឺបរវារ់បាន កំណ្ត់លដាយM ។ 
រីជរណិ្តបងកលដាយស្រប់ចលនាល ះលបីកលៅថ្នBorel រីជរណិ្តលហយីកំណ្ត់លដាយB។ A  ជារំណ្ ំ
របរ់B លៅថ្នរំណ្ ំ Borel។ 
 លដាយស្រប់ចលនាល ះរឺជារំណ្ ំ ររវ រ់ លឺបរវារ់បាន វាបរហ ញថ្ន B M លហយីលរទ្ទ្ួលបាន
  B B M M។ លដាយរំណ្ ំ Borel Bរឺជារំណ្ ំ  លឺបរវារ់បាន វាមានររវ រ់ លឺបរ ( )m B  

ដដលលរលខ្លះរំលៅលៅររវ រ់Borel។ មា៉ាងវញិលទ្ៀតវាមានលកខខ្ណ្ឌ លៅ B ននររវ រ់ លឺបរ m រឺ
លរលខ្លះលរលៅវាថ្ន”ររវ រB់orel”។ 
រំលណី្៖ ាង I   ជាចលនាល ះលបីក លនាះ ( ) , :x y x y I  +   B B។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
រមាា ល់រំណ្ ំ លៅកន ងរំណួ្រលដាយ A  នងិរិនិតយចំណ្ ចដដលលយងីលស្ជីរលររី , A   ។ 
លនាះ I +   ដដលមាន 0   លហយី( )2 , 2 I     + − + +    
វាបានបរហ ញថ្ន 
 ( ) ( ), , ,x y x           − +  − +  −  −   និង y  −  −    

          ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

x y

x y

   

     

 −  + − + 

 + −  +  + +
  

          
( )2 , 2

,

x y

x y I

x y A

      +  + − + +

 + 

 

  

ដូលចនះ ( ) ( ), , A       − +  − +  ។ ាង , , ,p q r sជាចំនួនរនទិានដដល 
p q    −     +  និង r s    −     + ។ លនាះលយងីបាន 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,p q r s A            − +  − +   
លយងីលឃញីថ្ន , A    ដដលជាផលរ ណ្លដកាត ( ) ( ), ,p q r s A   ននចលនាល ះជាចំណ្ ចច ង
រនិទាន , , ,p q r s។ ស្បជ ំននផលរ ណ្លដកាតទាងំអរ់ជារបរ់ A។ ផលរ ណ្លដកាត 
( ) ( ), ,p q r s ជារបរ់ B Bលហយីអចមានដតវាប៉ា លណាណ ះដដលអចរប់បានជាដដលជាចំណ្ ចច ង 
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របរ់ , , ,p q r s ជាចំននួរនិទាន។ ដូលចនះ A ជាស្បជ ំរប់អរ់ននរំណ្ ំ របរ់ B B លហយីវាស្តូវជា
របរ់ B B។ 
ឧទាហរណ៍្៧៖ ាងDជា រីជរណិ្តននរំណ្ ំ រង  ។ បរហ ញថ្នស្រួសារ ននរំណ្ ំ រងE  នន
 រឺ , :x y x y E D  +   ជា រីជរណិ្ត។ 

ដំលណាះស្សាយ 
ចំល ះ E  រមាា ល់លឃញីថ្នរំណ្ ំ ភាា ប់  , :x y x y E  +  លដាយ E ។ លយងីនឹង
បរហ ញថ្នស្រួសារ ននរំណ្ ំ រងE  នន រឺE D  រឺជា រីជរណិ្ត។ 
ដំបូងលយងីរភិាកាលលី  =   
លរលE = រឺមិនអចលៅរចួចំល ះ ,x y    លហយី x y E+   មានន័យថ្ន 

 , :E x y x y E  = =   +  =  
បនាេ ប់ាង 

1k k
E


ជារវ ីតននរំណ្ ំ រង  លនាះលរបាន 

1 1

k k

k k

E E


 



= =

 
= 

 
  

រីលស្ ះចំល ះ ,x y   លយងីមាន 
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ដូលចះ ជា រីជរណិ្តរីលស្ ះDជា រីជរណិ្ត។ 
២.៤. រញ្ញតតិទោយរង្វវ េ ់ 

ជាទូ្លៅបញ្ញតតិលដាយស្បដវងរំណ្ ំ ណាមួយលដាយបនាេ ត់ចំនួនរិតនាលំអយបាននូវបញ្ញតតិលដាយ
ស្បដវងរបរ់រំណ្ ំ ។  លដាយភារស្រលដៀងោន ជាមួយនឹងស្បដវងវាហាក់ដូចជាឱ្យមានររវ រ់លដាយរំណ្ ំ E
ដដលតំណាងលដាយ  ដដលបំលរញតស្មូវការលកខណ្ៈដូចខាងលស្កាម៖  
 A-1  កំណ្តប់ានរស្មាប់រំណ្ ំ នីមួយៗរបរ់  
 A-2  

( )m E

( )m E E

( ) 0m E 
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 A-3 (បដនេមកំណ្ត់) លបី ដដល  ជារំណ្ ំ ដាច់លនាះ  

 A-4 (បដនេមលដាយរប់) លបី  ដដល  ជារំណ្ ំ ដាច់លនាះ  

 A-5 (ម៉ាូណូ្តូន) លបី   
 A-6 (បដមលងមិនដស្បស្បួល) លបី ចំណ្ ចនីមួយៗរបរ់រំណ្ ំ E រឺបានបំដបលងចមាា យលរមីោន កន ងទ្ិរ
លៅដូចោន លៅលលីបនាេ ត់រិត លនាះររវ រ់លដាយរំណ្ ំ ដដលបានបំដបលងដូចោន លៅនឹង ។ 
 A-7 លបEីជាចលនាល ះលនាះ    ជាស្បដវងលដាយចលនាល ះ។  
កំណ្ត់រមាា ល់ ថ្នលបីលកខខ្ណ្ឌ តស្មូវឱ្យមានរស្មាប់ A-4  លនាះ ក៏ស្តូវការឱ្យមាន A-3 ដដរ។ទ្ួរបី
ោ៉ា ងណាក៏លដាយ ការផេ យោន មិនស្តូវការឱ្យកាល យជាការិតអវីល ីយ ។ លកខណ្ៈទាងំរីររស្មាប់ A-3 
និង A-4  ជួនកាល លរលខ្លះស្តូវបានលរលៅថ្ន លកខណ្ៈដដលអចបដនេមលដាយរប់បបាន ។ លយងីអច
ស្សាយលកខខ្ណ្ឌ  A-5  រូមលមីលាមលកខណ្ៈលដាយលកខខ្ណ្ឌ លៅលំហាត់ 2.31 ។ 
លយងីអចរស្មាយបញ្ា កថ់្នរស្មាប់លកខណ្ៈទូ្លៅលដាយរំណ្ ំ ចំណ្ ចលៅលលីលំហលដាយរំណ្ ំ ចំនួន
រត់លយងីមិនអចរស្មាយបញ្ា ក់ស្រប់លដាយលកខខ្ណ្ឌ ទាងំអរ់លនាះបានល យី។ដូចលនះស្បរិនលយងី
ចង់រកាស្សាយលំហាត់ស្រប់លកខណ្ៈលនាះរឺចាប់រលីកខណ្ៈA-2ដល់លកខណ្ៈA-7លយងីស្តូវដតរននិដាា ន
ថ្នមិនស្រប់រំណ្ ំ មានររវ រ់មួយលនាះលទ្។ស្របោន លនះដដរលបីលយងីស្តូវការចង់ឱ្យស្រប់រំណ្ ំ ទាងំអរ់
មានររវ រ់មួយលនាះនាឱំ្យលយងីស្តូវលបាះបង់មួយ ឬក៏លស្ចីនលដាយលកខណ្ៈរី A-2  លៅលកខណ្ៈ A-7  ។ 
២.៥.រង្វវ េក់ៃងុ និងរង្វវ េទ់ស្រៅ 

ស្បដវងខាងលស្ៅលដាយរំណ្ ំ  E លរររលររជាme(E)មានលកខណ្ៈដូចខាងលស្កាមចាត់ទ្ កថ្នជា 
រវ័យរតយ៖ 

 B-1     កណំ្ត់រស្មាប់រំណ្ ំ នីមួយៗ  
 B-2  
 B-3    ស្របរ់ំណ្ ំ    ជារំណ្ ំ ដាច់ឫ មិន 

ដមន។ 
 B-4 ររវ រ់លស្ៅ រឹជាការបំដបលងមិនផ្លល រ់បដូរដស្បស្បួល។ 
រមាា ល៖់ រស្មាប់លកខខ្ណ្ឌ  A-3 នងិ A-4 ជាលោលរំនិតររវ រ់រឺជាការបំលរញបដនេមលកខខ្ណ្ឌ ស្តូវ
បានកំណ្ត់នងឹជំនួរលដាយ A-3 ។   
២.៦. េណំុំថ្េលអានវាេប់ាន 
 លទាះបីរំណ្ ំ លស្ៅអចកំណ្ត់បានស្រប់រំណ្ ំ ទាងំអរ់ក៏លដាយ ប៉ា ដនតជាទូ្លៅមិនបំលរញបដនេម 
លៅលលី A-3 និង A-4 ដចបានកំណ្ត់លនាះលទ្។ លយងីដឹងថ្នរល់រំណ្ ំ T អចររលររជាទ្ស្មង់៖ 

 
ដូលចនះលបីមានឪការណាមួយកន ងការបំលរញបដនេម លយងីរួរដតមាន៖ 
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រស្មាប់ស្រប់ធាត់ទាងំអរ់លដាយរំណ្ ំ  លៅលរលដដល  និង ជារំណ្ ំ ដាច់។ ជាលទ្ធ
ផលរមីការ (5) នឹងលកតីមានល ងីលបីស្រប់ រមមូលថ្នន ក់លដាយរំណ្ ំ E  ស្តូវបានបញ្ា កប់ានចារ់
ោរ់។ ករណី្លនះនឹងលោររាមដូចតលៅលនះ ។   
 និយមន័យ២.៤៖ រំណ្ ំ E អចរប់បាន ឬអចវារប់ានចារ់ជាងលនះទ្ំនាកទ់្ំនងរស្មាប់
ររវ រ់លស្ៅ លបីរិនលបីស្រប់ធាត ទាងំអរ់កន ងរំណ្ ំ ដដល 

 
ដូចជាកន ងករណី្  ស្តូវបានលរលៅថ្នជាស្បដវងលដាយ ។ 

លយងីអចបរហ ញថ្ន លបីរិនលបីលយងីដាក់កស្មិតខ្លួនលយងីរស្មាប់រំណ្ ំ ដដលអចវារ់បានលនាះតស្មូវ
ការខាងលលីរស្មាប់ការវារ់ដវងរឺស្តូវបានបញ្ា ក់។ លបីវារិតថ្ន ស្រប់ធាត លដាយរំណ្ ំ  លនាះ  

។ 
 និយមន័យ ២.៥ អចស្តវូជំនួរលដាយឱ្យរមមូលនឹងមួយ ។ 
 និយមន័យ ២.៦. រំណ្ ំ  មួយ រឺជារំណ្ ំ ដដលអចវារ់បានលបីស្រប់រំណ្ ំ     

 
ករណី្លនះជាញឹកញយជួនកាល លស្បីស្បារ់កន ងការអន វតត លដីមបបីរហ ញថ្ន រំណ្ ំ មួយដដលអចវារ់ដវង
ដវងបាន ។ រំណ្ ំ   លដាយនិយមន័យខាងលលីលនះជួនកាលស្តូវបានលរលៅថ្ន រំណ្ ំ លតរត ខ្ណ្ៈ
លរលដដលលរលស្បីស្បារ់លដីមបលីធ្វីលតរតររវ រ់ររវ ល់ ។ 
២.៧. ឡទឺរេខាងទស្រៅ ឬរង្វវ េន់ំណុនខាងទស្រៅ  
        រហូតមកដល់លរលលនះលយងីមិនទាន់បានបរហ ញរីអតេិភារលដាយររវ រ់ខាងលស្ៅឬដផនកខាងលស្ៅ
បានលៅល ីយលទ្ លទាះបីជាការរិតមានមួយចំនួនដដលបំលរញាមរវ័យរតយមួយចំនួន ដដលបាន
ផដល់ឱ្យលៅខាងលលីក៏លដាយ។ ស្ទ្ឹរតីបទ្ ឺលបរ ស្តូវបានលរលរ ីបអលងកតវាលៅលដីមរតវតសន៍ទ្ី២០ និង
រនមតថ្ន មានស្បលោជន៍។ 
 និយមន័យ២.៧៖  លឺបរខាងលស្ៅមួយ ឬររវ រ់លស្ៅលដាយរំណ្ ំ   មួយរ ឺ
   ស្រប់រំណ្ ំ លបីក  
រឺថ្ន ស្បដវងដដលធ្ំជាងលរបំផ តទាល់លស្កាម លដាយរំណ្ ំ លបីកទាងំអរ់   ដដលមានជាមួយ   ។ 
លយងីអចបរហ ញថ្ន ករណី្លនះចាបំាច់ស្តូវបានបញ្ា ក់លដាយរវ័យរតយ រស្មាប់ររវ រ់លស្ៅ (លមីលលំ
ហាត់ទ្ី 2.4)។ 
 លយងីអចបរហ ញថ្នលបី រមឺានចលនាល ះ  លផសងលទ្ៀត លនាះ ។ លបី ជារំណ្ ំ
លបីកដដរលនាះ   ។ លមីលលំហាត់ទ្ី2.2, 2.26  នងិ 2.27 ។  
២.៨. ស្រទេឹតរីង្វវ េ ់

ស្ទ្ឹរដីបទ្2.2៖ លបី  អចវារ់បានលនាះ  អចវារ់បាននិង ផេ យោន លៅវញិ ។ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្2.3៖ លបី  មានររវ រ់ដផនកខាងលស្ៅលរមីនឹងរូនយ លនាះ  រឺអចវារ់បាននិង

។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្2.4៖ មានរំណ្ ំ ដដលអចរប់បាន មានស្បដវងលរមីនឹងរូនយ ។ 
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 ស្ទ្ឹរដីបទ្2.5៖ លបី  និង ជារំណ្ ំ វារ់បានលនាះស្បជ ំ   រឺវារ់បាន។ លទ្ធ 
ផលអចស្តូវបានបរហ ញថ្ន មានស្បជ លំដាយរំណ្ ំ រប់បាន ។ រូមលមីលលៅលំហាត់ 2.10 និង 
2.12 ។  
ស្ទ្ឹរដីបទ្2.6៖ លបី  និង  ជារំណ្ ំ ដាច់អចវារ់បានលនាះ  

 ។ លទ្ធផលអចស្តូវបានរណ្នាលមីលលលីលំហាត់ 2.12 ។  
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ប2-7៖ លបី និង  អចវារ់បានលនាះស្បររវរវាងរំណ្ ំ ទាងំរីរ ក៏អច 

វារ់បានដូចោន   ។  លទ្ធផលអចស្តូវបានរស្ងីកលៅចំណ្ ចស្បររវលដាយរំណ្ ំ រប់អរ់ណាមួ
យ។ 

 ស្ទ្ឹរដីបទ្2-8៖ លបី និង  អចវារ់បាននិង  លនាះ  
 ស្ទ្ឹរដីបទ្2-9៖ លបី និង  អចវារ់បាន  និង មានររវ រ់រប់អរ់លនាះ  

ក៏អចវារ់បាននិង   ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្2-10៖ លបី និង  រជឺារំណ្ ំ វារ់បានលនាះ 

 
បស្ងួមលៅកាន់ស្ទ្ឹរដីបទ្2-6 លបី និង ដាច់លចញរីោន  ។ លទ្ធផលអចស្តូវបានកំណ្ត់ជា
ទូ្លៅ (លមីលលៅលំហាត់ទ្ី2.41) ។ 

 ស្ទ្ឹរដីបទ្2-11៖ លបី  អចវារ់បានលនាះ ក៏អចវារ់បានដដរ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្2-12៖ លបី  រឺជារំណ្ ំ វារ់បានដដលមិនជាប់ោន   
 

ស្ទ្ឹរដីបទ្2-13៖ លបី  អចវារ់បានដដល  លនាះ    

    ក៏អចវារ់បានដដរ។ 

 ស្ទ្ឹរដីបទ្2-14៖ លបី  អចវារ់បានដដល  លនាះ 

ក៏អចវារ់បានដដរ និ  

ស្ទ្ឹរដីបទ្2-15៖ លបី  រឺជារំណ្ ំ វារ់បានដដល  និងមាន  

ោ៉ា ងតិច មយួដដលមានររវ រ់រប់អរ់ លនាះ ក៏អចរប់អរ់ និង 

 

 ស្ទ្ឹរដីបទ្2-16៖ លបី រឺលៅកន ងចលនាល ះណាមួយ  
 ស្ទ្ឹរដីបទ្2-17៖ លបី រឺលៅកន ងរំណ្ ំ លបកីណាមួយ  
 ស្ទ្ឹរដីបទ្2-18៖ លប ី រឺលៅកន ងរំណ្ ំ លបកីណាមួយ  
 ស្រទឹេដរីទគស្រមរវីតាល ីVITALI’S COVERING 

 ាមស្ទ្ឹរដីបទ្ដដលបានលលីកល ងីលដាយសារដតVitaliរឺមានសារៈរំខាន់និងរួរលអយចាប់ 
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អរមមណ៍្មួយដដលរលឹំករីស្ទ្ឹរដីបទ្ Heine-Borel ។ 
 ស្រទីេតីរទ2-19 [Vitali]៖ ឧបមាថ្នចំណ្ ចទាល់នីមួយៗ ជារំណ្ ំ វារ់បានស្តូវបានស្តួត
លដាយថ្នន ក់  លដាយចលនាល ះដដលមានស្បដវងតូចណាមួយក៏បាន [លៅថ្នរស្មបវាីលី]. លនាះវាមាន

រំណ្ ំ រប់បានលដាយចលនាល ះដាច់ ដដល    ស្តួតលលី លលីកដលងដតរំណ្ ំ វារ់បានរូ

នយ។ 
 េណំុំមិនវាេប់ាន 
 លយងីលមីលហាក់បីដូចជារីលទ្ធផលខាងលលីថ្នស្រប់រំណ្ ំ លៅកន ងចំនួនរិតរឺវារ់បាន។ លនះ 
រឺមិនរិតលទ្,រឺវាមានរំណ្ ំ លៅកន ងចំនួនរិតដដលមិនអចវារ់បាន។ ជាឧទាហរណ៍្មានរំណ្ ំ វារ់
បានទ្លទ្ដូចដដលលឃញីលៅលំហាត់2.21.។ 
២.៩. េំទណោះស្រាយ 
 ស្ររថ្វងទោយេណំុំ  

 2.1 រកស្បដវងលដាយរំណ្ ំ   

ាង  

លនាះ  

ដូលចនះ  
លដាយ ជារំណ្ ំ ដាច់លចញរីោន  

 

លរបាន  

ដផនកខាងលស្ៅ ឬខាងលស្ៅលដាយរំណ្ ំ វារ់បាន 
 2.2. បរហ ញថ្នលបី ជារំណ្ ំ លបីកណាមួយ លនាះ  
រនមតថ្ន រឺជារំណ្ ំ លបីកដដលផេ ក  រឺ  ។ លនាះចលនាល ះលដាយរមារធាត S រឺផេ កនូវចលនាល ះ
លដាយរមារធាត  ។ 
 លរបាន ជារំណ្ ំ លបីកតូចមយួដដលផេ កខ្លួនឯងរឺ  ។  លនាះនិយមន័យ លដាយរំណ្ ំ រប់បាន
ខាងលស្ៅ លយងីមាន ដដល  ។ 
 2.3. បរហ ញថ្ន ស្ទ្ីរដីបទ្2-1៖ លបី  ជារំណ្ ំ ណាមយួ លហយីលអយ វាមានផេ ករំណ្ ំ
លបីក ។ 
 ដូចជា  និង   

លដាយនិយមន័យលដាយររវ រ់ខាងលស្ៅ លឺបរ ។  
ដដលស្រប់រំណ្ ំ លបីក ។ 
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រស្មាប់ស្រប់រំណ្ ំ លបីក ដដនកំណ្ត់ទាបបំផ ត មាននិងាមនិយមន័យលដាយដដនកំណ្ត់ទាប
បំផ ត លយងីមានស្រប់  
លដាយ ។លដាយលោងាមលំហាត់ 2.2 លទ្ធផលដដលស្តូវលធ្វីាម។ 

បនតរីលំហាត2់.25។ 
 2.4. បរហ ញថ្នររវ រ់លស្ៅ លឺបរ លផេៀងផ្លេ ត់ការរិត B-3 រស្មាប់រំណ្ ំ វារ់បានដផនកខាង
លស្ៅ។ លយងីស្តូវដតបរហ ញថ្នរំណ្ ំ   

 

ភារមិនលរមីោន ឱ្យតនមលលថ្រកន ងករណី្មយួលដាយរំណ្ ំ ដដលមានររវ រ់រប់មិនអរ់ដផនកខាងលស្ៅដូចលនះ
លយងីអចដាក់ខ្ណ្ឌ លដាយខ្លួនឯងលៅករណី្ដដលស្រប់រំណ្ ំ ទាងំអរ់មានរំណ្ ំ វារ់បានរប់បានដផនក
ខាងលស្ៅ។កន ងករណី្ដដលលអយ   វាមានរំណ្ ំ លបីក ដដល  (ដដលលឃញី
លៅកន ងលំហាត់ទ្ី2.3) 

 
 

លនាះ  

លដាយ  អចយកតនមលតូចមួយណាក៏បាន  

លយងីអចបរហ ញថ្នការរិតលផសងលទ្ៀតស្តូវបានលផេៀងផ្លេ ត់។ 
 2.5. បរហ ញថ្ន លបី  ជារំណ្ ំ រប់បានលដាយចំនួនរតិ លនាះ  
ាង ចំណ្ ច(ចំនួនរតិ)លដាយរំណ្ ំ លដាយ  លនាះលយងីអចរ រំ័ទ្ធ លៅកន ង
ចលនាល ះលបីកលដាយស្បដវងខ្លីជាង ឬលរមីនឹង លរៀងៗខ្លួន  

ដូលចនះ  
លដាយ អចយកតនមលតូចណាមួយក៏បាន វាបរហ ញថ្ន  
 2.6. បរហ ញថ្ន រំណ្ ំ នីមយួៗ  និងការកំណ្ត់លដាយរំណ្ ំ ដាច់រោីន  ដដល 

 

លយងីលស្បីវធិ្ីវចិារណ៍្កំលណី្នរណិ្តវទិ្ា។រស្មាប់  លទ្ធផលរឺស្តឹមស្តូវ រននិដាា នបានថ្នរិត  
រស្មាប់ 1n−  លយងីមាន 

 

 បដនេម លៅកាន់អងាទាងំរីរ 
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លយងីអចររលររបាន(លមីលលៅកន ងលំហាត់2.30)  

 

លដាយ  ជារំណ្ ំ រប់បាន លយងីមានរំណ្ ំ នីមួយៗ  
 

លយងីអចររលរបានថ្ន  កាល យជា(3) 

 

ដូលចនះលទ្ធផលបរហ ញថ្នរិតរស្មាប់ រំណ្ ំ លបីវារតិ រស្មាប់ រំណ្ ំ  ។ ប៉ា ដនតលបីវារិតរស្មាប់
រំណ្ ំ 1 វាបរហ ញថ្នវារិតរស្មាប់រំណ្ ំ 2 រំណ្ ំ 3 និងបនាេ ប់លទ្ៀត។ 
រំណ្ ំ វារ់បាន  និងស្ទ្ឹរដីបទ្លដាយរំណ្ ំ វារ់បាន 
 2.7. បរហ ញថ្នលបី ជារំណ្ ំ វារ់បានលនាះរំណ្ ំ បំលរញ  ក៏ជារំណ្ ំ វារ់បានដដរ។ 
លដាយ ជារំណ្ ំ វារ់បានលយងីមានរំណ្ ំ នីមួយៗ  

 
ដត ជារំណ្ ំ វារ់បានលយងីស្តូវដតបរហ ញថ្ន រំណ្ ំ នីមួៗ  

 
ដត រឺដូចោន នងឹ  ។ ដូចលនះ  រឺជារំណ្ ំ វារ់បាន។ 
 2.8. បរហ ញថ្ននិយមន័យ 2.5 នងិ2.6 រឹរមមូលោន ។ 
 រស្មាប់រំណ្ ំ  និងរំណ្ ំ  លយងីមាន 

 
ាមលំហាត់ទ្ី2.4លយងីមាន 

 
លោងាមនយិមន័យ2.5 រំណ្ ំ មួយជារំណ្ ំ វារ់បានលបី 

 
ដូចលនះ លយងីអចរននិដាា នថ្ន រំណ្ ំ  អចវារ់បានលបីរំណ្ ំ  

 
ស្ចារមកវញិ លបី លយងីអន ម័តនិយមនយ័2.6 លនាះលយងីលមីលលឃញីថ្ន  អចវារ់បានលបីលោង 
ាមនិយមនយ័2.5។  
 2.9. បរហ ញថ្ន  អចវារ់បានលបី  ។ 
រស្មាប់រំណ្ ំ  លយងីមាន  នាឱំ្យលដាយ   លយងីមាន 

 
រស្មាប់រំណ្ ំ លយងីមាន លយងីអចលស្បី   
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លដាយ អចវារ់បាននិង  
 2.10. បរហ ញថ្ន លបី  និង  អចវារ់បានលនាះ  ក៏អចវារ់បាន។ 
លយងីនឹងបរហ ញថ្ន ស្រប់រំណ្ ំ  

 
លដាយ  និង ជារំណ្ ំ  លយងីមានរំណ្ ំ  

 

ដូលចនះ អចវារប់ាន។ 
 2.11. បរហ ញថ្ន លបី  និង អចវារប់ាន លនាះ  ក៏អចវារប់ាន។ លដាយស្ទ្ីរដីបទ្ 
1-12 លយីងមាន  លដាយ  និង អចវារ់បាន វាស្តូវបានបរហ ញលៅលំ
ហាត់2.7និង 2.10បរហ ញ អចវារប់ាន។ 
 2.12. បរហ ញថ្នស្បជ ំលដាយរំណ្ ំ វារ់បានរប់បានរឺជារំណ្ ំ វារ់បានលយីងលស្ជីរលររីរំណ្ ំ
លៅកន ងស្បជ ំលដាយរប់បានលដាយរំណ្ ំ វារ់បានរប់បានអចជារំណ្ ំ ដាច់លចញរីោន លយីងស្តូវដត

បរហ ញថ្ន លបី  ជារំណ្ ំ វារ់បានដដលដាច់លចញរីោន  លនាះ ជារំណ្ ំ វារ់បាន

លដាយស្បជ ំលដាយរប់បានលដាយរំណ្ ំ វារ់បានរឺជារំណ្ ំ វារ់បាន លយងីមានរំណ្ ំ  ដដល 

 

លដាយ  រឺមិនអស្រ័យ  លយងីមានlimit ដដល  

 

នាឱំ្យ ជារំណ្ ំ វារ់បាន។ 

 2.13. បរហ ញថ្ន លបី  ជារំណ្ ំ វារប់ានដដលដាច់លចញរីោន  លនាះ 
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ាមលំនាលំនះលៅលំហាត់ទ្ី2.12 បានលអយ   ជារំណ្ ំ ចំនួនរិត។ 
 2.14. បរហ ញថ្នររវ រ់លដាយរំណ្ ំ រប់បាន រឺជារូនយ 
លដាយលំហាត់2.5,  នាឱំ្យលំហាត់2.9 ររវ រ់លដាយ  ស្តូវបានលអយលដាយ 

 
 2.15. បរហ ញថ្នស្បជ ំរប់បានលដាយរំណ្ ំ រប់បានមានររវ រ់រូនយ។ 
លដាយស្បជ ំរប់បានលដាយរំណ្ ំ រប់រឺរំណ្ ំ រប់បាន ររវ រ់លដាយរំណ្ ំ លនះរឺរូនយ លដាយលោងាម
លំហាត់ទ្ី2.14។ 
   2.16. លរមានរំណ្ ំ វារ់បាន ដដល កំណ្ត់។ 

 បរហ ញថ្ន  

ាង លនាះលយងីបាន 

 
លដាយ ជារំណ្ ំ ដាច់លចញរីោន  និងរំណ្ ំ ទាងំអរ់អចវារ់បានលយងីបាន 

 
លដាយ អចររលររបានថ្ន 

 
 

=  

ដូចលនះលដាយ    រឺកំណ្ត់ ។ 

 2.17. បរហ ញថ្នរំណ្ ំ កង់ទ្័រជារំណ្ ំ រប់បាន និងចូររកររវ រ់របរ់វាលៅកន ងរំណ្ ំ កង់ទ្័រ លៅ
ចលនាល ះ ស្តូវបានបំដបកជា៣ដផនក និងដផនកកណាដ លរឺស្តូវបានល បលចាល ។ លនាះចលនាល ះដដលលៅ
រល់ក៏ស្តូបានលរដចកជា៣ដផនកតលទ្ៀតដដរ លហយី ក់កណាដ លដផនកទ្ីបីនីមួយៗស្តូបានល បលចាលដូច
ោន  ។  ដំលណី្រការលនះស្តូវបានអន វតតជាញឹកញាប់ដដដលៗលហយីអវីដដលលៅរល់លនាះរឺរំណ្ ំ កង់ទ្័រ ។  

ជំហានដំបូងចលនាល ះលដាយស្បដវង 1

3
ស្តូវបានល បលចាល។លៅជំហានទ្ី២ ចលនាល ះលដាយស្បដវង 2

1

3
ស្តូវ

បានល បលចាលដដរ ។ ជាទូ្លៅ បនាេ ប់រីជំហានទ្ី  , ចលនាល ះលដាយស្បដវង 1

3n
ស្តូវបានល បលចាល

លទ្ៀត ។ 

 

មួយកន ងចំលណាមលកខណ្ៈលដាយរំណ្ ំ កង់ទ្័ររឺថ្នលបីលទាះបីជាវាជារំណ្ ំ រប់មិនបានប៉ា ដនដវាមានររវ រ់
លរមីរូនយ  ។ 
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 2.18. លរឱ្យ  ជាចលនាល ះ  ។  បរហ ញថ្នលកខខ្ណ្ឌ ចាបំាច់រស្មាប់ឱ្យរំណ្ ំ  លៅកន ង
អចវារ់បានរឺ ( ) ( ) ( )e e em I m E m E= +   
ាមនិយមន័យរំណ្ ំ  មួយ រឺអចវារ់បានលបីរល់រំណ្ ំ  

 
លនាះលបីជាទូ្លៅ លយងីឱ្យ  ចលមលីយដដលស្តូវការលៅកន ងករណី្លនះរឺ  

និង  
ឱ្យ ជារំណ្ ំ លហីយរនមតថ្ន រឺអចវារ់បានដដលមាន ដូលចនះ  (លមីលដំលណាះ
ស្សាយទ្ី2.45)លដាយGអចវារ់បានលយងីមាន 

 

 
វាអន វតតលៅាម 

 
 
 

 
លយងីលឃញីថ្ន 

 
លយងីដឹងថ្ន 

 
ការដក(2)លចញរី(1)៖ 

 
លដាយ      លយងីមាន       និង       
ដូលចនះ   
លដាយលោងាមដំលណាះស្សាយ២.៨ វាបរហ ញឱ្យលឃញីថ្ន  រឺអចវារ់បាន។ 
 វាស្តូវបានកត់រមាា ល់ឱ្យលឃីញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្លនះរឺស្សាយលៅលស្កាមការរនមតដដលថ្នរំណ្ ំ  វាមាន
រំណ្ ំ វារ់បាន  ដូចលនះ  ។វារឺស្តឹមស្តូវលបីលោងាមររវ រ់ខាងលស្ៅ ឺលបរ ដដល
បានបរហ ញលៅកន ងនិយមន័យ2.7។ ការវារ់ដវងដវងដផនកខាងលស្ៅ ដដលទូ្លៅវាស្តឹមស្តូវ រឺជាញឹកញាប់
លរលៅថ្ន ការវារ់ដវងដវងខាងលស្ៅដដលលទ្ៀងទាត់។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្VITALI 
 2.19. ការស្សាយស្ទ្ឹរដីបទ្2-20 [ស្ទ្ឹរដីបទ្VITALI]លរឱ្យ រឺជារំណ្ ំ លបីកលដាយររវ រ់កំណ្ត់ 
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បានដដលមានផេ ក ។ដូលចនះ លយងីអចរនមតបានថ្នររវ រ់នីមួយៗលដាយ  ជារបរ់រំណ្ ំ   ។ 
រនមតថ្ន រឺជាលោលលលីតិចជាងលរបំផ តលដាយស្បដវងលនាះលដាយចលនាល ះទាងំលនះលដាយរំណ្ ំ  ។ 
យកចលនាល ះដដល  ដដលស្បដវងរបរ់វាធ្ំជាង លបីរិន លនាះ
ចលមលីយស្តូវបានលដាះស្សាយោ៉ា ងរយ។ លបីមិនដូលចនះលទ្ឱ្យ ជាលោលលលីតិចជាងលរលដាយស្បដវង
របរ់ចលនាល ះលដាយរំណ្ ំ ដដលវាដាច់រី និងស្បដវងរបរ់វារឺធ្ំជាង  រឺថ្ននាំឱ្យ  
លបី លនាះលយងីនឹងទ្ទ្ួលបានលទ្ធផលដដលស្តូវការ។លបីមិនដូចលនះលទ្លយងីលៅបនដ
ដំលណី្រការលដាយការដរវងរកចលនាល ះ តលៅលទ្ៀត។លៅលរលករណី្លទ្ធផលលកីតល ីងដំលណី្រការ
ទាងំមូលស្តូវបានល បលចាលឬលបីមិនដូលចាន ះលទ្ដំលណី្រការលនាះមិនស្តូវបានល បលចាលលទ្។លយីងចារ់
ណារ់លហីយថ្ននឹងលៅរិនិតយករណី្ដដលដំលណី្រការលនះមិនស្តូវបានល បលចាល។ លៅកន ងករណី្លនះ 
លយងីនឹងទ្ទ្ួលបានលរ៊ារ ី លដាយចលនាល ះដាច់ដដលមានលកខណ្៖ 

                                             (1) 

លដាយ  ដូចលនះ   លយងីមានលដាយលំហាត2់.13 

                                   

ដូចលនះ លរ៊ារលីៅកន ង(2)រមួ និង(1) 
និង  

រនមតថ្នរំណ្ ំ   ដដលវាមិនដមនជារំណ្ ំ ទ្លទ្។លបី លនាះវាជារបរ់    លហីយវា

មិនដមនជារបរ់ លទ្។លបីលោងាមនិយមន័យរបរ់វាី ី លរថ្នវានឹងមានចលនាល ះ 
ដដលមានផេ ក ។លហយីរំណ្ ំ  រឺដាច់ោន រី  ។ 
ចលនាល ះ ចារ់ជាមានចំណ្ ចោ៉ា ងតិចមួយជាមួយនឹងចលនាល ះ  ដដល    លហយីលបី     ដាច់រី  

  ក រណី្   លយី ង រួ រចំ ណាំ ផ ង ដដ រថ្ន   ក រណី្ 
   លហីយ  ដដលថ្ន ដូលចនះចលនាល ះ នឹងមិនដមនជាចលនាល ះលទ្ៀត

លទ្។លយីងអចរនមតបានថ្នចលនាល ះទ្ីមួយលៅកន ងលរ៊ារ ី ដដល មានចំណ្ ចធ្មមាលនាះរឺ   
លយងីលឃញីថ្នកន ងករណី្លនះ 

 

 
  
 
លបី  លយងីលមីលាមរូបភារ២.១ដដលចំរយលចញរី  លៅចំណ្ ចកណាត លលដាយ     
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មិនអចលលីរ   ឬ  លដាយលស្បីរមីការ  ។ ដូចលនះ លបីលយីងរិនិតយ
លមីលចលនាល ះលដាយ  រមួជាមួយនឹងចំណ្ ចកណាត លដូចោន ដូចជា ក៏ប៉ា ដនត រយៈលរលស្បាដំងដវង
ជាង ដដលលយងីរលងកតលឃញីថ្ន ។   រីលនះលយងីលធ្វីាមនូវស្រប់ចំណ្ ច   ជារបរ់  

  និងជារបរ់    ផងដដរមានន័យថ្ន  

 

លនាះ     លដាយាមរយៈលំហាត់ 2.25 នាឱំ្យ 

 

ប៉ា ដនដលដាយ រមួវាលធ្វីាមដដលថ្នលរឱ្យ វាមានលលខ្មួយរឺ ដូលចនះលហយីផលបូកច ង

លស្កាយលរលនាះអចបលងកីតលលខ្តិចជាង ករណី្  

  ករណី្                               (5) 

2.20. បរហ ញថ្នររ បលរចកដីលដាយលំហាត់ 2.19រឺវាដូចោន នឹង  

ឬក៏រមមូលនឹងចលនាល ះដាច់ ស្របដណ្ត ប់លៅលលី លរេដីតស្រប់កដនលង។ 

លទ្ធផល  លដាយលំហាត់ 2.19អចររលររជារមីការបានថ្ន  

ដូចលនះាមរយៈលំហាត់2.9 លយងីបាន រំណ្ ំ មិនអចវារ់បាន។ 

2.21. បរហ ញលកខណ្ៈលរលរំណ្ ំ វារ់ដវងមិនបាន លយីងរួរបរហ ញថ្នវាមានរំណ្ ំ វារ់ដវងមិនបាន
មួយលៅចលនាល ះ  ។  រស្មាប់ភាររយស្រួលកន ងការលៅដល់រំណ្ ំ លនះ លយងីរួរដតដាក់ចលនាល ះលនះ
លៅបរមិាស្ត លដាយរងវង់មួយ ដូចលនះរីចំណ្ ចលៅកន ងចលនាល ះ  វានឹងមានដតចំណ្ ចដតមួយរត់
ប៉ា លណាណ ះលៅលលី លហយីរមួ  ។ 
       ឱ្យ និង កាល យជារីរចំណ្ ចលៅលលី ។លយងីចាត់ និង ជារីរចំណ្ ចលរមីោន ស្បរិនវាមានការ
ភាច ប់រញនាមានស្បដវង លហយីកន ងករណី្លនះលយងីររលររ  ។ 
        លយងីរនមតយករំណ្ ំ រងលដាយ ដដលកំណ្តរ់មាា ល់លដាយ មានលកខណ្ៈដដលថ្នចំណ្ ច
រីររឺ និង រឺលៅកន ង ដតមួយលបី  ។  លៅកន ងរំណ្ ំ ជាទូ្លៅស្តូវបានលរលៅថ្នថ្នន ក់រម
មូល។លដាយចំនួនរប់បាចងឹវាចារ់ណារ់ថ្នរំណ្ ំ មានរំណ្ ំ ចំណ្ ចកណំ្ត់អចរបប់ានមួយ 
ឧទាហរណ៏្ថ្នវាអចរប់បាន។ 
  រំណ្ ំ រឺជាទូ្លៅជារំណ្ ំ ដាច់។ លបីចំណ្ ចដដដល  ជារបរ់រំណ្ ំ លផសងៗលទ្ៀតលដាយរំណ្ ំ  
និង   លនាះរល់ចំណ្ ចទាងំអរ់លដាយរំណ្ ំ  និង រឺដូចោន  ដូចលនះរំណ្ ំ រឺដូច 
រំណ្ ំ  ។ លដាយរំណ្ ំ រឺជារំណ្ ំ ដាច់វាក៏ស្តូវបានលរទាញបានថ្នមានវាមានលលខ្រប់មិនបាន 
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លដាយរំណ្ ំ នីមួយៗ។ លដីមបរីិនិតយលលីចំណ្ ចលនះលយងីស្តូវរលងកតរំណ្ ំ នីមួយៗស្តូវមានលលខ្ដាច់ៗ
និងរលងកតថ្នរំណ្ ំ លដាយលលខ្រឺវារប់មិនបានលទ្។ 
      លយីងអចបលងកីតរំណ្ ំ មួយដដលមានចំណ្ ចមួយរឺ រីរំណ្ ំ នីមួយៗលដាយ ដូចលនះ
ចំណ្ ចដាច់រីរលដាយរំណ្ ំ  រឺមិនលរមីោន លទ្ ។ លដីមបលីធ្វីដបបលនះលយងីចាបំាច់ស្តូវលស្បីអ័កសលដាយជលស្មី
រ។រំណ្ ំ  រឺជារំណ្ ំ វារ់ដវងមិនបានដដលស្តូវការ ។ 
      លដីមបបីរហ ញថ្នរំណ្ ំ មិនអចវារ់បានលយីងស្តូវរនមតថ្នរំណ្ ំ លដាយលលខ្ចលនាល ះ0និង1ស្តូវ
បានកត់រមាា ល់ថ្ន  ។ជាទូ្លៅ លរឱ្យ  ។  រស្មាប់រល់ចំនួនរត់រ ឡឺាទ្ីបវជិាមាន ឱ្យ
ជារំណ្ ំ ចំណ្ ចលដាយ  ដដលលយីងទ្ទ្ួលបានលដាយការបងវិលស្ទ្និចនា ិកាលដាយរំណ្ ំ    

ាមធ្នូលដាយស្បដវង  ។  វាបរហ ញឱ្យចារ់ថ្ន និងរល់រំណ្ ំ ស្របោន  ដូចលនះរួកវាអច
ជារំណ្ ំ រប់បានផងនិងរំណ្ ំ វារ់ដវងមិនបានផង ។ 
        រំណ្ ំ រឺមិនមានចំណ្ ចណាជាធ្មមាល ីយឧទាហរណ៏្រំណ្ ំ ទាងំលនាះរឺជារំណ្ ំ ដាច់  ។  
លដីមបីបរហ ញលកខណ្ៈលនះ លយីងរនមតថ្នមានរំណ្ ំ  រីរ  និង  ។  លបី  និង មិនដាច់ោន  
លនាះវាមានចំណ្ ចមួយជាធ្មមា រឹ  ។  លដាយ    លនាះវាមាន    ដដលស្បដវងអ័កសរី
 លៅ  រឺ   ។  ដូចលនះស្បដវងអ័កសរី លៅ រឺជាចំនួនរិតឧទាហរណ៏្   ។  លនះបរហ ញឱ្យ

លឃីញថ្នលទាះបីជាផេ យរីការរិតដដលថ្នោម នចំណ្ ចដាច់រីរលដាយSអចរមមូល  ។  ដូចលនះ លយីង
ស្តូវមាន   ។ដូចលនះ លយងីមាន  ដដលវាមិនអចលៅរចួ។ ការផេ ញលនះ បរហ ញថ្នរំណ្ ំ
រឺដាច់។ 
        លបីលយងីយកចំណ្ ចណាមួយ លនាះលយងីមាន ។ 
លដាយ វាលោងាមស្បដវងអ័កសរី លៅ  លរមី ករណី្ចំនួនរត់រ ឡឺាទ្ីបវជិាមាន ។ 
ដូចលនះ  
ដូចលនះ ស្របច់ំណ្ ចនមីួយៗលដាយ រឺជារបរ់រំណ្ ំ  ។ 

        លយងីអចររ បបានថ្ន ដដល  ជារំណ្ ំ ដាច់។លនាះលបីរំណ្ ំ  អចវារ់បានលយងី

មាន  និង  
លបី    លយី ងមាន   លហីយ លបី   លយី ងនឹងមាន   ។លដាយ

  លយីងមិនអចមាន  ឬ  បានលទ្  ។ ការផេ យដបបលនះបរហ ញថ្នរំណ្ ំ  មិន
អចវារ់បានដូចដដលលយងីស្តូវការចាបំាច់លដីមបបីរហ ញលទ្ ។ 
 
 
 
 
 
 

S x A

S

S

S

1 2 3, , .....r r r
1 0r =

kS C S

kr 1S S= KS

kS

kS 4S 7S 4S 7S

p 7p S z S z

p Z 7r y Z y z

y z= 4 7r r= kS

x C x A

x A x x kr k

kx S

C kS

1

k

k

C S


=

= kS kS

1 2( ) ( ) ( ) ...m S m S m S= = = 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ...m C m S m S m S m S= + + = + +

( ) 0m S  ( )m C = ( ) 0m S = ( ) 0m C =

( ) 1m C = ( )m C = 0 S



 64      

២.៨. លហំាត់រថ្នែម 
      ស្ររថ្វងទោយេណំុំ 
2.22 រកស្បដវងននរំណ្ ំ នមីួយៗ 

 
 

 
ចលមលីយ៖        

2.23 រកស្បដវងលដាយរំណ្ ំ       ចលមលយី៖1។ 

2.24 រកស្បដវងលដាយរំណ្ ំ         ចលមលីយ ។ 

រង្វវ េខ់ាងទស្រៅ 
2.25 លបី     បរហ ញថ្ន  
2.26 បរហ ញថ្នលបីរិន   ជាចលនាល ះបិទ្  លនាះ  
2.27 រស្ងីកលទ្ធផលលដាយលំហាត់២.២៦លៅស្រប់រមាល ត 
2.28 បរហ ញថ្នលស្បីលបី  ជារំណ្ ំ បិទ្ លនាះ  
2.29 លបី  បរហ ញថ្ន       
2.30 ស្សាយបញ្ច ក់រមកីារ (3) លដាយលំហាត់2.6. 
រំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាននិងស្ទ្ឹរដីបទ្លដាយការវារ់ដវង 
2.31 បរហ ញថ្នតស្មូវការ រស្មាប់វារ់ដវងដវងរឺលធ្វីលដាយលោងាមតស្មូវការលផសងៗលទ្ៀត។ 
2.32 បរហ ញថ្នរំណ្ ំ រងលដាយចំនួន    រឺអចវារប់ាននិងរកស្បដវងររវ រ់របរ់វា។ 
2.33 បរហ ញថ្នរំណ្ ំ លដាយលលខ្លៅចលនាល ះ រឺអចវារ់បាននិងរកស្បដវងររវ រ់របរ់វា។លតីវាលៅ
មានរំណ្ ំ រងលដាយលលខ្ដនទ្លទ្ៀតដដលអចវារ់បានលទ្? 
រូមបញ្ា ក់អំណ្ះអំណាងរបរ់អនក។ 
2.34 បរហ ញថ្នស្រប់រល់ចលនាល ះ   រឺអចវារ់បាននិងមានររវ រ់លរមីនឹងស្បដវងរបរ់វា ។ 
ឧទាហរណ៏្  
2.35 បរហ ញថ្ន រឺជារំណ្ ំ លបីកណាមួយលនាះ រឺអចវារ់បាននិង   
2.36 បរហ ញថ្នលបី រឺជារំណ្ ំ បិទ្ណាមយួលនាះ រឺអចវារ់បាននិង  ។     
2.37 បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ ។ 
2.38 បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ ។ 
2.39. ចូររកអំណ្ះអំណាងឬបដិលរធ្អំណ្ះអំណាង៖ រល់រំណ្ ំ រងលដាយរំណ្ ំ វារ់បានរឺអចវារ់
បាន។ 
2.40. លដាយលស្បីលំហាត់  បរហ ញថ្នរំណ្ ំ លដាយចំណ្ ចលៅលលីចលនាល ះ រឺមិនអចរប់បានលទ្។ 
2.41. លបី   រជឺារំណ្ ំ វារ់បានរចួបរហ ញថ្ន 
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ដដលវារឺជាជាទូ្លៅលដាយស្ទ្ឹរដីបទ្2-10។  រូមបរហ ញជាទូ្លៅបដនេមលទ្ៀត  ។ 
2.42. បរហ ញថ្នរំណ្ ំ  មួយអចវារ់បានល ះស្ាដតមាន  ដដលមានរំណ្ ំ លបីក  លហត 
លនះ  ។ 
2.43. បរហ ញថ្នរំណ្ ំ  មួយអចវារ់បានល ះស្ាដតមាន  ដដលមានរំណ្ ំ បទិ្  លហត 
លនះ  ។ 
2.44. បរហ ញថ្នរំណ្ ំ   មួយរឺអចវារ់បានល ះស្ាដតមាន  ដដលមានរំណ្ ំ លបីក និង
រំណ្ ំ បិទ្  លហត លនះ   ។ 
2.45. លបី  រឺជារំណ្ ំ ណាមួយ  បរហ ញថ្នវាមានរំណ្ ំ វារ់បាន  លហត លនះ 

   ។  រូមលមលីលៅលំហាត់ខាងលលី។ 
2.46. រនមតថ្នរល់លលខ្ចលនាល ះ 0 និង 1 រឺការរស្ងីកដដលោម នទ្ីបញ្ច ប់លៅកន ងជញ្ច ីងលដាយ10 
ឧទាហរណ៏្ ដូចជាទ្រភាររត់។បរហ ញថ្នររវ រ់លដាយរំណ្ ំ លដាយលលខ្ទាងំអរ់ដដលខ្េង់រិលរររឺ
លលខ្5បានល បលចាលលហយីលរមីរូនយ ។ 
2.47. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ ។ 
2.48. លដាយលស្បីនិយមន័យ លឺបរ លដាយរំណ្ ំ វារ់បាន។ 
បរហ ញ  ស្ទ្ឹរដីបទ្2-6   (b)ស្ទ្ឹរដីបទ្2-11។ 
2.49. បរហ ញរលបៀបកន ងការស្សាយស្ទ្ឹរដីបទ្មួយចំនួន លបីលយីងចាប់លផដីមនិយមន័យដដលថ្នរំណ្ ំ   
អចវារ់បានលបីវាមានរំណ្ ំ លបីកមួយ លហត លនះ   [លបីលស្បៀបលធ្ៀបនឹងលំ
ហាត់2.42] 
2.50. លធ្វីលំហាត់2.49   លបីលយីងលស្បីនិយមន័យដដលថ្ន  រឺអចវារ់បានលបីវាមានរំណ្ ំ លបីក

  និងរំណ្ ំ បិទ្   លហត លនះ  [លបីលស្បៀបលធ្ៀបនឹងលំហាត់]។ 
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ទមទរៀនទី៣៖  អ្នុគមន៍វាេប់ាន 
៣.១.អ្នគុមន៍ង្វយ និងអ្នុគមន៍មិនអ្វិជាមាន 

លរឱ្យ  ជារំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន លហយី ជាអន រមន៍រិតកំណ្ត់លលី  ។  លយងីអច
និោយបានថ្ន រឺជា លឺបរដដលអចវារ់បាន និោយខ្លីរឺវារ់បានលលី  លបីរល់ចំនួនរិត  
ជារំណ្ ំ តនមលនន  ដដល អចវារ់បាន។ រំណ្ ំ តនមល ដដល  អច 
ររលររបានថ្ន  ឬ  លបី  វារ់បាន មានលឈាម ះថ្ន អន រមន៍វារ់ 
បាន ។ 
៣.២. ស្រទេឹដរីទេខំាន់ៗ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.១៖  អន រមន៍  វារ់បានលលីរំណ្ ំ   ស្បរិនលបីស្រប់រល់ចំនួនរិត   
និមួយៗ រេិតលៅកន ងរំណ្ ំ  មួយកន ងចំលណាមរំណ្ ំ ទាងំបីខាងលស្កាមរឺអចវារ់បាន។ 

 
លហយីស្បរិនលបីរំណ្ ំ មួយកន ងចំលណាមរំណ្ ំ ទាងំលនះអចវារ់បានលនាះរំណ្ ំ ទាងំអរ់រឺវារ់បាន ។  
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.២៖  ស្បរិនលបី ជាអន រមន៍វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ   លហីយ

 អចវារ់បានរល់តនមល ។ ស្ចារ់មកវញិអត់រិត (លំហាត់ទ្ី៣.៦)។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.៣៖  អន រមន៍ ជាអន រមន៍វារ់បានលលីរំណ្ ំ   ស្បរិនលបីរល់រូរនិមួយៗ
ននចំនួនរិតជាក់ោក់   និង  លនាះរឺ  រឺអចវារ់បាន។ លទ្ធផលបរហ ញថ្ន
រិត លបីរញ្ញ វរិមភារមួយ ឬទាងំរីរជំនួរលដាយរញ្ញ តូចជាងឬលរមី ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.៤៖  អន រមន៍ ជាអន រមន៍វារ់បានលលីរំណ្ ំ   ស្បរិនលបី  
អចវារ់បានរល់ចំនួនរនិទាន ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.៥៖  លបី  ជាអន រមន៍វារ់បានលលីរំណ្ ំ   មួយលហីយលបី  លនាះ 

 វារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.៦៖  លបី ជាអន រមន៍វារ់បានលលីថ្នន ក់រប់បានមួយននរំណ្ ំ ដាច់ ,  

លនាះវាវារ់បានលៅលលីលកខណ្ៈ  ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.៧៖  លបី និង ជាអន រមន៍វារ់បានលៅលលី  លនាះ  រឺ
អចវារ់បាន។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.៨៖  អន រមន៍ចំនួនលថ្រ រឺអចវារ់បាន។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.៩៖  លបី ជាអន រមន៍វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ   លនាះចំនួនលថ្រមួយចំនួនដូច
ជា   និង  វារ់បានលនាះលលីរំណ្ ំ   ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.១០៖  លបី ជាអន រមន៍វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ   លនាះ  អចវារ់
បានលលីរំណ្ ំ  ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.១១៖  លបី និង ជាអន រមន៍វារ់បានលៅលលី  លនាះ 
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 និង ដដល រឺអចវារ់បានលៅ
លលីរំណ្ ំ  ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.១២៖  លបី និង  ជាអន រមន៍វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ   លនាះអតិបរមា 
និងអបបរមានន និង  ដូចជា និង រឺអចវារ់បាន។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.១៣៖  លបី ជាអន រមន៍វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ   លនាះ  ជាអន រមន៍
វារ់បានលៅលលី ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.១៤៖  លបី ជាអន រមន៍ជាប់បានលលីរំណ្ ំ   រឺអចវារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ  
។ 

 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.១៥៖  ស្បរិនលបី  ជាអន រមន៍ជាប់ និង  អចវារ់បាន លនាះ 
 វារ់បាន។ មា៉ាងវញិលទ្ៀត អន រមន៍ជាប់មួយននអន រមន៍វារ់បានរឺវារ់បាន។ លទាះបីជា

ោ៉ា ងណាក៏លដាយ អន រមន៍វារ់បានននអន រមន៍វារ់បានមួយលទ្ៀតមិនចាបំាច់វារ់លទ្។ 
 ស្ទ្ឹរដី បទ្ ៣.១៦៖  លរឱ្យ  ជារវី តននអន រមន៍វារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ លនាះ 

 លៅថ្នអន រមន៍លោលលលី និង  លៅថ្នអន រមន៍លោល
លស្កាម ដដលជាអន រមន៍វារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.១៧៖  លរឱ្យ  ជារវីតម៉ាូណូ្តូនមួយននអន រមន៍វារ់បានលលីរំណ្ ំ  
ដដល  លនាះ  ជាអន រមន៍វារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ (ចំណាំ: រវីត  
ស្តូវបានលរកំណ្ត់ថ្នវាជារវីតម៉ាូណូ្តូនលកីន ស្បរិនលបី  និងជារវីតម៉ាូណូ្តូនច ះ
កាលណា   និងជារវីតម៉ាូណូ្តូនកាលណា រវីតជាម៉ាូណូ្តូនលកីន ឬម៉ាូណូ្តូនច ះ)។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.១៨៖  លរឱ្យ  ជារវីតននអន រមន៍ដដលអចវារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ   ។ 
លនាះ  និង  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។  
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.១៩៖  លរឱ្យ  ជារវីតននអន រមន៍ដដលអចវារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ   
លនាះ ។ លហយី  ជាអន រមន៍អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។  ជាលទ្ធផលរឺរិត
កន ងករណី្  ស្រប់ទ្ីាងំ ។ 
 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.២០៖  លបី ជាអន រមន៍វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ លហយី  លរេីដត
ស្រប់ទ្ីាងំលៅលលីរំណ្ ំ   លនាះ  រឺអចវារ់បានលលី  ។  
៣.៣. ថាៃ ក ់Baire និងស្រទឹេដរីទ Egorov 

៣.៣.១. ថាៃ ក់ Baire 
ាមរយៈស្ទ្ឹរតីបទ្ខាងលលី លយីងរលងកតលឃីញថ្នស្រប់អន រមន៍ជាប់ទាងំអរ់អចវារ់បាន និង

ស្រប់លីមីតននរវីតននអន រមន៍វារ់បានរឺវារ់បាន។ លោងលៅាម លីមីតននរវីតននអន រមន៍ជាប់ 
ដដលស្បដហលជាដាច់រឺវារ់បាន និងលីមីតននអន រមន៍ដាច់ទាងំលនះរឺអចវារ់បាន។ ដូចលចនះ លយីង
ទ្ទ្ួលបានលំដាប់ននអន រមន៍វារ់បានមួយ។ 
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កណ្ត់ថ្នន ក់ដប៊ាររឺជាស្រួសារននអន រមន៍រិតលៅលលីលំហតូប៉ាូ ូជី  លរៀងោន លដាយលលខ្លំដាប់ ដដល
ស្តូវបានលរកំណ្ត់លដាយការលធ្វីល ងីមតងលទ្ៀតននអន មានរមួ ។ ថ្នន ក់ដប៊ារមានរីររឺ៖ 

- ដប៊ារថ្នន ក់រូនយ ាងលដាយ  
- ដប៊ារថ្នន ក់ដំបូង ាងលដាយ  

លនាះនាឱំ្យដប៊ារ ផតល់ឱ្យចំដណ្កថ្នន ក់ននអន រមន៍។ អន រមន៍មួយស្តូវបានលរនិោយថ្នលៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារ
ននថ្នន ក់រូនយ (ឬរងខបខ្លីរឺថ្ន ដប៊ារថ្នន ក់ 0) ស្បរិនលបីវាជាអន រមន៍ជាប់។  
អន រមន៍មួយដដលវាជាលីមីតននរវីតននអន រមន៍ជាប់ (ដូចជា អន រមន៍រេិតលៅកន ងដប៊ារថ្នន ក់ 0) ប៉ា ដនត
វាខ្លួនឯងមិនដមនជាអន រមន៍ជាប់ រេិតលៅកន ង ដប៊ារថ្នន ក់ទ្ី១ (ឬ រលងខបខ្លីរឺថ្ន ដប៊ារថ្នន ក់ទ្ី១) ។ ឬ ដប៊ារ
ថ្នន ក់ទ្ី១ ផេ កអន រមន៍ទាងំលនាះ ដដលជាអន រមន៍ដាច់ប៉ា ដនតជាចំណ្ ច លីមីតននរវីតននអន រមន៍ជាប់ 
ដូចជាថ្នន ក់អបបបរមារននអន រមន៍ផេ កអន រមន៍ជាប់និងបិទ្លៅលស្កាមស្បតិបតតិការ ននការកំណ្ត់ចំណ្ ច
ននលីមីត ។ 
  ជាទូ្លៅអន រមន៍មួយស្តូវបានលរនិោយថ្ន វាលៅកន ងដប៊ារថ្នន ក់  ស្បរិនលបីវាជាលីមីតននរវីត
ននអន រមន៍ ដប៊ារថ្នន ក់ ប៉ា ដនតវាមិនដមនជាខ្លួនឯងដដលលៅកន ងថ្នន ក់ណាមួយននដប៊ារថ្នន ក់  

។ លបី  រឺជាលំដាប់ននចំនួនដដលអចរប់បាន ដដល     ជាថ្នន ក់ដប៊ារ ដដល   
រេិតលៅអន រមន៍ទាងំលនាះដដលមិនរេិតលៅកន ងថ្នន ក់  ដដល  ប៉ា ដនតជាចំណ្ ចននលីមីតននរវី
តននអន រមន៍  (Baire, 1998) ។ ស្រប់អន រមន៍ដដលរេិតលៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារមួយចំនួន រឺវារ់បាន ។ 

៣.៣.២. ស្រទឹេតរីទ EGOROV’S THEOREM     
ាង  ជាលំហវារ់បាន។ ាង  ដដល  និង  និងាង  

និងាង  ជាអន រមន៍វារ់បាន លនាះ លៅលលីរំណ្ ំ   ាង 
 លនាះលរបាន  ដដល  និង ។  ដូចលនះ   ដូចោន លលី ។ 

 ស្ទ្ឹរដីបទ្ ៣.២១៖  លរឱ្យ  ជារវីតននអន រមន៍វារ់បានដដលរមួលៅរកលីមីតកំណ្ត់ 
 លរេី ដតស្រប់ទ្ីាំងលៅលលីរំណ្ ំ   ននររវ រ់ជាក់ោក់។ ាងលលខ្មួយចំនួន  មាន

រំណ្ ំ   មួយននររវ រ់ដដលធ្ំជាង  ដដល  រមួលៅ  ដតមួយ។ 
៣.៤.េំទណោះស្រាយ 
 ៣.១ បរហ ញថ្ន  វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ  ស្បរិនលបីរល់ចំនួនរិត  និមួយៗ ដដល
រំណ្ ំ   រឺជារំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន។ 

ដំលណាះស្សាយ 
ស្បរិនលបី  វារ់បានលលីរំណ្ ំ  លនាះចំននួរិត  និមួយៗ ដដល  រឺជា 

រំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន ។ 
ាមស្ទ្ឹរតីបទ្ 2.2 (ទ្ំរ័រ 32) ស្បរិនលប ី  អចវារ់បានលនាះ  អចវារ់បាន និងស្ចារមកវញិ ។ 
វាជារំណ្ ំ បំលរញឱ្យរំណ្ ំ E  ដដលផតល់លដាយរំណ្ ំ   រឺជារំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន ។  
ផេ យមកវញិ លបី  អចវារ់បាន។ 
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ដូចលនះ ជារំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន ដដល  ជារំណ្ ំ វារ់បានលលី  ។ 
 ៣.២ បរហ ញថ្ន  វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ  ស្បរិនលបីចំនួនរតិ  និមួយៗ ដដលរំណ្ ំ  

 រឺជារំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

ស្បរិនលបី  វារ់បានលលីរំណ្ ំ  លហយីចំនួនរិត  និមយួៗ ដដល  រឺជា

រំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន។ លនាះ  អចវារ់បាន ដដល  

ទាញបានថ្ន  អចវារ់បាន 

ផេ យមកវញិ លបី  អចវារ់បាន លនាះ  អចវារ់បាន ដដល  

 
ដូចលនះ ជារំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន ដដល  ជារំណ្ ំ

វារ់បានលលី ។ 
 ៣.៣ បរហ ញថ្ន  វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ  ស្បរិនលបីចំនួនរតិ  និមួយៗ ដដលរំណ្ ំ  

 រឺជារំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន។ 
ដំលណាះស្សាយ 

ស្បរិនលបី  វារ់បានលលីរំណ្ ំ  លហយី  រឺជារំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន

រស្មាប់រំណ្ ំ ចំនួនរិត ។ ាម 3.2 លបី  អចវារ់បាន លនាះ  

អចវារ់បាន ដដល ។  អចវារ់បាន និងបំលរញឱ្យ  ដដលផតល់លដាយ 
 អចវារ់បាន ាម3.2 លនាះ  ជារំណ្ ំ វារ់បានលលី ។ 

 ៣.៤ បរហ ញថ្ន  វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ  លនាះ  អចវារ់បានរស្មាប់
រំណ្ ំ ចំនួនរតិ  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន  

លដាយលហត ថ្នរំណ្ ំ   លៅខាងសាត វំារ់បាន លនាះចំណ្ ចស្បររវវាក៏អចវារ់បានដដរ និងលទ្ធផល
ស្តូវបានបរហ ញ។ 
 ៣.៥ បរហ ញថ្ន  វារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ  លនាះ  និង  

 អចវារ់បាន។ 
ដំលណាះស្សាយ 

(a)លយងីមាន   និងលដាយចំណ្ ចស្បររវជារំណ្ ំ ដដល
អចរប់បានននរំណ្ ំ ដដលអចវារ់បាន លនាះលទ្ធផលស្តូវបានរស្មាយបញ្ា ក់។ 
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(b) លយងីមាន  លទ្ធផលស្តូវបានរស្មាយបញ្ា ក់ាម  
(a)។ 

 ៣.៦ ឱ្យឧទាហរណ៍្មួយលដីមបបីរហ ញថ្ន  អចវារ់បានរស្មាប់រំណ្ ំ ចំនួនរតិ  
 វាស្បដហលជារិតដដល  មិនអចវារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ ។ លស្បៀបលធ្ៀបលំហាត់ 3.4។ 

ដំលណាះស្សាយ 
រនមតថ្ន  រជឺារំណ្ ំ ដដលមិនអចវារ់បាន (លំហាត់២.២១) 

ាងរំណ្ ំ លនះលធ្វីឱ្យស្រលដៀងោន លៅកន ងលកខណ្ៈ១ទ្ល់១ ជាមួយនឹងរំណ្ ំ រងននរំណ្ ំ ចំណ្ ចដដល 
 ។ រនមតថ្នរំណ្ ំ បំលរញនន  ដូចជា  ល្លីយតបកន ងលកខណ្ៈ១ទ្ល់១ ជាមួយនឹងរំណ្ ំ រង

ននរំណ្ ំ ចំណ្ ចដដល  ។ 
ឥ ូវរនមតថ្នអន រមន ៍  ស្តូវបានកំណ្ត់លដាយល្លីយតបលកខណ្ៈ១-១។ ស្បរិនលបី  រឺជា
ចំនួនរិត លនាះរំណ្ ំ   ផេ កមិនដមនមួយចំន ចដដលអចវារ់បាន។  
លទាះបីជាោ៉ា ងណាក៏លដាយ  ដដលដូចោន នឹង  មិនអចវារ់បាន ដូចជា  មិន
អចវារ់បាន ។ 
 ៣.៧ ស្សាយថ្ន៖ អន រមន៍  អចវារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ E ស្បរិនលបី  

 អចវារ់បានដដល ជាចំនួនរនិទាន ឬ  អចវារ់បាន 
ដដល ជាចំនួនរនិទាន។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 ាង  ជាលីមីតននរវីតននចំនួនរនិទាន  ដដល   

លយីងមាន  លដាយសារដតរំណ្ ំ ដដលអចវារ់បានលៅខាងសាត  ំ 

នាឱំ្យ  អចវារ់បាន  ដូចលនះ  អចវារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ ។ 

ាមការរស្មាយបញ្ា ក់ដផនក  លយងីទាញបាន  

 
 ៣.៨ រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន៖ ស្បរិនលបី និង  អចវារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ  លនាះ 

 អចវារ់បាន។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីលឃញីថ្ន ចំនួនរនទិាន  ដដល  ។   
លនាះ  
វាបរហ ញថ្ន រំណ្ ំ លៅដផនកខាងល្វងអចវារ់បាន លដាយសារដតរំណ្ ំ លៅដផនកខាងសាត អំចវារ់បាន។  
លយងីមាន   
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ដដលលកខណ្ៈលៅខាងសាត ផំេ កចំនួនរនទិាន rទាងំអរ ់ ដដល លដាយសារដតរំណ្ ំ
ននចំនួនរនទិានអចរបប់ាន លនាះដផនកខាងសាត នំន  អចរប់បាន ននរំណ្ ំ
វារ់បាន ដដលអចវារ់បាន ។ 
 ៣.៩ បរហ ញថ្ន  អចវារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ  លនាះចនំួនរិតលថ្រ ,  អចវារ់
បានលលីរំណ្ ំ   ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លដាយសារដត  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ  លយងីមាន  អចវារ់បាន។ 

ដូចលនះ   អចវារ់បាន នងិ  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 
 ៣.១០ បរហ ញថ្ន  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   លនាះរស្មាប់ចំនួនរតិលថ្រ  ,   
អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ 

ដំលណាះស្សាយ  
លបី  ដដលអចវារ់បាន 
លបី  ដដលអចវារ់បាន 
លបី  ដដលអចវារ់បាន 
ដូចលនះ   អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ លលីរំណ្ ំ   រស្មាប់ចំនួនរតិលថ្រ ។ 
 ៣.១១ បរហ ញថ្ន និង  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   លនាះ  អច
វារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
រលបៀបទ្ី១ 
លយងីមាន ចំនួនរិត  ដដល  
ាម ៣.៩ និង ៣.១០៖   អចវារ់បាន។ ដូចលនះ ាម ៣.៨  
អចវារ់បាន។ 
ដូចលនះ  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
រលបៀបទ្ី២ 
លយងីមាន ចំនួនរិត  ដដល  

 

ដដលលកខណ្ៈដផនកខាងសាត ផំេ កលដាយចំនួនរនិទាន ( )  លហយីវាជាលកខណ្ៈរប់បាន។ លដាយសារ
ដត  និង  វារ់បានលលីរំណ្ ំ  លនាះ រប់បាន

កន ងរំណ្ ំ ទាងំលនះ។ 
ដូចលនះ    អចវារ់បាន នងិ អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ 

( ) ( )1 2f x r f x 

( ) ( )1 2
r

E f x r f x   

( )f x E c ( )f x c+

E

( )f x E ( )E f x k c −  

( )E f x c k+    ( )f x c+ E

( )f x E c ( )c f x

E

( ) ( )0, /c E c f x k E f x k c  =       

( ) ( )0, /c E c f x k E f x k c  =       

( )0, 0c c f x= =

( )c f x E c

( )1f x ( )2f x E ( ) ( )1 2f x f x+

E

k ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1E f x f x k E f x k f x+  =  −      

( )2k f x− ( ) ( )1 2E f x k f x −  

( ) ( )1 2f x f x+ E

k

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2
r

E f x f x k E f x r E f x k r+  =    −          

r

( )1f x ( )2f x E ( ) ( )1 2

r

E f x r E f x k r   −      

( ) ( )1 2E f x f x k+    ( ) ( )1 2f x f x+ E
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 ៣.១២ បរហ ញថ្ន៖ ស្បរិនលបី  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ  លនាះ  អចវារ់បាន
លលីរំណ្ ំ  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន  
លទ្ធផលស្តូវបានបរហ ញកន ងលកខណ្ៈននរំណ្ ំ វារ់បានរឺវារ់បាន។ 
 ៣.១៣ បរហ ញថ្ន  និង  វារ់បានលលីរំណ្ ំ  លនាះ  វារ់បានលលី
រំណ្ ំ  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន   
ដូចលនះ ាមរយៈ ៣.១០ និង៣.១១ លរបាន  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ E  ។ 
 ៣.១៤ បរហ ញថ្ន៖ ស្បរិនលបី ( )f x  ជាអន រមន៍ជាប់លលីរំណ្ ំ E វាអចវារ់បានលលីរំណ្ ំ  
E  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
រិចារណាលៅលលីរំណ្ ំ   ។ ស្បរិនលបី  រឺជាចំណ្ ចកណំ្ត់មួយចំននួននរំណ្ ំ លនះ 
លនាះរល់ស្រប់វរ័រ ីណានន  ផេ កចំណ្ ចជាលស្ចីនដដល  ។ ាមរយៈភារជាប់នន  នន
 វាបរហ ញាម  ។ លយងីដងឹថ្នលីមីតកណំ្ត់  រេិតលៅកន ងរំណ្ ំ   ។ 

លនាះរំណ្ ំ លនះជារំណ្ ំ បិទ្ដដលវាផេ កលីមីតកំណ្តទ់ាងំអរ់។ វាបរហ ញថ្ន  ជារំណ្ ំ  
វារ់បាន ដដលជារំណ្ ំ បិទ្រឺវារ់បាន។ 
ដូចលនះ រណំ្ ំ បំលរញ  វារ់បាន និង  វារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ 
 ៣.១៥ ាង  ជាអន រមនវ៍ារ់បានលលីរំណ្ ំ   លហយីាង  ជារំណ្ ំ លបីក។ បរហ ញ
ថ្ន  អចវារ់បាន។ 

ដំលណាះស្សាយ 

ាង  ដដល  ជាចលនាល ះដាច់កន ងរមារភារលបីក។ (ស្ទ្ឹរតី១.១៩, ៧)

វាបរហ ញថ្ន  
លដាយសារដតរំណ្ ំ   និង  អចវារ់បាន វាបរហ ញាម 

 អចវារ់បាន។ 
 ៣.១៦ ស្បរិនលបី  ជាអន រមន៍ជាប ់ និង  អចវារ់បានលលី E ។ បរហ ញថ្ន 

 វារ់បានលលី E។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីស្តូវបរហ ញថ្ន  អចវារ់បាន។  

( )f x E ( ) 2{ }f x

E

( ) ( ) ( )2{ }E f x k E f x k E f x k     =    −     

( )1f x ( )2f x E ( ) ( )1 2f x f x

E

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 1 2 1 2

1
{ } { }

4
f x f x f x f x f x f x = + − − 

( ) ( )1 2f x f x

( )E f x k   0x

0x ( )f x k ( )f x

0x ( )0f x k 0x ( )E f x k  

( )E f x k  

( )E f x k   ( )f x E

( )f x E O

( ) 0E f x   

1

k

k

O I


=

= ( ),k k kI a b=

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0 k k k
k k

E f x E f x I E f x a E f x b
 

= =

 =  =                 

( ) kE f x a   ( ) kE f x b  

( ) 0E f x   

( )1f u ( )2u f x=

( )( )1 2f f x

( )( )1 2E f f x k  
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 ដដល  ជារំណ្ ំ លបីកលដាយសារដត  
រឺជាអន រមន៍ជាប់។ដូចលនះ   វារ់បាន លនាះលទ្ធផលស្តូវបានបរហ ញ។ 
 ៣.១៧ ាង  ជារវីតននអន រមន៍ដដលអចវារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ បរហ ញថ្ន 

 ជាលោលលលីតូចបំផ តនិង 
 ជាលោលលលីធ្ំបំផ ត ជាប់លលីរំណ្ ំ    

ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន   
លដាយសារដត លកខណ្ៈរប់បានននរំណ្ ំ វារ់បាន លទ្ធផលស្តូវបានបរហ ញ ។ 
ស្រលដៀងោន ដដរ  វារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ 
 ៣.១៨ លបី  និង វារ់បានលលីរំណ្ ំ  បរហ ញថ្ន  និង

 ដដល បរហ ញរីអតិបរមា និងអបបបរមា វារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

(a) លយងីមាន  
ដូចលនះ លទ្ធផលស្តូវបានបរហ ញរីលំហាត់ 3.17 
(b) លយងីមាន  
ដូចលនះ លទ្ធផលស្តូវបានបរហ ញរីលំហាត់ 3.17 
 ៣.១៩ បរហ ញថ្នលបី  ជារវីតម៉ាូណូ្តូន ននអន រមនអ៍ចវារ់បានលលីរំណ្ ំ E ដដល 

 លនាះ  ជាអន រមណ៍្វារ់បានលលីរំណ្ ំ E។  
ដំលណាះស្សាយ 

រិចារណាលៅលលី  លនាះ   

លយងីមានចំនួនរិត  ដដល  
លហយីលទ្ធផលស្តូវបានបរហ ញលដាយសារដតលកខណ្ៈរំណ្ ំ រប់បានរឺអចវារ់បាន។ ដំលណាះស្សាយ
ស្រលដៀងោន  ឱ្យ  ឬករណី្រមភារស្តូវបានបំបាត់លចាល។ 
 ៣.២០ បរហ ញថ្ន៖ ាង  ជារវីតននអន រមន៍ដដលអចវារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ  E ។ 
លនាះ  និង  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ E។ 

ដំលណាះស្សាយ 
រឭំកល ងីវញិ 

 

វាអន វតតាម   និង  

( )( ) ( ) ( )1 2 2 0 1E f f x k E f x  =     ( )10 { : }u f u k=  1f

( )2 0E f x   

( )nf x  E

( ) ( ) ( ) ( )1 2. . .{ } . . .{ , ,...}nF x l u b f x l u b f x f x= =

( ) ( ) ( ) ( )1 2. . .{ } . . .{ , ,...}nG x g l b f x g l b f x f x= = E

( ) ( )
1

n
n

E F x k E f x k


=

 =       
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( )1f x ( )2f x E ( ) ( ) ( )1 2max{ , }a f x f x

( ) ( ) ( )1 2min{ , }b f x f x E

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2max{ , } . . .{ , }f x f x l u b f x f x=

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2min{ , } . . .{ , }f x f x g l b f x f x=
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n

f x f x
→
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ាមរយៈលំហាត់ 3.19   អចវារ់បាន និងលទ្ធផលស្តូវបានបរហ ញ។ 
លំហាត់ស្រលដៀងោន  បរហ ញថ្ន  អចវារ់បាន (លំហាត់៣.៤៦) 
 ៣.២១ ាង  ជារវីតននអន រមន៍អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   ដដល 

។ បរហ ញថ្ន  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លំហាត់ 3.20  និង  វារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 
លបី   លនាះ  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 
 ៣.២២ បរហ ញថ្ន មានអន រមន៍ដដលមិនអចវារ់បាន។ 

ដំលណាះស្សាយ 
ាង  ជារំណ្ ំ មិនអចវារ់បាន (លំហាត់ 2.21) និងរិចារណាលៅលលីអន រមន៍រមាា ល់ 

     ដដល   មនិអចវារ់បាន ។ 

 ថាៃ ក់ថ្រ៊ែរ  
 ៣.២៣ ាង  រស្មាប់ចំននួរិត  ។ 
 (a) លតី  រេិតលៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារ មួយណា? 
 (b) លតី  រេិតលៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារ មួយណា? 

ដំលណាះស្សាយ 
(a) លដាយសារដត ជាអន រមន៍ជាប ់វារេិតលៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារ លំដាប់ដប៊ារថ្នន ក់រូនយ។ 

(b) លដាយ  លនាះ  ។ លដាយ  លនាះ  ។ រស្មាប់   

ដូចជា  លនាះ  ។ ដូចលនះ  លរបាន  

លដាយសារដត  រឺជារវីតននអន រមនក៍ណំ្ត់លៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារ លំដាប់រូនយ ប៉ា ដនតវាមិនលៅកន ងថ្នន ក់
ដប៊ារ លំដាប់រូនយ ដតវាលៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារ លំដាប់មួយ។ 
 ៣.២៤ បរហ ញថ្នផលបូកននអន រមនរ៍រីននថ្នន ក់ដប៊ារ លំដាប់  រឺជាថ្នន ក់ដប៊ារ លំដាប់  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លទ្ធផលបរហ ញថ្ន ស្បរិនលបី  រិត ាមរយៈផលបូកននអន រមន៍ជាប់ចំនួនរីររជឺាអន រមន ៍
ជាប់។ លដីមបបីរហ ញថ្នលទ្ធផលរិតលរល  លយងីរលងកតលឃញីថ្ន ាមរយៈនិយមន័យ ស្បរិនលប ី

 និង  រេិតលៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារ លំដាប់មួយ ដដលមានរវីតននអន រមន៍  និង 
 លនាះ  និង  ដដល  និង រេិតលៅកន ងថ្នន ក់

ដប៊ារ លំដាប់រូនយ។ លដាយសារដត  រេិតលៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារ លំដាប់រូនយ វាបរហ ញថ្ន  
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រេិតលៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារ លំដាប់មួយ។ 
លំហាត់ដូចោន លនះដដរ អចលស្បីលដីមបលីដាះស្សាយលទ្ធផលទាញរកតនមល  ។ 
 ស្រទឹេតទីអ្ហគូរEGOROV’ S THEOREM 
 ៣.២៥ ាង  ជារវីតននអន រមន៍ដដលអចវារ់បាន ដដលរមួលៅរកលីមីតកំណ្ត់នន 

 ដដលលរេីដតស្រប់ទ្ីាងំលៅលលីរំណ្ ំ  ននររវ រ់ជាក់ោក់។ បរហ ញថ្នលបីលលខ្មួយចំននួ
 មានរំណ្ ំ   មួយននររវ រ់ដដលធ្ំជាង  ដដល  រមួលៅ  ដូចោន ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
រនមត់ថ្ន រំណ្ ំ នន  ដដល  រមួលៅរក  ស្តូវបានកំណ្ត់លដាយ  ។ 

លយងីមាន  ឬ    
ាង  

លបីលយងីភាា ប់  វាបរហ ញថ្ន    និង    
ាមរយៈស្ទ្ឹរតី 2.14, 33 លរបាន  

ដូចលនះមានចំនួនរិតធ្មមជាតិមួយ  ដដល    

កំណ្ត់បាន  លយងីលឃញីថ្នលៅលលី មាន   ដដល  

ដូចជា  រមួលៅរក  ដូចោន នឹង  ។ 
លយងីស្ោន់ដតស្តូវបរហ ញថ្ន  ឬ ដូចោន លនះដដរ  ។ 
លដីមបលីដាះស្សាយ កំណ្ត់ថ្ន  
ាម   និង នងិស្ទ្ឹរតី ២.៨ លយងីបាន 

  

ដូចជា  បានតស្មូវ។ 
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៣.៥.  លហំាត់អ្នុវតតន ៍
 ៣.២៦.បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្ ៣-៣។ អន រមន៍  វារ់បានលលីរំណ្ ំ   លបីរូនិមួយៗជាចំនួន 

រិត  និង  ដដល វារ់បាន។ លទ្ធផលរឺរតិជាក់ដរតងមួយកន ងនិមិតត 
រញ្ញ មួយ ឬទាងំរីរស្តូវបានជំនួរលដាយរញ្ញ   ។ 

 ៣.២៧. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្ស្រលដៀងោន លៅនឹងស្ទ្ឹរតីបទ្៣-៣ ។ អន រមន ៍  វារ់បានលលី 
រំណ្ ំ   លបីរូនីមួយៗជាចនំួនរិត  និង  ដដល វារ់បានដដលនិមិតត 
រញ្ញ មួយ ឬទាងំរីរស្តូវបានជំនួរលដាយរញ្ញ   ។ 

 ៣.២៨. បរហ ញថ្ន អន រមន៍លថ្ររឺអចវារ់បាន។ 
 ៣.២៩. អលងកតថ្ន អន រមន៍ជាអន រមនវ៍ារ់បាន 

𝑓(𝑥) = {
1     លបី  𝑥 ជាចំនួនរនិទានកន ងចលនាល ះ  (0, 1)

0     លបី 𝑥  ជាចំនួនអរនិទានកន ងចលនាល ះ  (0,1)
 

 ៣.៣០.បរហ ញថ្នស្បរិនលបី  និង  អចវារ់បាន លនាះ  ដដល  
 និង   ជាចនំនួណាមួយលថ្រណាមួយ លហយីអចវារ់បាន។ 

 ៣.៣១. បរហ ញថ្ន  ជាអន រមន៍អចវារ់បានលៅលលីរំណ្ ំ   ស្បរិនលបី  
អចវារ់បាន ដដល  ជាចនំួនរនិទាន។ 

 ៣.៣២.បរហ ញថ្នអន រមន៍មួយកំណ្តល់ដាយរំណ្ ំ ននរំណ្ ំ វារ់បានលំដាប់រូនយរឺវារ់បាន។ 
 ៣.៣៣.បរហ ញថ្នផលបូកនិងផលននចនំួនជាក់ោកន់នអន រមន៍ដដលអចវារ់បានរឺវារ់ 

បាន។ 
 ៣.៣៤.លតីលទ្ធផលននបញ្ហ  ៣.៣៣ រិតរស្មាប់ចំនួនមិនកណំ្ត់ននអន រមនវ៍ារ់បានឬលទ្?  

ចូររនយល់  
៣.៣៥. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្ ៣-៥។ លបី  ជាអន រមន៍វារ់បានលលីរំណ្ ំ   នងិ  
លនាះ  ជាអន រមន៍វារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 
៣.៣៦. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្ ៣-៦ ។ លបី  ជាអន រមន៍វារ់បានលៅកន ងថ្នន ក់ដដលអចរប់

បានននរំណ្ ំ ដាច់ោន   លនាះវាអចវារ់បានលៅលលីលកខណ្ៈ  ។ 

 ៣.៣៧. បរហ ញថ្ន លបី  និង  អចវារ់បានលៅលលី  លនាះ  អចវារ់បាន 

លៅលលី  លបី  ។ (ដណ្នានំនលំនាដំំលណាះស្សាយដំបូងលដាះស្សាយរក  អច 

វារ់បាន) ។ 
 ៣.៣៨. លប ី  អចវារ់បាន បរហ ញថ្នអងំលតស្កាលវជិាមានណាមួយនន  ក៏អចវារ ់

បានដដរ។ 
 ៣.៣៩. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្ ៣-១២។ លបី  និង  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   លនាះ 
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 និង  មានអតិបរមា និងអបបបរមា ដូចជា  និង 
 អចវារ់បាន។ 

 ៣.៤០. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្ ៣-១៣ ។ លបី  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   លនាះ  
 អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 

 ៣.៤១. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្៣.១៩រស្មាប់ករណី្ដដល លរេីដតស្រប់ទ្ីកដនលងលៅ 
លលីរំណ្ ំ  ។ (៣-១៩)៖ លរមាន  ជារវីតននអន រមនវ៍ារ់បានលលីរំណ្ ំ   ដដល 

 ។ លនាះ  វារ់បានលលីរំណ្ ំ  ។ ជាលទ្ធផលកន ងករណី្  
 រិតលរេីស្រប់ទ្ីាងំ។ 

 ៣.៤២. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្ ៣-២០។ លបី  ជារំណ្ ំ វារ់បានលលីរំណ្ ំ   និង  
 ដដលលរេីដតទ្ីាងំលៅលលីរំណ្ ំ  លនាះ  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 

 ៣.៤៣. បរហ ញថ្នអន រមន៍  ដដលបានកំណ្ត់កន ងចលនាល ះ  លដាយ   

( ) 1

2

c a x q
f x

c q x b
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= 

 

ebI
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 ដដល  និង  ជាចំនួនលថ្រ លហយីអចវារ់បានកន ងចលនាល ះ  

 ។ 
  ៣.៤៤. ឧបមាថ្ន  ជាលកខណ្ៈននចំននួដដលអចរប់បានននរំណ្ ំ ដាច់ោន   

ដដល  លៅលលី  ដដល  ជាចំនួនលថ្រ ។ បរហ ញថ្ន  អចវារ់បានកន ង
ចលនាល ះ  ។ កណំ្ត់ចំណា ំ លបី រឺជារំណ្ ំ ចលនាល ះ លហយី  ជាជំហានននអន 
រមន៍។ 

 ៣.៤៥. (លហំាត់ ៣.១៧) ាង  ជារវីតននអន រមនដ៍ដលអចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   
។ បរហ ញថ្ន  និង  

  ជាប់លលីរំណ្ ំ   ។ 
 ៣.៤៦. លំហាត់ ៣.២០ បរហ ញថ្ន៖ ាង  ជារវីតននអន រមន៍ដដលអចវារ់បាន
 លៅលលីរំណ្ ំ   ។ លនាះ  នងិ  អចវារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 

៣.៤៧. លរឱ្យ  ជាអន រមន៍អចវារ់បាន លហយី  ជា ម៉ាូណូ្តូនលកីនល ងី (ដូចជា
 លនាះ   រស្មាប់  បរហ ញថ្ន អចវារ់បាន។ 

 ៣.៤៨. បរហ ញថ្នលទ្ធផលនន 3.47  លបី  ជាម៉ាូណូ្តូនច ះ (ដូចជា  ដដល  
)រស្មាយបញ្ា ក់លទ្ធផលលបី  រឺជាម៉ាូណូ្តូនល លរឺជាម៉ាូណូ្តូនលកីន ឬម៉ាូណូ្តូន 

ច ះ ។ 
 ៣.៤៩. បរហ ញថ្ន រឺអចវារ់បាន។ 
 ៣.៥០. លតីអន រមន ៍៣.៩ រេិតលៅកន ងថ្នន ក់ដប៊ារ មួយណា? 
 ៣.៥១. លរឱ្យ រស្មាប់  និង  ។ លតី   

1( )f x
2( )f x ( ) ( )1 2max{ , }f x f x

( ) ( )1 2min{ , }f x f x

( )f x E

( )f x E

lim ( ) ( )n
n

f x f x
→

=

E ( )nf x E

( ) ( )lim n
n

f x f x
→

= ( )f x E

( ) ( )lim n
n

f x f x
→

=

( )1f x E

( ) ( )1 2f x f x= E ( )2f x E

( )f x  ,a b

1c 2c

 ,a b

 ,a b 1 2, ,...E E

( ) kf x c=
kE kc ( )f x

[ , ]a b 1 2, ,...E E ( )f x

( )nf x  E

( ) ( ) ( ) ( )1 2. . .{ } . . .{ , ,...}nF x l u b f x l u b f x f x= =

( ) ( ) ( ) ( )1 2. . .{ } . . .{ , ,...}nG x g l b f x g l b f x f x= = E

( )nf x 

E ( )lim n
n

f x
→

( )lim n
n

f x
→

E

( )f x ( )g x

( )g x 2 1( ) ( )g x g x 2 1x x ( ( ))g f x

( )g x 2 1( ) ( )g x g x

2 1x x ( )g x

2lim lim (cos ! ) q

p q
p x

→ →

2

( ) nx

nf x e−= 0 1x  ( ) lim ( )n
n

F x f x
→

= ( ) ( )na f x
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និង  រេិតលៅកន ងថ្នន ក់អវី? 
៣.៥២. លរឱ្យ  ជារំណ្ ំ ដដលមិនអចវារ់បាន។ ឧបមាថ្ន  នីមួយៗ កំណ្ត់ 

( )
1

0
p

x p
f x

x p

 =
= 



ebI
ebI

  

(a) បរហ ញថ្ន   ដដល 
1

0

x s
p s

x s

 
 = 



ebI
ebI

។ 

(b)  ជាអន រនម៍មិនអចវារ់បាន។ 
 ៣.៥៣. លតលីទ្ធផលននលំហាត់ ៣.៥២ ផេ យនឹងស្ទ្ឹរតី ៣.១៦, ៤៤ ដដរឬលទ្?  
 ៣.៥៤ បរហ ញថ្នលទ្ធផលនន ៣.២៤ រស្មាប់ករណី្  ។ 
 ៣.៥៥ បរហ ញថ្ន  ជាដផនកមួយននថ្នន ក់ដប៊ារ  លហយីរណ្នា 

 
 ៣.៥៦. បរហ ញថ្នលទ្ធផលននអន រមន៍រីរននថ្នន ក់ដប៊ារ  រឺជាថ្នន កដ់ប៊ារ  ។ 
 ៣.៥៧. បរហ ញថ្នស្បរិនលបី  និង  រឺជាថ្នន ក់ដប៊ារ  ។ រណ្នា 

 
 ការដណ្នាំ  

 
 ៣.៥៨. លស្បីលំហាត់ ៣.៥៧ លដាះស្សាយ លំហាត់៣.១៨ ។ 
 ៣.១៨ លបី  នងិ វារ់បានលលីរំណ្ ំ  បរហ ញថ្ន  និង 

 ដដលបរហ ញរីអតិបរមា នងិអបបបរមា វារ់បានលលីរំណ្ ំ   ។ 
(  មានលឈាម ះថ្នអន រមនម៍ានដដនកំណ្ត់ខាងលលី និង  

 មានលឈាម ះថ្ន អន រមនម៍ានដដនកំណ្ត់ខាងលស្កាមដដលអចវារ់បានលលី 
រំណ្ ំ   ) ។ 

 ៣.៥៩. លរឱ្យ  ជារវីតននអន រមន៍ថ្នន កដ់ប៊ារ  ដដលរមួលៅរកអន រមន៍  ដត 
មួយ។ បរហ ញថ្ន  ជាថ្នន ក់ដប៊ារ  ។ 

 ៣.៦០. លតលីទ្ធផលននលំហាត់ 3.59 រិតលទ្កន ងករណី្មិនរមួដតមួយដដលឬលទ្? ចូររនយល់។ 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )b F x

S p S

( ) ( ). . . pF x l u b f x =  

( )F x

2p =

( )f x p

( ) ( ) ( ) ( )
2

,a f x b f x

p p

1( )f x
2( )f x p

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2max{ , } , min{ , }a f x f x b f x f x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

1 1
max{ , } ,

2 2
f x f x f x f x f x f x= + + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

1 1
min{ , }

2 2
f x f x f x f x f x f x= + − −  

( )1f x ( )2f x E ( ) ( ) ( )1 2max{ , }a f x f x

( ) ( ) ( )1 2min{ , }b f x f x E

( ) ( ). . . nF x l u b f x=

( ) ( ). . nG x g l b f x=

E

( )nf x p ( )f x

( )f x p
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ទមទរៀនទី៤៖  អាងំទតស្រកាលLebasqueទលើេណំុំទាល ់
៤.១.អាងំទតស្រកាលទលើអ្នុគមន៍ង្វយ នងិអ្នុគមន៍មិនអ្វជិាមាន 

៤.១.១ អ្នុគមន៍ទអ្តាទហេនងិអាងំទតស្រកាលររេវ់ា 
និយមន័យ៤.១ 

លរមានលំហអចវារ់បាន (𝑋, 𝑇) ។  
លរថ្នអន វតតន៍វារ់បាន 𝜑 ∶ 𝑋 ⟶ ℝ ជាអន រមន៍លអាលហស លលី 𝑋 លបី 𝜑 យកនូវដតចំនួនកំណ្ត់
មួយននតនមលចំនួនរិត (មិនអននត)។  
ាង 𝑎1, … , 𝑎𝑛 តនមលចំនួនរិតនន 𝜑 នងិ 𝐴𝑖 = 𝜑−1(𝑎𝑖) ចំល ះស្រប់ 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} លនាះលរបាន  

𝜑 = ∑ 𝑎𝑖𝟙𝐴𝑖

𝑛
𝑖=1  ។ (លមីលរូបភារ១) 

លរថ្ន 𝜑 ជាអន រមន៍លអាលហសវជិាមានលប ី𝜑 ជាអន រមនល៍អាលហសនិងយកតនមលចំននួរិតវជិាមាន 
(មិនអននត)។ 
លរាង 𝜀(𝑋) រំណ្ ំ ននស្រប់អន រមន៍លអាលហសលលី 𝑋 និង 𝜀+(𝑋) រំណ្ ំ ននស្រប់អន រមន៍វជិាមាន
លលី 𝑋 ។ 
𝜑 ∈ 𝜀(𝑋)   
𝑎1, … , 𝑎𝑛 ជាតនមលនន 𝜑 

𝐴𝑖 = 𝜑−1(𝑎𝑖) 
 ស្រប់ 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} 
𝐴𝑖 = 𝜑−1(𝑎𝑖) 
    = {∈ 𝑋 | 𝜑(𝑥) = 𝑎𝑖} 
{𝐴1, … , 𝐴𝑛} ជាបំដណ្កនន 𝑋  

𝜑 = ∑ 𝑎𝑖𝟙𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 
 
 
 
 
 
 
                                        រូបភារ១ 

ឧទាហរណ៍្៤.១៖ អន រមន៍អងំឌ្ីកាស្ទ្ីរននរំណ្ ំ ចំនួនរនិទាន 𝟙ℚ ជាអន រមន៍លអាលហស។ 
លកខណ្ៈ៤.២ 
លរមានលំហអចវារ់បាន (𝑋, 𝑇) ។  
ចំល ះស្រប់អន រមន៍វារប់ាន 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶  [0, +∞]  លរអចរកបានរ៊ាវីតលកីនមួយននអន រមន៍លអា
លហសវជិាមាន 𝜑𝑛  ដដលរមួរយលៅរក 𝑓  (រឺមានន័យថ្ន 𝜑𝑛(𝑥) ⟶ 𝑓(𝑥)  ចំល ះស្រប់ 𝑥 ∈ 𝑋  )។ 
រ៊ាវីតលនះលៅថ្នរ៊ាវីតអប់ស្បូរ ីម៉ាង់នន 𝑓 ។ 
និយមន័យ៤.២ 
លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) នងិ {𝐴1, … , 𝐴𝑛} ជាបំដណ្កនន 𝑋 ដដល 𝐴𝑖 ∈  𝑇 និងលរមាន  
𝜑 = ∑ 𝑎𝑖𝟙𝐴𝑖

𝑛
𝑖=1  ជាអន រមន៍លអាលហសវជិាមាន។ 

អងំលតស្កាលនន 𝜑 លលី 𝑋 ដដលាងលដាយ
X

d   រឺ ∑ 𝑎𝑖𝜇(𝐴𝑖)𝑛
𝑖=1  ។ (លមីលរូបភារ២) 
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លកខណ្ៈ៤.៣ 

លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) ។ ស្រប់ 𝜑, 𝜓 ∈ 𝜀+(𝑋) និងស្រប់ 𝑎 ∈ ℝ+ លរបាន៖ 
1) ∫

𝑋
𝑎𝜑𝑑𝜇 = 𝑎∫

𝑋
𝜑𝑑𝜇  

2) ∫
𝑋

(𝜑 + 𝜓)𝑑𝜇 = ∫
𝑋

𝜑𝑑𝜇 +∫
𝑋

𝜓𝑑𝜇  
លកខណ្ៈ៤.៤ 
លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) នងិ 𝜑, 𝜓 ∈ 𝜀(𝑋) ។លបី 𝜑 ≤ 𝜓 លនាះ ∫

𝑋
𝜑𝑑𝜇 ≤ ∫

𝑋
𝜓𝑑𝜇 ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់  
លរមាន 𝜓 = 𝜑 + (𝜓 − 𝜑)  លរបាន ∫

𝑋
𝜓𝑑𝜇 = ∫

𝑋
𝜑𝑑𝜇 + ∫

𝑋
(𝜓 − 𝜑)𝑑𝜇 

លដាយ 𝜓 − 𝜑 ជាអន រមន៍លអាលហសវជិាមាន លរបាន ∫
𝑋

(𝜓 − 𝜑)𝑑𝜇 វជិាមាន ឬ +∞ រីលស្ ះជា 
ររវ រ់មួយដដលមានតនមលកន ង [0, +∞] ។ ដូលចនះ ∫

𝑋
𝜑𝑑𝜇 ≤ ∫

𝑋
𝜓𝑑𝜇 ។ 

៤.១.២ អាងំទតស្រកាលច្នអ្នុគមន៍វិជាមាន 
និយមន័យ៤.៣ ៖ លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) និងអន រមន៍វារ់បានវជិាមាន 
 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ [0, +∞] ។ លរកំណ្ត់អងំលតស្កាលនន 𝑓 លលី 𝑋 លដាយ៖ 
∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇 = sup {∫

𝑋
𝜑𝑑𝜇 | 𝜑 ∈ 𝜀+(𝑋) និង 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝑓} ។ 

កំណ្ត់រមាា ល់៖ លបី 𝜑𝑛 ជារ៊ាវីតអប់ស្បូរ ីម៉ាង់មួយនន 𝑓 លនាះ ∫𝑋
𝑓𝑑𝜇 = lim

𝑛→+∞
∫

𝑋
𝜑𝑛𝑑𝜇 ។ 

 
រូបភារ៣ 

 
រូបភារ៤ 

 

រូបភារ២ 
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ឧទាហរណ៍្៤.២៖ ករណី្ 𝑋 = ℕ ៖ 
លរមានរ៊ាវីត 𝑢 = (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ  មួយដដលតួនីមួយៗននរ៊ាវីតលនះជាចំននួវជិាមាន 
អន វតតន៍ 𝑢 ∶  ℕ ⟶ ℝ+ 
                  𝑛 ⟼ 𝑢𝑛 វារ់បានរីលស្ ះថ្ន Tribu លលី ℕ រ ឺ𝒫(ℕ)  
ាង 𝜇𝐶 ររវ រ់ននរបាប់លលី ℕ  
យក 𝜑𝑛 ∶  ℕ ⟶ ℝ កំណ្តល់ដាយស្រប់ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝜑𝑛(𝑘) = 𝑢𝑘 និងស្រប់ 𝑘 > 𝑛, 𝜑𝑛(𝑘) = 0  
ស្រប់ 𝑛, 𝜑𝑛 ជាអន រមន៍លអាលហសនិងរ៊ាវីត (𝜑𝑛)𝑛∈ℕ ជារ៊ាវីតលកីនដដលរមួលៅរក 𝑢  
ដូលចនះ ∫

ℕ
𝑢𝑑𝜇𝐶 = lim

𝑛→+∞
∫

ℕ
𝜑𝑛𝑑𝜇𝐶 = lim

𝑛→+∞
∑ 𝑢𝑘

𝑛
𝑘=0 = ∑ 𝑢𝑘

+∞
𝑘=0 ។ 

និយមន័យ៤.៤ 
លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) នងិអន រមន៍វារ់បានវជិាមាន 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ [0, +∞] ។ 
លបី 𝐸 ⊂ 𝑋 ជាដផនកវារ់បានមួយលនាះអងំលតស្កាលនន 𝑓 លលី 𝐸 កណំ្ត់លដាយ៖ 
∫

𝐸
𝑓𝑑𝜇 = ∫

𝑋
𝟙𝐸 × 𝑓𝑑𝜇 ។ 

 

 
រូបភារ៥ 

 
រូបភារ៦ 

និយមន័យ៤.៥៖ [អន រមន៍វជិាមានមានអងំលតស្កាល] 
លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) ។ លរថ្នអន រមន៍វារ់បានវជិាមាន 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ [0, +∞] មានអងំ
លតស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 លបី ∫𝑋

𝑓𝑑𝜇 < +∞ ។ 
លកខណ្ៈ៤.៥ 

លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) ។ 
លបី 𝑓 និង 𝑔 ជាអន រមន៍វារ់បានវជិាមានលលី 𝑋 លនាះលរបាន៖ 

1) ស្រប ់𝑎 ∈ ℝ+, ∫
𝑋

𝑎𝑓𝑑𝜇 = 𝑎∫
𝑋

𝑓𝑑𝜇   
2) ∫

𝑋
(𝑓 + 𝑔)𝑑𝜇 = ∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇 + ∫

𝑋
𝑔𝑑𝜇 

លកខណ្ៈ៤.៦ 
លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) ។ 
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លបី 𝑓 និង 𝑔 ជាអន រមន៍វារ់បានវជិាមានលលី 𝑋 និងលបី 𝑓 ≤ 𝑔 លនាះ ∫
𝑋

𝑓𝑑𝜇 ≤ ∫
𝑋

𝑔𝑑𝜇 ។ 
៤.២.អាងំទតស្រកាលអ្នុគមន៍ ទទូៅ 

លរមាន 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℝ អន រមន៍វារ់បានទូ្លៅមួយ។ ជាបឋមលរកណំ្ត់អន រមន៍វារ់បានវជិាមាន 
𝑓+ និង 𝑓− លដាយ៖  

𝑓+(𝑥) = {
𝑓(𝑥)  លបី 𝑓(𝑥) ≥ 0

   0     លបី 𝑓(𝑥) < 0 
 ;    𝑓−(𝑥) = {

−𝑓(𝑥)  លបី 𝑓(𝑥) ≤ 0

   0         លបី 𝑓(𝑥) > 0 
 

 

 
រូបភារ៧ 

 
រូបភារ៨ 

 
រូបភារ៩ 

លរបាន 𝑓 = 𝑓+ − 𝑓− និង |𝑓| = 𝑓+ + 𝑓− ។ 
និយមន័យ៤.៦ [អន រមន៍មានអងំលតស្កាល] 

លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) និងអន រមន៍វារ់បាន 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℝ ។ លរថ្ន 𝑓 មានអងំ
លតស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 កាលណាអន រមនវ៍ារ់បានវជិាមាន 𝑓+  និង 𝑓−  មានអងំលត
ស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇  ( ∫𝑋

𝑓+𝑑𝜇 < +∞ និង ∫𝑋
𝑓−𝑑𝜇 < +∞ )។ 

លកខណ្ៈ៤.៧ 
លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) នងិអន រមន៍វារ់បាន 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℝ ។ 

𝑓 មានអងំលតស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 ល ះស្ាដត |𝑓| មានអងំលតស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹង 
ររវ រ់ 𝜇 ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
លបី 𝑓 មានអងំលតស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 លនាះអន រមន៍វារ់បានវជិាមាន 𝑓+ និង 𝑓−  
មានអងំលតស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 ។ លដាយ |𝑓| = 𝑓+ + 𝑓− លនាះ |𝑓| មានអងំលត 
ស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 ។ 
ស្ចារមកវញិ លបី |𝑓| មានអងំលតស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇  
លដាយដឹងថ្ន 0 ≤ 𝑓+ ≤ |𝑓|  និង 0 ≤ 𝑓− ≤ |𝑓|   
នាលំអយ 𝑓+ នងិ 𝑓− មានអងំលតស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇   
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ដូលចនះ 𝑓 មានអងំលតស្កាលលលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 ។ 
និយមន័យ៤.៧៖ អងំលតស្កាលននអន រមន៍ទូ្លៅ 

លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) នងិអន រមន៍វារ់បាន 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℝ ។  
អងំលតស្កាលនន 𝑓 លលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 រឺ ∫𝑋

𝑓𝑑𝜇 = ∫
𝑋

𝑓+𝑑𝜇 − ∫
𝑋

𝑓−𝑑𝜇 ។ 
លកខណ្ៈ៤.៨៖ វរិមភារស្តីលកាណ្ 

លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇)  នងិអន រមន៍វារ់បាន 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℝ  មានអងំលតស្កាល
លលី 𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 ។  
លរបាន |∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇| ≤ ∫

𝑋
|𝑓|𝑑𝜇 ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់  
លរមាន ∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇 = ∫

𝑋
𝑓+𝑑𝜇 − ∫

𝑋
𝑓−𝑑𝜇 

លដាយ −∫
𝑋

𝑓+𝑑𝜇 − ∫
𝑋

𝑓−𝑑𝜇 ≤ ∫
𝑋

𝑓+𝑑𝜇 − ∫
𝑋

𝑓−𝑑𝜇 ≤ ∫
𝑋

𝑓+𝑑𝜇 + ∫
𝑋

𝑓−𝑑𝜇 
                       −∫

𝑋
|𝑓|𝑑𝜇 ≤ ∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇 ≤ ∫

𝑋
|𝑓|𝑑𝜇  

ដូលចនះ |∫
𝑋

𝑓𝑑𝜇| ≤ ∫
𝑋

|𝑓|𝑑𝜇។ 
លកខណ្ៈ៤.៩៖ [លស្បៀបលធ្ៀបរីរអន រមន៍មានអងំលតស្កាល] 

លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) នងិ 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 ⟶ ℝ រីរអន រមនម៍ានអងំលតស្កាលលលី 𝑋 
លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 ។  
លបី 𝑓 ≤ 𝑔 លនាះ ∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇 ≤ ∫

𝑋
𝑔𝑑𝜇 ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់  
លរមាន ∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇 = ∫

𝑋
𝑓+𝑑𝜇 − ∫

𝑋
𝑓−𝑑𝜇      និង ∫𝑋

𝑔𝑑𝜇 = ∫
𝑋

𝑔+𝑑𝜇 − ∫
𝑋

𝑔−𝑑𝜇  
លបី 𝑓 ≤ 𝑔 លនាះ 0 ≤ 𝑓+ ≤ 𝑔+ និង 𝑓− ≥ 𝑔− ≥ 0 
លរបាន ∫

𝑋
𝑓+𝑑𝜇 ≤ ∫

𝑋
𝑔+𝑑𝜇  នងិ ∫

𝑋
𝑓−𝑑𝜇 ≥ ∫

𝑋
𝑔−𝑑𝜇 

            ∫
𝑋

𝑓+𝑑𝜇 ≤ ∫
𝑋

𝑔+𝑑𝜇  និង −∫
𝑋

𝑓−𝑑𝜇 ≤ −∫
𝑋

𝑔−𝑑𝜇 
នាលំអយ ∫

𝑋
𝑓+𝑑𝜇 − ∫

𝑋
𝑓−𝑑𝜇 ≤ −∫

𝑋
𝑔−𝑑𝜇 + ∫

𝑋
𝑔+𝑑𝜇 របឺញ្ា ក់ថ្ន ∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇 ≤ ∫

𝑋
𝑔𝑑𝜇 

ដូលចនះ លបី f g  លនាះ
X X

f d g d   ។ 
៤.៣.អាងំទតស្រកាលរមីា ន់ (Riemann integral) 

អងំលតស្កាលរឺស្តូវាបានលរលលីកយកមករិកាលៅកន ងការរណ្នាលរលៅថ្នអងំលតស្កាល 
រមីា៉ា ន់ លហីយអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់ ក៏មានរ ណ្វបិតតិមួយចំនួនផងដដរដដលអចលស្បីជំនួរមកវញិលដាយ
អងំលតស្កាល ឺលបរ ជាលស្ចីនវធិ្ីលដាយលយីងស្ោន់ដតលធ្វីវធិ្ីស្រដដងោន លៅនិងឧបរមព័នធ A លដាយអងំ
លតស្កាលរមីា៉ា ន់ ។ ភារខ្ រោន លដាយអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់ និងអងំលតស្កាល លឺបរ រឺថ្នរូបមនតដដលលស្បី
ស្បារ់លៅចលនាល ះស្បដវងទាងំរីរ ដដលលស្បីស្បារ់ចំណ្ ចទូ្លៅនិងការវារ់ដវងលស្ចីន។ ដូចលនះវាមិនដមនជា
លរឿងចដមលកលទ្ដដលអងំលតស្កាល លឺបរ រឺមានភារទូ្លៅលស្ចីនជាងអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់ ។ 
លរមាន 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝ អន រមន៍មានអងំលតស្កាលាមន័យរបរ់រមីា៉ា ន់។ 
លរាងអងំលតស្កាលាមន័យរបរ់Riemann នន 𝑓 លដាយ 𝐼𝑅(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 ។  



 84      

រឺមានន័យថ្ន ចំល ះស្រប់ 𝑛 ∈ ℕ មានរីរអន រមន៍កាជំលណ្តី រ 𝑔𝑛 និង ℎ𝑛 ដដល 𝑔𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ𝑛 និង 
ដដល 𝐼𝑅(𝑓) −

1

𝑛
≤ 𝐼𝑅(𝑔𝑛) ≤ 𝐼𝑅(ℎ𝑛) ≤ 𝐼𝑅(𝑓) +

1

𝑛
 ។ 

 
រូបភារ១០ 

៤.៤.អាងំទតស្រកាលឡទឺរេទលើអ្នុគមន៍វាេប់ានទាល ់
លយងីឱ្យ ទាល់និងអចវារ់បានលៅលលីចលនាល ះ  ។ ឧបមាថ្ន រឺជាចំនួន 

រិតទាងំរីរដដល  ។  ដបងដចកជួរ លៅជា  លៅចលនាល ះរងដដលលស្ជីរលររីតនមល  
ដដល     

ចំណាថំ្នតនមលទាងំលនះរឺតណំាងឱ្យធ្រណី្មាស្តលដាយចំណ្ ចលៅលលីអ័កសអរលដាលន y ដូចដដល
បរហ ញកន ងរូបភារ១១។ រំណ្ ំ ជាក់ោក់លដាយចំណ្ ចរឺភារលស្ចីនរំលៅលលីភារថ្នរ ឬការដបងដចក
លដាយរំណ្ ំ រង។ 
 ឱ្យ ជារំណ្ ំ លដាយស្រប់ លៅកន ង ដដល មាន 
ន័យថ្ន ។ 
 លដាយសារដត រឺអចវារប់ានលនាះរំណ្ ំ ទាងំលនះក៏អចវារ់បានដូចោន  លហយី 
អចលផេៀងផ្លេ ត់ថ្នមិនជាបោ់ន លទ្។ ផលបូកលោលលលី និងលោលលស្កាម និង ដដលកំណ្ត់លដាយ 

                              

                             

ាមរយះការផ្លល រ់បតូរភារថ្នរ មានន័យថ្នការលស្ជីរលររីចំណ្ ចលផសងោន លដាយដផនករងរឺដូចោន និង
ចំនួនចណំ្ ចដដលលយងីទ្ទ្ួលបានរំណ្ ំ តនមលលដាយS  នងិ s  ។  
ឱ្យ . .I g l b= លដាយតនមល ទាងំអរ់រស្មាប់ភារថ្នរដដលអចដចកបាន 

លដាយតនមល ទាងំអរ់រស្មាប់ភារថ្នរដដលអចដចកបាន 
តនមលដដលលយងីមានទាងំលនះស្តូវបានលៅថ្នជាអងំលតស្កាល លឺបរ លោលលលី និងលោលលស្កាម 
លដាយអន រមន៍ លៅលលី លរៀងោន លហយីស្តូវបានកំណ្ត់លដាយ 

( )f x ,a b 
  , 

( )f x    

1 2 1
, ,...,

n
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លបី I J= លយងីថ្ន រឺជាអងំលតស្កាល លឺបរ លៅលលីចលនាល ះ លហយីកំណ្ត់តនមលទូ្លៅ
លដាយ  

                      
ដដលលៅថ្នអងំលតស្កាល លឺបរលដាយ លៅលលីចលនាល ះ  
 លយងីមានចំណ្ ចរំខាន់ៗ ដូចខាងលស្កាម៖ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ ៤.១៖ លបី រឺទាល់និងអចវារ់បានលៅលលីចលនាល ះ លនាះនឹងមាន 
អងំលតស្កាល លឺបរ  លហយីលយងីអចនិោយថ្ន រឺជាអងំលតស្កាល លឺបរ ឬ 
អងំលតស្កាលធ្មមាលៅលលីចលនាល ះ លបី កណំ្ត់បាន លនាះលយងីអចររលររលដាយ 

 
ការបកស្សាយធ្រណី្មាស្តលដាយអងំលតស្កាល លឺបរ 
ដូចដដលលយងីបានលឃញីកន ងរូបភារ១១ខាងលស្កាមលនះ និង អចបកស្សាយ

ាមធ្រណី្មាស្តថ្នជាតំបន់ចត លកាណ្ដកង លៅលរលដដល រឺជាចលនាល ះលៅលលីអ័កសអប់រ ីរ 
លហយីាង និង ។ រស្មាប់រំណ្ ំ ទូ្លៅអងំលតស្កាល លឺបរ រឺអចកំណ្តប់ានប៉ា ដនតការ
បកស្សាយាមធ្រណី្មាស្តស្បដហលជាមិនអចលៅរចួលនាះលទ្។ 

 
រូបភារ១១ 

៤.៥. ការនំណេំស្រមារ់អាងំទតស្រកាលរមីា ន ់និងអាងំទតស្រកាលឡទឺរេ  
លយងីរលងកតលឃញីថ្ន រឺមានរងដូចោន លៅនិងអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់ លដាយការរណ្នា 

ដំបូង។ លដាយសារលោលបំណ្ងរំខាន់លដាយលរៀវលៅលនះរឺលផ្លត តលលីអងំលតស្កាល លឺបរ លយងីអច
លស្បីស្បារ់ការកំណ្ត់ចំណា ំ រស្មាប់អងំលតស្កាលលនះ។ លៅលរលដដលវាចាបំាច់កន ងការដបងដចក
រវាងអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន ់និងអងលតស្កាល លឺបរ លដាយលយងីលស្បីស្បារ់ការចំណាដូំចជា 

  
រស្មាប់អងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់ (ករណី្លលីកដលងរស្មាប់រូបកន ងឧបរមព័នធ A) 

( ) , ( )
b b

a a
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 
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៤.៦.ស្រទឹេដរីទអាងំទតស្រកាល Lebasque 

លយីងរនមតថ្នលលីកដលងដតមានការបញ្ា ក់ថ្ន រឺទាល់និងអចវារ់បានដូចលនះអងំលត
ស្កាល លឺបរ និងរំណ្ ំ ដដលបានបរហ ញទាងំអរ់រឺអចវារ់បានដូចោន  ។ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-2 ដដល ជាចំននួលថ្រ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-3  ដដល ជាចំនួនលថ្រ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-4 លបី មានររវ រ់លរមីរូនយ លនាះលរបាន  
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-5 លបី លនាះ  

 
លនះជួនកាលលរលៅស្ទ្ឹរតីបទ្លនះថ្នស្ទ្ឹរតីបទ្តនមលមធ្យមលដាយអងំលតស្កាល លឺបរ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្  4-6 លបី ដដល ដាច់ោន  លនាះ 

 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-7 លបី ដដល មិនជាប់ោន  លនាះលរបាន 

 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4.8  
  លទ្ធផលរយស្រួលកន ងការលដាះស្សាយកអន រមនអ៍ងំលតស្កាលកំណ្ត ់

ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4.9 លបី  និង រឺទាល់និងអចវារ់បានលៅលលី លនាះ រឺជា
អងំលតស្កាល លឺបរលៅលលី មានន័យថ្ន  

 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4.10 លប ី លៅលលីរំណ្ ំ  លនាះ 

 
  លទ្ធផលរឺរតិលបី លរេីដតស្រប់កដនលងលៅលលីE   

ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4.11 លបី ទាល់និងអចវារ់បានលៅលលី លនាះ រឺជាអងំលតស្កាល 
 លឺបរលៅលលី ។ ផេ យមកវញិលបី រឺទាល់ និងអចវារ់បានលៅលលី លនាះ រឺ 
ជាអងំលតស្កាល លឺបរលៅលលី ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4.12  លៅលកខខ្ណ្ឌ  4-11 ខាងលលី។ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4.13 លបី លៅស្រប់កដនលងទាងំអរ់លៅលលី  លនាះ  

។ 

( )f x

( ) ( )
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ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-14 លបី និង លនាះ  លៅស្រប់កដនលងទាងំអរ់
លៅលលីE។ 

៤.៧.ស្រទេឹដរីទអាងំទតស្រកាល Lebasque ទលើភាពរមួទាល ់
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-15 {រមួទាល់} ាង រឺជាលំដាប់លដាយអន រមន៍ដដលអចវារ់បានលៅលលី 
E ដដល  លនាះលបីលំដាប់រឺទាល់លរមីោន មានន័យថ្ន លបីM ជាចំនួនលថ្រលនាះ 

 ស្រប់  លយងីមាន 
 

រីលស្ ះរំណ្ ំ រូនយអច ល បអងំលតស្កាលលចាលបាន លហីយលកខខ្ណ្ឌ អចយកលចញ ដូចលនះ
លរអចរកបានស្រប់ទាងំអរ់ស្ទ្ឹរតីបទ្លនះរឺមានសារៈរំខាន់ណារ់ ដដលមិនរិតចំល ះអងំលត
ស្កាលរមីា៉ា នល់ទ្ (លមីលកន ងលំហាត់ 4.24) បរហ ញរីការលស្បីស្បារ់អងំលតស្កាល លឺបរ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្រមួទាល់រស្មាប់លរ៊ារមីិនកំណ្ត់ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ ឺលបរលៅលលីដផនករមួទាល់ខាងលលីលនះអចបលងកីតនូវចំណ្ ចលរ៊ារលី ីងវញិជា
ជាងលំដាប់ខាងលស្កាមលនះ៖ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-16 លបី រឺអចវារ់បានលៅលលី និងផលបូក 

រឺដផនកទាល់លរមីោន លៅលលី (មានន័យថ្ន ចំល ះស្រប់  

) និង លនាះ  

 

៤.៨.ទំនាក់ទំនងអាងំទតស្រកាល Lebasque និងអាងំទតស្រកាល Riemann 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-17 លបី រឺជាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លៅចលនាល ះ លនាះវារឺជាអងំលតស្កាល
 លឺបរលៅចលនាល ះ  និងអងំលតស្កាលទាងំរីរលរមីោន មានន័យថ្ន 

 
ចំណាំ លទាះបីជាោ៉ា ងណាក៏លដាយការនិោយខាងលលីរឺមិនរិតទាងំអរ់លនាះលទ្ មានន័យថ្ន
លបី រឺជាអងំលតស្កាល ឺលបរលៅចលនាល ះ លនាះមិនដមនជាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លៅ
ចលនាល ះ លនាះលទ្។ លមីលកន ងលំហាត់ 4.9 និងលំហាត់ A2 ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-18 អន រមន ៍ រឺជាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លៅចលនាល ះ  លបីរំណ្ ំ លដាយ
ភារមិនដំលណី្រការលដាយ លៅកន ង មានររវ រ់លរមីរូនយ មានន័យថ្ន រឺ
ជាប់លរេីដតស្រប់កដនលង ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 4-19 លបី រឺជាប់លរេីដតស្រប់ដផនកលៅកន ង  លនាះវាជាអងំលតស្កាល 
 លឺបរលៅកន ង ។ 
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៤.៩. ពស្រងកីការេកិាទៅកៃងុេណំុំកុំទែនិ 
និយមន័យ៤.១៦  

លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) នងិអន រមន៍ 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ ។  
លរអចររលររ៖ 𝑓 = 𝑓1 + 𝑖𝑓2 ដដល 𝑓1, 𝑓2 ∶ 𝑋 ⟶ ℝ ។ 
រំណ្ ំ លបីកនន ℂ រឺជារំណ្ ំ លបីកនន ℝ ដូលចនះ Tribu ននBorelនន ℂរឺជា TribuននBorel នន ។ 
អន រមន ៍𝑓 វារ់បានល ះស្ាដត 𝑓1 និង 𝑓2 វារ់បាន។ 
លរថ្ន អន រមន៍ 𝑓  មានអងំលតស្កាលល ះស្ាដត 𝑓1  និង 𝑓2  មានអងំលតស្កាល និងលរកំណ្ត់៖ 
∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇 = ∫

𝑋
𝑓1𝑑𝜇 + 𝑖∫

𝑋
𝑓2𝑑𝜇 ។ 

លកខណ្ៈ៤.១០ 
លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) នងិអន រមន៍វារ់បាន 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ ។ 

អន រមន ៍𝑓 មានអងំលតស្កាល ល ះស្ាដត |𝑓| មានអងំលតស្កាល។ 
លកខណ្ៈ៤.១១ 

លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) ។ 
លរមាន 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ រីរអន រមន៍វារ់បាន លរបាន៖ 
(1) ស្រប់ 𝑎 ∈ ℂ, 𝑎𝑓 មានអងំលតស្កាល និង ∫𝑋

𝑎𝑓𝑑𝜇 = 𝑎∫
𝑋

𝑓𝑑𝜇 ;  
(2)  𝑓 + 𝑔 មានអងំលតស្កាល និង ∫𝑋

(𝑓 + 𝑔)𝑑𝜇 = ∫
𝑋

𝑓𝑑𝜇 + ∫
𝑋

𝑔𝑑𝜇 ។ 
លកខណ្ៈ៤.១២ [ទ្ំនាក់ទ្ំនង Chasles ] 

លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) ។ 
លរមាន 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑇  និង 𝑓 ∶ 𝐴⋃𝐵 ⟶ ℂ ។ 
លបី 𝑓 មានអងំលតស្កាល លនាះ 𝑓|𝐴 និង  𝑓|𝐵 មានអងំលតស្កាល។ 
លលីររីលនះ លបី 𝜇(𝐴⋂𝐵) = 0 លរបាន ∫

𝐴⋃𝐵
𝑓𝑑𝜇 = ∫

𝐴
𝑓𝑑𝜇 + ∫

𝐵
𝑓𝑑𝜇 ។ 

ករណី្រលិររ៖ លបី 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ មានអងំលតស្កាលលនាះស្រប់ 𝐴 ∈ 𝑇, 𝑓|𝐴 មានអងំលតស្កាល និង 
∫

𝐴
|𝑓|𝑑𝜇 ≤ ∫

𝑋
|𝑓|𝑑𝜇 ។ 

លកខណ្ៈ៤.១៣ [វរិមភារស្តីលកាណ្ក ំផលិច] 
លរមានលំហវារ់បាន (𝑋, 𝑇, 𝜇) និងអន រមន៍វារ់បាន 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ មានអងំលតស្កាលលលី 

𝑋 លធ្ៀបនឹងររវ រ់ 𝜇 ។  
លរបាន |∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇| ≤ ∫

𝑋
|𝑓|𝑑𝜇 ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
លបី 𝐼 = ∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇 = 0 រឺរិតជាក់ដរតង  

លបីមិនអញ្ា ឹងលទ្ លរយក 𝑎 =
|𝐼|

𝐼
 នងិលរបាន |∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇| = 𝑎∫

𝑋
𝑓𝑑𝜇 

លរមាន |∫
𝑋

𝑓𝑑𝜇| = Re(𝑎∫
𝑋

𝑓𝑑𝜇) = Re(∫
𝑋

𝑎𝑓𝑑𝜇) = ∫
𝑋

Re(𝑎𝑓)𝑑𝜇 
លដាយដឹងថ្ន Re(𝑎𝑓) ≤ |𝑎𝑓| = |𝑓| (រីលស្ ះថ្ន |𝑎| = 1)  
នាឱំ្យ ∫

𝑋
Re(𝑎𝑓)𝑑𝜇 ≤ ∫

𝑋
|𝑓|𝑑𝜇   



 89      

ដូលចនះ លរទាញបានថ្ន |∫
𝑋

𝑓𝑑𝜇| ≤ ∫
𝑋

|𝑓|𝑑𝜇។ 
៤.១០. លហំាត ់និងេំទណោះស្រាយ 

និយមន័យលដាយអងំលតស្កាល លឺបររស្មាប់អន រមន៍ទាល់ដដលអចវារ់បាន។ 
4.1 ស្សាយបញ្ា ក់ថ្ន រស្មាប់ផលបូកឬផលលធ្ៀបថ្នររបរ់វាលរមីោន  ដដលផលបូកលោល

លស្កាមរឺមិនធ្ំជាងផលបូកលោលលស្កាម មានន័យថ្ន  
លនាះ  
បូករី ដល់  លយងីមាន 

 

4.2 ស្សាយថ្នរស្មាប់ដផនកថ្នរដដលលរមីោន លដាយ រឺជាផលបូកលោលលលី និង b  ជាផល
បូកលោលលស្កាម លហយីផលបូកលោលលស្កាមរឺមានដផនកទាល់លដាយោល់លលី 
 រស្មាប់ លយងីមាន  លនាះ 

 
បូករី ដល់  

 

ដដល  

លនាះលោលលស្កាមលដាយ រឺជា  
 រស្មាប់ ដដល លនាះ 

ផលបូករី ដល់ លនាះលទ្ធផល 

 

 លនាះលោលលស្កាមលដាយ រឺ ( )m E  ។ 
4.3 លដាះស្សាយរស្មាប់វធិ្ីដដលអចលធ្វីបានទាងំអរ់លដាយដផនករងភារថ្នរ ផលបូក 
លោលលលីរឺមានដផនកទាល់ធ្ំបំផ ត និង  លហយីផលបូកលោលលស្កាមមានដផនកទាល់  
ទាបបំផ ត។ 

ាមដំលណាះស្សាយ ( )4.2 a ផលបូកលោលលលីដដលអចលធ្វីបានលដាយដផនកទាល់
លស្កាម ( )m E  និងមានដផនកទាល់លស្កាមធ្ំបំផ តដដលអចាងលដាយ ។ 

  ាមដំលណាះស្សាយ ផលបូកលោលលស្កាមដដលអចលធ្វីលៅបានលដាយដផនកទាល់ 
ខាងលស្កាម និងដូចលនះវាស្តូវដតមានលោលលលីតូចបំផ តដដលកំណ្ត់ាងលដាយ ។ 

4.4 ការយកដផនកថ្នរដដលលរបានឱ្យនិងដផនករងរឺទ្ទ្ួលបានលដាយលស្បីស្បារ់ចំណ្ ចបដនេម 
លដាយដផនករង។ លបី រឺជាផលបូកលោលលលីដដលស្តូវោន និងដផនកថ្នរដដលបានយក ដដល រឺជា 
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ផលបូកលោលលលីលដាយការយកភារថ្នរលនះ បរហ ញថ្ន  ដូចលនះលដាះស្សាយលដាះថ្នផលបូក
លដាយការយកដផនកថ្នរលនះរឺមិនអចលកីនល ងីបានលទ្។ ដូចោន ដដរលយងីអចបរហ ញថ្ន មាន
ន័យថ្នផលបូកលោលលស្កាមមិនអចថ្យច ះបានលទ្ (លមីលកន ង 4.32) 
 លទ្ធផលលនះអចឱ្យលយងីបញ្ា ក់ថ្នវាមានដផនករងដដលបដនេមលៅកន ងដផនកថ្នរ។ លដីមបលីធ្វីលយងី
អចឱ្យដផនករងលដាយចំណ្ ចរ ឺ

 
លដាះស្សាយថ្នការបដនេមចំណ្ ចលដាយដផនករងរឺរេិតលៅចលនាល ះ  និងាងលដាយ លនាះ 

 
លធ្វីការលដាះស្សាយផលបូកលោលកន ងចំណ្ ចរងលដាយចលនាល ះ រឺ 

                                            
លធ្វីការលដាះស្សាយផលបូកលោលលលីលៅលរលដដលការបដនេមដផនករង លដាយជំនួរវាបាន 

                                          
 ដដល      
លហយី                      

ាម  លយងីអចររលររ  ដូចខាងលស្កាម 

                                 
ការផ្លល រ់បតូរលដាយផលបូកលោលលលីរិតស្បាកដរឺលចញរីការបដនេមចំណ្ ចរងរឱឺ្យលៅចលនាល ះ និង 

 ដដលមានន័យថ្ន 

 

លដាយសារវាអវជិាមាន ឬលរមីរូនយ (លស្ ះ និង ) វាមានន័យថ្នផលបូកលោល
លលីរឺមិនអចលកីនល ងីលដាយការបដនេមចំណ្ ចរងនិងបរហ ញលទ្ធផលដូចដដលបានស្សាយខាងលលី 
លំហាត់59-64។ 

4.5 បរហ ញថ្នផលបូកលោលលលីរស្មាប់បំដណ្កខ្លះរឺតិចជាផលបូកលោលលស្កាមលធ្ៀបនឹង 
បំដណ្កដចកលផសងលទ្ៀត។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
លដីមបបីរហ ញលទ្ធផលរស្មាប់បំដណ្កខ្ រោន  រនមតផលបូកលោលលលីនិងលោលលស្កាមលធ្ៀប

នឹងបំដណ្កមួយស្តូវបានឱ្យលដាយ ខ្ណ្ៈដដលផលបូកលោលលនិងលោលលស្កាមលធ្ៀបនឹង
បំដណ្កលផសងលទ្ៀតលដាយ ។ 
រិចារណាបំដណ្កដដលស្តូវបានផេ កលដាយបំដណ្កដាក់រីលលីចំនួនរីរលហីយបរហ ញផលបូកលោលលលី
និងលោលលស្កាមលធ្ៀបលដាយ ។ 
លដាយបំដណ្កថ្មីលនះជាការបនស ទ្ធលដាយបំដណ្កនីមួយៗ លនាះាមលំហាត់4.4 
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ាម4.4 ាម(1)និង(2)លនាះ  
     4.6 ការលស្បីស្បារ់លកខណ្ៈលដាយលំហាត់ 4.3បរហ ញថ្ន  

ឱ្យលកខខ្ណ្ឌ ផេ យ រឺ , រឺជាតនមលលោលលស្កាមបំផ តលដាយផលបូកលោលលលីលនាះមាន
បំដណ្កមួយចំនួនឬបំដណ្ករងដដលលធ្វីឱ្យផលបូកS  រេិតលៅខាងល្វងលដាយចំណ្ ចកណាដ លលដាយ 
ចលនាល ះ ។ 

រឺជាតនមលលោលលលីបំផ តលដាយផលបូកលោលលស្កាមលនាះមានបំដណ្កមួយចំននួឬបំដណ្ករងដដល
លធ្វីឱ្យផលបូក រេិតលៅខាងសាដ លំដាយចំណ្ ចកណាដ លលដាយចលនាល ះ ។ផេ យលៅវញិ រឺធ្ំជាង
លនាះលយងីអចទាញយកបានថ្នលកខណ្ៈផេ យ មិនរិត លនាះ រិត។ 
ចំណាំ៖ កាលណាលយីងមានអំណ្ះអំណាងកន ងធ្រណី្មាស្តរស្មាប់រស្មាយបញ្ា ក់ក៏លដាយ ដត

លយងីអចលស្បីការវភិារលដីមបកីំណ្ត់បាននូវស្ទ្ឹរដីបទ្ទាងំលនាះ ។ 
  4.7 លបី S  រឺជាផលបូកលោលលលីដដលស្តូវោន នឹងដផនកថ្នរណាមួយលហីយ រឺផលបូកលោល

លស្កាមដដលស្តូវោន នឹងភារថ្នរដូចោន     ឬខ្ រោន លនាះបញ្ា ក់បាន លដាយ រឺជា
ដដនកំណ្ត់លោលលស្កាមលដាយផលបូកលោលលលីទាងំអរ់ លនាះលរបាន  ចាប់រី ជាដដនកំណ្ត់
លោលលលីលដាយផលបូកលោលលស្កាមទាងំអរ់លរមាន ដូចលំហាត់ 4.6លយងីមាន ដូចលនះ 

។ 
4.8 បរហ ញថ្ន  ជាអងំលតស្កាល លឺបរល ះស្ាដតស្រប់ មានបំដណ្កជាមួយផលបូក
ខាងលលីនិង ខាងលស្កាមដដល ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
លបីរស្មាប់ស្រប់   វាមានបំដណ្កដដល  
ាមលំហាត់ 4.7ចំល ះ  
លនាះ  ( ជាចំនួនលថ្រតូច) 

ជាអងំលតស្កាល លឺបរ 
ស្ចារមកវញិ ឧបមាថ្ន  ,  

មានបំដណ្កដដល  ( ជាលោលលស្កាមធ្ំបំផ តលដាយផលបូកលលីទាងំអរ់) 

4.9 បរហ ញថ្ន ( )
 

 

1 0,1

0 0,1

x Q
f x

x Q

  
= 

 

ebI
ebI

 

(a) អចលធ្វអីងំលតស្កាល លឺបរបានលលី 0,1  
(b) រកតនមលអងំលតស្កាល លឺបរលលី 0,1   

រស្មាយបញ្ា ក់ 
(a) បរហ ញថ្ន ជាអងំលតស្កាល លឺបរាមនិយមនយ័អងំលតស្កាល លឺបរ 

 

2 4 4 3; (1)S S S S  4 4 (2)S S 2 3S S

I J

I J I J I

IJ

J

s IJ S s

I J I J

s

S I J s   I

S I J

J s I J

S I J s  

( )f x 0 

S s S s − 

0  S s − 

0 I J S s  −  − 

I J= 

( )f x

I J= 0 

2
S I


 + I

( )f x

0 1 2 1... n na y y y y y−=     
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ាង ជារំណ្ ំ លដាយស្រប់ កន ង ដដល  ដដល 
 

លយងីបានរំណ្ ំ មិនទ្លទ្  

 
រូបភារ១២ 

ាម  លយងីបាន 
  ;  

ជារំណ្ ំ លដាយចំនួនអរនិទានលលី  និង ជារំណ្ ំ រនិទានលលី  
លយងីបាន លនាះ  
ផលបូកលោលលស្កាមនិងលោលលលី 

 

ាង ជាដដនកំណ្ត់លោលលស្កាម និង ជាដដនកំណ្ត់លោលលលី។ 
លយងីមាន  ជាចំនួនណាមួយ  

 
លដាយ លនាះាមនិយមន័យ លឺបរអន រមន៍  អចលធ្វីអងំលតស្កាល លឺបរបាន។ 

(b) រកតនមលអងំលតស្កាល លឺបរលលី  លដា  

4.10 បរហ ថ្ន លបីស្តូវបានកំណ្ត់និងអចវារ់ដវងដវងបានលៅចលនាល ះ លនាះវាជាការ
រណ្នាអងំលតស្កាល លឺបរលៅលលី ។ 

លយងីមាន  

លយងីអចលរៀបឱ្យមានការដបងដចកឬរលបៀបលដាយដផនករង  

ដូចលនះលយងីបាន  

4.11 បរហ ញថ្ននិយមន័យលដាយអងំលតស្កាល លឺបរជាដដនកំណ្ត់លដាយផលបូករស្មាប់
ករណី្ដដលចំនួនលដាយចំណ្ ចរងរឺ , nn S និង ns ជាចំណ្ ចដដលស្តូវោន លដាយផលបូកខាងលលីនិងខាង

, 1,2,3,...,kE k n= x  ,a b ( )1k ky f x y−  

( ) 1:k k kE x y f x y−=  

 1 10, 1, 0, 1na y y −   

( ) 1:k k kE x y f x y−=   1,2,3,...,k n=

( ) 1 0 1:E x y f x y=   ( ) 1:n n nE x y f x y−=  

1E  0,1
nE  0,1

( ) ( )1 1, 0nm E m E= = ( ) 0 , 1,2,..., 1km E k n= = −

( ) ( )1 0 1

1 1

;
n n

k k k k

k k

s y m E y S y m E y−

= =

= = = = 

I J

0 10 ;y a y=  0

1 0. . . . . . 0 , . . . . . 0I l u b S l u b y J g l b s g l n y= = = = = =

0I J= = ( )f x

 0,1 ( )
1

0

0 , 0 0I J f x dx= =  =

( )f x  ,a b

 ,a b

1

1

( ) ( )
n

k k k

k

S s y y m E−

=

− = −

1k ky y
b a


−− 

−

1 1

( ) ( )
n n

k k

k k

S s m E m E
b a b a

 


= =

− = = =
− −

 
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លស្កាមលបី ជា លដាយផលបូកខាងលលីទាងំអរ់លហយី ជាលដាយស្រប់ផលបូកខាងលស្កាមទាងំអរ់
លយងីបាន 

  

លនាះស្រប់ លយងីអចលធ្វី លដាយ ដូលចនះដដល
 

 

 

ដូលចនះ លយងីបាន ។ 

4.12 បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្4-5 លបី លនាះនាឱំ្យ  

 រីលំហាត់ 4.2 និង 4.7   
លដាយលយងីរនមតថ្ន រឺជាអងំលតស្កាល លឺបរដូចលនះ លធ្វីាម 

 

4.13 បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-6 ទ្ំរ័រ86 លបី  ដដល  និង  មិនជាប់ោន  លនាះ 
 

លដាយលស្បីអងំលតស្កាល លឺបរជាដដនកំណ្ត់លដាយផលបូកការលស្ជីរលររីចំណ្ ចរកបានលដាយ  
លនាះ រំណ្ ំ E ស្តូវបានដបកដចកជារំណ្ ំ រំណ្ ំ រង  និង  ស្តូវ
បានដបងដចកជាស្កុមរដដលមិនជាប់ោន ដូចលនះ និង 

លនាះនាឱំ្យ 

 

4.14 បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-6 ជាមួយការលស្បីស្បារ់អងំលតស្កាល លឺបរលដាយដដនកំណ្ត់ផល 
បូក។ឧបមាថ្ន រស្មាប់ និង ដដល ( )1 1f x   លហយី 

( )2 2f x   លរៀងៗខ្លួន។លយងីអចយក តូចលដាយ និង ដូចជាធ្ំជាង លរ 

I J

( ) ( )

( )

1

1 1

1

1

,

0 ( )

n n

n n

n k k n k k
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n

n n k k k
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S y m E s y m E

S s y y m E

−

= =

−

=

  

= =

 − = −

 



0 
0n n 1 / ( ) , 1,2,...,k ky y b a k n−−  − =

0n n
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1

n

n n k

k

S s m E
b a




=

−  
−



lim( ) 0n n
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S s
→

− =

( )lim lim
b

n n
an n

S s I J f x dx
→ →

= = = = 
( )A f x B  ( ) ( ) ( )

E

Am E f x dx Bm E 

( ) ( )Am E s I J S Bm E    

( )f x I J=
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E

Am E f x dx Bm E 

1 2E E E=  1E 2E

( ) ( ) ( )
1 2E E E

f x dx f x dx f x dx= +  

ky

0 1 ... ny y y =    = kE 1E 2E
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,k kE E
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k k kE E E= 

( ) ( )( ) ( )( )1 2

k k km E m E m E= +
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លស្ជីរយកដផនករងលដាយ ( ),  ចំណ្ ច រីរករណី្ដដលអចលកីតល ងី
(1) ទាងំលនះខ្លះជាដផនករងរស្មាប់ ( )1 1,  លហយីចំណ្ ចដដលលៅរល់ជាដផនករងរស្មាប់
(2) ចំណ្ ចដចករងរីរមិនដូចោន លៅនឹងចំណ្ ចធ្ំលដាយ តូចជាងលដាយ លបីករណី្ទ្ី២
លកីតល ងី លយងីលមីលល ងីវញិនូវចំណ្ ចលដាយដផនករង លដីមបបីញ្ចូ លចំណ្ ចបដនេមរីរលដាយដផនករង។ 
ចស្មារ់មកវញិលរបានផលបូកលោលលលីឬលោលលស្កាមលំហាត់4.4លនាះលបីលយងីបរហ ញរីផលបូកខាង
លលីដដលស្តូវោន ាម លរៀងោន  ។ 
លយងីមាន ឬលស្បីការរិតដដល  រមួបញ្ចូ លលៅលលី និង  

ដូចោន ដដរ លបីលយងីបរហ ញផលបូកខាងលស្កាមដដលស្តូវោន

និង ាម លយងីលឃញី  
 

ាម(1)និង(2)លរបាន  

4.15 បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-7 លបី ស្តូវបានកំណ្ត់និងអចវារ់បាន ដដលរំណ្ ំ  

រឺអចវារ់បាននឹងមិនជាបោ់ន  លនាះ  

លនាះ ដដល ស្តូវបានដាក់បញ្ចូ ល លលី និង

លយងីបាន 

 

ាមស្ទ្ឹរដីបទ្4-5រឺ  

                               

ដត និង 
( ) ( ) ( )1 2m E m E m E= + + កំណ្ត ់ លរ៊ារមីិនកំណ្ត ់ ដដលរមួោន លដាយ  ដូច

លនះn→ លៅកន ង(1)លយងីលឃញីថ្ន  

ដូចលនះ ។ 

0 1 ... ny y y =    =

( )2 2, 

1 2,  1 2, 

1 2, ,E E E 1 2, ,S S S

1 2S S S + ( )f x
1,E E 2E

( ) ( ) ( )
1 2E E E

f x dx f x dx f x dx +  

1 2, ,E E E 1 2, ,S S S
1 2S S S +

( ) ( ) ( )
1 2E E E

f x dx f x dx f x dx +  

( ) ( ) ( )
1 2E E E

f x dx f x dx f x dx +  

( )f x
1

k

k

E E


=

=

kE ( ) ( ) ( )
1 2

...
E E E

f x dx f x dx f x dx= + +  

n nE S R= 
1 1

,
n n

n k n k

k k n

S E R E 

= = +

= = ( )f x
nS

nR

( ) ( ) ( )
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4.16 បរហ ញថ្នលបី ស្តូវបានកំណ្ត់នងឹអចវារ់បានលៅលលីE លហយី រឺជាអលថ្រណា
មួយលនាះ  

ឧបមាថ្ន ដផនករងលដាយ រឺលកីតល ងីលដាយចំណ្ ច

លហយីផលបូកខាងលលីដដលស្តូវោន នឹង រឺ  ដដល 

 
ដូចោន ដដរផលបូកខាងលលីដដលស្តូវោន នឹង រ ឺ

 

យកដដនកំណ្ត់ លយងីបាន  

4.17 បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-8 លបី និង ស្តូបានកំណ្ត់នងិអចវារ់បានលលីE លនាះ 

 លរឱ្យ  ដដល ស្តូវបានផដល់

ឱ្យលំហាត់4.16 លនាះ 

 

 

     

( )
E

s g x dx= + 

 

 

ដូចលនះលយងីបាន  
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( )f x  
0 1 ... ny y y =    =
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ាម(1)និង(2)លយងីបាន  

4.18 បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-10 ,ទ្រំ័រ86 លបី លលី E លនាះ 
 

លដាយ មិនអវជិាមានលលី E លនាះលយងីបាន  

  

4.19 បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-11 , ទ្ំរ័រ86 លបី ស្តូវបានកំណ្ត់និងអចវារ់បានលលី លនាះ
រឺរណ្នាអងំលតស្កាល លឺបរលលី  រមួលបី រឺស្តូវបានកំណ្ត់និងអចវារ់បានលលី

លនាះ ររឺណ្នាអងំលតស្កាល លឺបរលលី  
លបី រឺស្តូវបានកំណ្ត់និងអចវារ់បានលលី លនាះដូចោន និង ដូចលនះ រឺរណ្នា
អងំលតស្កាល លឺបរលលី ដូចោន ដដរលបី រឺស្តូវបានកំណ្ត់និងអចវារ់បានលលី លនាះដូចោន
និង ដូចលនះ រឺអងំលតស្កាល លឺបរលៅលលី  

4.20 បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-12 ,ទ្ំរ័រ86 លៅលស្កាមលកខខ្ណ្ឌ លដាយ

ស្ទ្ឹរដីបទ្4-11។ 
វិធីាស្តេតទី១ 
លយងីមាន  

ាមលយងីបានលៅលលីការរមួបញ្ចូ លលដាយរ ំណ្ ំ E 

 

រលបៀបទ្ី២ 
ស្បរិន   និង  លហយី 

  

( ) ( ) ( ) ( )
E E E

f x g x dx f x dx g x dx+  +    
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g x f x dx

f x dx g x dx
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
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( ) ( )
E E
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( ) ( ) ( )f x f x f x−  
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E

E

E E

E

f x dx f x dx f x dx

f x dx f x dx

−  



  

 

( ) 0E E f x+ =    ( ) 0E E f x− =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
E E E E E E E

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
+ − + − + −

= + = − = +      
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លហយី  

4.21. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-14។ លបី  ទាល់ និងដដលអចវារ់បានលលីE លហយី  
លហយី ស្រប់ចំណ្ ចលលីE។ 

រលបៀបទ្ី១ 
លដាយ វាជាអន រមន៍ទាល់ លហយីមានចំនួនលថ្រ M ដដល  

លនាះរំណ្ ំ  

លហយីជាទូ្លៅ  

លដាយរំណ្ ំ ទាងំលនាះវាជាអន រមន៍ទាល ់និង មនិជាប ់
លនាះ   

ដដល   លដាយលស្បីស្ទ្ឹរតីបទ្តនមលមធ្យម  

   

លដាយវរិមីការលៅខាងល្វងនិងការរតិដដលថ្នអងំលតស្កាលខាងលលី E មិនអចលលីររីអងំលតស្កាល
លលីEបានលទ្។ 

 លយងីមាន  

លដាយ លរល លនាះ  
ល លរឺររវ រ់លដាយរំណ្ ំ ដដល  រឺលរមី 0 លនាះ ស្រប់លរលទាងំអរ់។ 
រលបៀបទ្ី២ 

ឧបមាថ្នដដលមានលៅកន ងEមានរំណ្ ំ  A លដាយររវ រ់វជិាមានដដល  ដដលលយងីអច 
បរហ ញបានថ្ន ជារំណ្ ំ ស្បររវដដលអចវារ់បានមិនជាប់។ 

 

លដាយ លហយី វាបរហ ញថ្នរំណ្ ំ  មាន 
ជាចំនួនវជិាមាន ។ 

ាមស្ទ្ឹរដីបទ្តនមលមធ្យម នងិការរិតដដលថ្នអងំលតស្កាលខាងលលីEមិនអចលលីររីអងំលតស្កាលលលី 
Eបានលទ្ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
E EE E E E
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=   =

−

( ) ( ) ( )1 2 ....m E m E m E= + +

1

k

k

E E

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ដដលផេ យនឹងរមមតិកមមដដលថ្នអងំលតស្កាលលលីEរឺរូនយ។ ដូចលនះរំណ្ ំ Aមិនអចជា ររវ រ់ 
វជិាមាន លហយី ស្រប់កដនលងទាងំអរ់។ 

4.22. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្របរ់ លឺបរទាល់រមួោន ជាមួយ ស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-15 ទ្រំ័រ87។ ាង 
 ជាលំដាប់លដាយម ខ្ររដដលអចវារ់បានលលី ដូចជា  ។ លបី 

  

ាម និង វាបរហ ញបានថ្ន  លហយី ទាល់ 
និងវារ់បាន។ លទ្ធផលស្តូវបានបរហ ញ។ 

 ឬ  

លយងីនឹងបរហ ញថ្ន  

ាង  ជារំណ្ ំ ដដលវារ់បាន  

 

 លនាះ   

លហយីលបី លហយី លយងីមាន 

 

មាន ដដល លហយី លហយីលៅលលី មាន 
លនាះ (S) លស្បីស្បារ់ស្ទ្ឹរដីបទ្តនមលមធ្យម  

   

លដាយ  និង ាម (4) 

លរបាន   

( ) 0f x =
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= 
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លទ្ធផលស្តូវបានបរហ ញ។ 
4.23. បរហ ញថ្នលកខខ្ណ្ឌ លៅ 4.22 អចមានទ្នំាក់ទ្ំនងោន  លនាះវារិតស្រប់ករណី្ទាងំអរ់។ 

 ដំលណាះស្សាយដូចការលដាះស្សាយរំណ្ ំ វារ់បានលរមីរូនយមិនមានផលប៉ាះ ល់លលីតនមលលដាយ
អងំលតស្កាលរបរ់ និង លលីE។ 

4.24. ចូរឱ្យឧទាហរណ៍្ទ្ស្មង់លដាយ ដដល និង លកខណ្ៈ  

   

ាង តំណាងឱ្យចំនួនរនទិានទាងំអរ់លៅចលនាល ះ[0,1]។ កំណ្តល់ំដាប់លដាយ លៅ 

ចលនាល ះ[0,1]ដដល ( ) 1 2

1 2

1 , , ,

0 , , ,

n

n

n

x r r r
f x

x r r r

 =
= 



ebI
ebI

 

លហយី  ( ) ( )
 

 

1 0,1
lim

0 0,1
n

n

x
f x f x

x
→

  
= = 

 

ebI
ebI

 

ាមរយៈនិយមន័យរបរ់ លយងីបាន 

  និង  

លស្បីលៅកន ងលំហាត់ 4.9  

   

លនាះ   

លយងីររំឹងថ្នវាមានលកខណ្ៈដូច 4.22 លទាះជាោ៉ា ងណាក៏លដាយ លបីលយងីលស្បីអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់  

លយងីបាន លនាះ  

ប៉ា ដនដ មិនមាន 

លនាះ ទ្ំនាក់ទ្ំនងលដាយអងំលតស្កាល រមីា៉ា ន់ និង  ឺ

លបរ ។  
4.25. បរហ ញថ្ន លបី រជឺាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់ លៅចលនាល ះ លនាះ ស្តូវដត

វារ់បាន។ ឧបមាថ្នអងំលតស្កាលលៅចលនាល ះ ស្តូវដបងដចកលៅកន ងដផនកលដាយ  ដដល  

( )f x ( )nf x

( )nf x ( ) ( )lim n
n

f x f x
→
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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=

( ) ( )
1 1

0 0

lim 0n n
n

f x f x
→
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= = 

( ) ( )
1

0

0nf x dx = ( ) ( )
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f x dx f x dx
→ →

   
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លនាះ                 

លរលដដល និង ជាលោលទាល់លលី g.l.b និងលោលទាល់លស្កាម l.u.b លដាយ លៅ
កន ងអងំលតស្កាល ។ លយងីធាល ប់លស្បីអកសរធ្ំ រស្មាប់រមាា ល់រី ការដបងដចករបរ់ ។ 
ទ្ស្មង់អងំលតស្កាលកំណ្ត់រី  លៅ  លរបាន 

   

 

អងំលតស្កាលទាងំលនះរឺមានទ្ស្មង់ទាប និងខ្ពរ់លរៀងៗខ្លួន លដាយផលបូកអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លដាយ
។ វាស្តឹមស្តូវកាលណាវាជាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លនាះ 

   

លដាយ ទ្ស្មង់  និង រមួជាមួយ  និង តំណាងឱ្យ ទាល់លស្កាម
លដាយ លៅកន ង ជាវរ័រ ីណាល់លដាយ ដដល  ខ្ណ្ៈលរលដដល តំណាង
លអយទាល់លលីលដាយ កន ង ជាវរ័រ ីណាល់លដាយ ដដល   ។ 
ាង  ជាទ្ស្មង់វារ់បានដដល លីមីតលដាយទ្ស្មងវ់ារ់បានទាងំលនះ (ស្ទ្ឹរដីបទ្ 3-19) បរហ ញ
ថ្ន  អចវារ់បាន។ លដាយបញ្ចូ ល ស្ទ្ឺរដីបទ្ លឺបរនិង (5) ចូលោន លរបាន 

   

 

លនាះ   

 

ប៉ា ដនដ វាដូចនឹងលំហាត ់ 4.21 ដដលថ្ន  រិតស្រប់លៅចលនាល ះ [a,b]។ 
ឥ ូវបញ្ា កថ់្ន  លនាះលយងីលឃញីថ្ន លរេសី្រប់កដនលងដដល 

វារ់ដវង បាន។ 
4.26. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្4-17 លបី ជាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លៅចលនាល ះ លនាះ វារឺ

ជាអងំលតស្កាល លឺបរលៅកន ងចលនាល ះ លហយី អងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់និង លឺបរលដាយ 
លៅចលនាល ះ លរមីោន ។ 

 លស្បីស្បារ់ាមលំហាត់ 4.25 លយងីបាន  
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( ) ( ) ( )1,    ,     2n n

n k n k k kx m x M x x x  += =  
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លនាះាម និង លរបាន 

  

លនាះ   លទ្ធផលស្តូវបានបរហ ញ។ 

4.27. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-18 អន រមន៍ ជាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លៅចលនាល ះ លបី មានភារ
មិនដំលណី្រការលកីតល ងីលនាះ វារ់បានរូនយ។ដត លៅដតដំលណី្រការធ្មមា។ 

លបី  មានទ្ំនាក់ទ្ំនងនងឹ  លនាះលស្បីស្បារ់ាមចំណ្ ច 4.25 លយងីស្តូវបាន  
( ) ( )x x = ។ផេ យលៅវញិ លបី ( ) ( )x x = រស្មាប់ លនាះ មានទ្ំនាក់ទ្ំនងនងឹ ។ 

មួយវញិលទ្ៀត  មានទ្ំនាកទ់្ំនងនឹង  កាលណា ( ) ( )x x = ។ 
ឥ ូវរលងកតលមីលចំណ្ ច 4.26 លយងីលឃញីថ្ន ជាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លៅចលនាល ះ ។ 

លនាះ  

ឬ ( ) ( )x x =  រិតលរេីស្រប់កដនលងទាងំអរ់។ ឧទាហរណ៍្  មានទ្ំនាក់ទ្ំនងលរេីស្រប់កដនលង
ទាងំអរ់។ 

4.28. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-19 លបី  មានទ្ំនាក់ទ្ំនងលរេីស្រប់កដនលងទាងំអរ់លៅ
ចលនាល ះ លនាះអងំលតស្កាល លឺបរក៏រេិតលៅចលនាល ះ ដដរ។លដាះស្សាយដូចចណំ្ ច 4.26 
និង4.2។ 
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→ →

= =  =    

( )f x
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 ,a b  ,a b
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៤.១១. លហំាត់អ្នុវតដន ៍
4.29. លស្បីស្បារ់និយមន័យអងំលតស្កាល លឺបរបរហ ញថ្ន លបីe  ជាចំនួនលថ្រលនាះ 

 

4.30. រណ្នា លបី លដាយលស្បីស្បារ់និយមន័យ។ 

4.31.រណ្នាចំណ្ ច 4.30 លបី  

4.32. បរហ ញថ្នការចស្មាញ់ភារថ្នរនីមួយៗ ឬ ដផនកលដាយផលបូកដដលទាបបំផ តមនិអច 
ថ្យច ះលទ្។(លមីលចំណ្ ច 4.4) 
4.33. ចូរបរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្លៅចំណ្ ច 4.6 លដាយមិនលោងាមដាស្កាម។ 
4.34. ចូរបរហ ញរីរលបៀបលដាះស្សាយចំណ្ ច 4.9 លដាយមិនលោងាមដាស្កាម។ 

4.35. ាង រណ្នា ។ 

4.36. លប ីQ រឺជារំណ្ ំ លដាយចំនួនរនិទាន លហយី ។ រក  

4.37. លប ីK រឺជារំណ្ ំ កង់ទ្័រ(Cantor set) លហយី  លៅលលីរំណ្ ំ លនះ ។  
រណ្នា ។ 

4.38. បរហ ញថ្ននិយមន័យលដាយអងំលតស្កាល លឺបរជាជលស្មីរឯករជយលដាយ និង   
ដូចជា ( )f x   ។ 
4.39. បរហ ញរីទ្ំនាក់ទ្នំងលទ្ធផលលៅចំណ្ ច 4.11។ 
4.40. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-2 ។ 
4.41. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-3 ។ 
4.42. បរហ ញថ្នលបី និង  ជារំណ្ ំ មិនជាបវ់ារ់បាននិង  លនាះលបី  

ដដល និង មានទ្ស្មង់ដូចដដលឱ្យ  

 

4.43. ចូរបរហ ញជាទូ្លៅលដាយលទ្ធផលលដាយចំណ្ ច 4.42។ 
4.44. លស្បីចំណ្ ច 4.42 ឬ 4.43 លៅរណ្នា ចណំ្ ច 4.9, 4.30, 4.31, 4.35។ 
4.45. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-4។ 
4.46. បរហ ញថ្ន ឬមិនបរហ ញថ្ន លបី ជារំណ្ ំ វារ់បានលលី  លនាះ 
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វាមានតនមល  

4.47. រស្ងីកស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-6 លដីមបកីំណ្តស់្បររវលដាយរំណ្ ំ  ។ 
4.48. រស្ងីករស្ងឹងស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-8  លដីមបកីំណ្ត់អន រមន៍ចំនួន។ 
4.49. បរហ ញថ្នអន រមន៍ ជាអងំលតស្កាល លឺបរលៅ 
ចលនាល ះ [0,1] ។ 
4.50. លផេៀងផ្លេ ត់ថ្នរំណ្ ំ  លដាយចំណ្ ច 4.16 ជារំណ្ ំ ដាច់លហយីវារ់បានលបី  

លនាះ ។ 
4.51.ចូរលទ្ធផលលដាយចំណ្ ច 4.16 លដាយមិនលស្បីស្បារ់លីមីតផលបូកលដាយអងំលតស្កាល
 លឺបរ។ 
4.52. លបី  ទាល់និងវារ់បានលលី  បរហ ញថ្ន  ។លតីលយងីអច 

ល បរញ្ញ លរមីបានលទ្ ? 
4.53. បរហ ញថ្នលបី  និង  ទ្ល់់លលីនិងវារ់បានលលី  លនាះ 

 

4.54. បរហ ញថ្ន ។ 

4.55. ចូរបរហ ញលទ្ធផលជាទូ្លៅលដាយចំណ្ ច 4.54 លៅបី ឬលស្ចីនរំណ្ ំ លទ្ៀត  
4.56. លបី ជាអន រមន៍ទាល ់និងវារ់បានលលី  លហយី  

 ។ 

បរហ ញថ្ន ។ 

4.57. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-9។ 

4.58. បរហ ញថ្ន លបី និង  

 ជាអន រមនទ៍ាល់និងវារ់បានលលី ។ 
4.59. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-13 ។ 
4.60. លបី នងិ  ជាអន រមន៍ទាល់ និងវារ់បានលៅចលនាល ះ លហយី 

បរហ ញថ្ន រិតលលីចលនាល ះ ។ 

4.61. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 4.28 ស្រលដៀងោន លបី អងំលតស្កាលលៅចលនាល ះ ស្តូវបានជំនួរ 
លដាយ លលី ។ 

( ) ( ) ( )
E

f x dx f m E=

1 2, ,...., nE E E

( ) ( ) ( )2 2, , 3 4 2a x b x c x x+ −

kE

kE E=  ( ) ( )km E m E=

( ) 0f x  E ( ) 0
E

f x dx 

( ) 0f x 

( )f x ( )g x E

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
E E E

f x g x dx f x dx g x dx− = −  

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2E E E E E E

f x dx f x dx f x dx f x dx
 

= + −   

1 2, ,.....E E

( ) , 1,2,...kf x k n= E

, 1,2,3......,kc k n=

( ) ( )
1 1

[ ]
n n

k k k k

k kk E

c f x dx c f x dx
= =

=  

( ) ( ) ( ) ( )
2 21

2
E E E

f x g x dx f x dx g x dx
 

 + 
 

   ( )f x

( )g x E

( )1f x ( )2f x ( ),a b

( ) ( )1 2 0

b

a

f x f x dx− =   ( ) ( )1 2f x f x= ( ),a b

 ,a b

a E



 104      

4.62. រណ្នា  

4.63. រណ្នា  

4.64. ាង ជាអន រមនទ៍ាល់ និងមានអងំលតស្កាលលលី ។ បរហ ញថ្ន មាន  
  លបី  ជារំណ្ ំ វារ់បានលលី  លនាះ ។ 

4.65. រណ្នា  

4.66. រណ្នា  

4.67. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 4-16 លដាយលស្បីឧទាហរណ៍្។ 

4.68. បរហ ញថ្នលបី លហយី  រមួ លនាះ រមួស្រប់ករណី្ 

ទាងំអរ់។ 
4.69. ចូរបរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ លឺបររមួទាល់លដាយលស្បីស្បារ់ ស្ទ្ឹរដីបទ្ Egorov។ 
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ទមទរៀនទី៥៖  អាងំទតស្រកាលឡទឺរេទលើេណំុំមិនទាល ់
៥.១.អាងំទតស្រកាលឡទឺរេអ្នុគមន៍មិនអ្វិជាមាន មនិទាល ់
 រិចារណាលលីករណី្ទ្ី១ ដដល រឺមិនទាល ់និងអចវារ់បាន។ លបី រឺជាចំនួនរត ់
ធ្មមជាតិ លរបាន   

 (1) 

រស្មាប់ចំនួនរត់ធ្មមជាតិ នមីួយៗ លបី ទាល់ និងអចវារ់បានដូចលនះវាជាអងំលតស្កាល 
 លឺបរ ។ លយងីកំណ្ត ់អងំលតស្កាល លឺបរលដាយ លលីដដន រឺ 

  (2) 

លបីលីមីតលដាយចំនួនរត់មិនអវជិាមាន លហីយអងំលតស្កាល ឺលបរលដាយ កំណ្ត់ លនាះលរថ្ន 
រឺជាអន រមន៍ដដលមានអងំលតស្កាល ឺលបរដតលបីលីមីតលនាះមិនកំណ្ត់ លនាះលរថ្ន  រឺ

ជាអន រមន៍ដដលមិនមានអងំលតស្កាល លឺបរ ។ 
៥.២.អាងំទតស្រកាល Lebasque អ្នគុមន៍មិនទាល ់

លបី  លយងីអចកំណ្ត់អងំលតស្កាល លឺបរលដាយ  រឺ 
                                         (3) 

រស្មាប់ចំណ្ ចដដលមានអងំលតស្កាលខាងសាដ រំឺ ទ្ទ្ួលបានលទ្ធផលដូច (3) រស្មាប់ ។ 
 លៅកន ងករណី្ទូ្លៅ ដដល មានរញ្ញណាមួយលរបាន  

                                      (4) 

                                      (5) 

ចំណ្ ចដដលរួរកត់រមាក ល់លនាះរឺ និង មិនអវជិាមានទាងំរីរ នាឱំ្យ 
                                       (6) 

                          (7) 

៥.៣.ស្រទេឹដរីទ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-1 ៖ លបី លនាះ មាន ល ះស្ាដត រឺមានភារទាល់។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-2 ៖ លប ី ដដល មានអងំលតស្កាលលលី  លនាះ ក៏មាន 
អងំលតស្កាលលលី និង លហយីលទ្ធផលលនះរិតលរេដីតស្រប់កដនលងលលី 
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លបី ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-3 ៖ អន រមន៍ មានអងំលតស្កាលលលី ល ះស្ាដត មានអងំលត 

ស្កាលលលី  ដូចលនះ  លស្ ះ មានអងំលតស្កាលលលី ល ះ 

ស្ាដតវាមានអងំលតស្កាលលដាយតនមលដាច់ខាតលលី ។ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-4 ៖ លប ី មាន លនាះ រឺកំណ្តស់្រប់កដនលងលលី ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-5 ៖ លប ី មានររវ រ់រូនយ លនាះ ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-6 ៖ លបី មាន និងលបី រឺជារំណ្ ំ រងដដលអចវារ់បានលដាយ លនាះ

មាន។  ដូចលនះ ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-7 ៖ លប ី ដដល និង ដាច់ លនាះ  
 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-8 ៖ លប ី ដដល ដាច់ លនាះ មាន លរបាន  

។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-9 ៖ ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-10 ៖  រស្មាប់ចំនួនលថ្រ ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-11 ៖ លប ី មានអងំលតស្កាលលលី  និង ទាល់ លនាះ មាន
អងំលតស្កាលលី ។ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-12 ៖ លបី ស្រប់ចំណ្ ចលលី លនាះ ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-13 ៖ លបី និង លនាះ ស្រប់ចណំ្ ចលលី ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-14 ៖ លបី មានអងំលតស្កាលលលី លនាះ មាន  លហយី រំណ្ ំ

ដូចលនះ លបី លនាះ ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-15 ៖ ាង មានអងំលតស្កាលកន ង ។ លបី រឺជារវ ីតលដាយរំណ្ ំ ដដល
មានកន ង ដូចលនះ ។ 

៥.៤. ស្រទឹេដរីទទទៃៀងផ្ទៃ ត់រមួឡទឺរេ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-16 (លផេៀងផ្លេ ត់រមួ)៖ ាង ជារវ ីតលដាយអន រមន៍ដដលអចវារ់បាន 

E ( ) ( )f x g x

( )f x E ( )f x

E ( ) ( )
E E

f x dx f x dx  ( )f x E

E

( )
E

f x dx ( )f x E

E ( ) 0
E

f x dx =

( )
E

f x dx A E

( )
A

f x dx ( ) ( )
A E

f x dx f x dx 

1 2
E E E= 

1
E

2
E

( ) ( ) ( )
1 2E E E

f x dx f x dx f x dx= +  

1 2
...E E E=  

1 2
, ,...E E ( )

E

f x dx

( ) ( ) ( )
1 2

...
E E E

f x dx f x dx f x dx= + +  

( ) ( ) ( ) ( )
E E E

f x g x dx f x dx g x dx+ = +  

( ) ( )
E E

cf x dx c f x dx=  c

( )f x E ( )g x ( ) ( )f x g x

E

( ) ( )f x g x= E ( ) ( )
E E

f x dx g x dx= 

( ) 0f x  ( ) 0
E

f x dx = ( ) 0f x = E

( )f x E 0  0 

A E ( )m A  ( )
A

f x dx 

( )f x E ( )kE

E ( )lim 0
k

k
E

f x dx
→

=

( )n
f x



 107      

លលី ដូចលនះ ។ លបីមានអន រមន៍ ដដលមានអងំលតស្កាលលលី  

ដូចលនះ រស្មាប់ស្រប់  
លរបាន                          (8) 

៥.៥.ទទៃៀងផ្ទៃ ត់ស្រទឹេតរីទេស្រមារ់ទេ៊ែររីមួមនិកំណត ់
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-17 ៖ លបី អចវារ់បានលលី និងមានអន រមន៍អងំលត 

ស្កាល លលី នាឱំ្យ ដដល និង  

លនាះ  

                       (9) 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-18 ៖ លបី លនាះ រស្មាប់ចំនួនលថ្រ មួយ 

ចំនួន។ លប ី រឺទាល់ និងអចវារ់បានលលី លនាះ 

                           (10) 

៥.៦.ស្រទឹេដរីទ Fatou 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-19 [Fatou]៖ ាង រឺជារវ ីតលដាយអន រមន៍មនិអវជិាមានដដលអចវារ់
បានលលី  និងឧបមាថ្ន លនាះ  

                 (11) 
រមាា ល់ស្ទ្ឹរដីបទ្លនះរិត លបី  និង លបី មិនមានអងំលតស្កាល លនាះអងំលត
ស្កាលខាងល្វងលដាយ(11)រឺមិនកណំ្ត។់  

រស្មាយបញ្ា ក់ 
5.23. ស្ទ្ឹរតបីទ្ 5-19 ៖ ាង  ជាអន រមន៍វារ់បានមិនអវជិាា លដាយរវ ីតកំណ្ត់លលី  លហយី
រនមតថ្ន  ។ លនាះ  
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→ →
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ាមស្ទ្ឹរតីបទ្លដាយភាររមួទាល់របរ់ លឺបរ  
                                  

លដាយ  លយងីបាន 
                                          

                                 
លដាយ  ដផនកខាងសាត លំដាយ មានកន ង លយងីបាន  

                                  

យក  កន ង  លយងីបាន  
៥.៧.ស្រទេឹដរីទម ូណូតនូរមួ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-20 ៖ ាង ជារវ ីតលដាយអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីនមិនអវជិាមានលលីរំណ្ ំ  
មួយ និងឧបមាថ្នរវ ីតរមួលៅរក  ដូចលនះ  

                                    (12) 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-21 ៖ ាង លនាះ  

                                (13) 

៥.៨.ការបា នាម នអាងំទតស្រកាលទោយអ្នុគមន៍ារ់ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-22 .ាង មានអងំលតស្កាលកន ងចលនាល ះបទិ្ ។ រស្មាប់ មាន 
អន រមន៍ជាប់ កន ងចលនាល ះបទិ្  ដូចលនះ 

                            (14) 
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-23 ៖ ាង មានអងំលតស្កាលកន ងចលនាល ះបិទ្  លនាះ  

                          (15) 
៥.៩.អាងំទតស្រកាទលើេណំុំមិនទាល ់

លដីមបបីរហ ញនិយមន័យលដាយអងំលតស្កាល លឺបរលលីរំណ្ ំ មិនទាល់ ។ ដំបូងលយងី
ឧបមាថ្ន មនិអវជិាមាន។ ឧទាហរណ៍្ និង រឺ មានអងំលតស្កាល លឺបរកន ង
ចលនាល ះលបីក រស្មាប់តនមលកំណ្ត់លដាយ លនាះ 

                             (16) 
លបី  មានរញ្ញណាមួយលនាះលយងីកំណ្ត់  

                   (17) 
ដដល រឺមិនអវជិាមាន និង មានអងំលតស្កាលលលីចលនាល ះលបីក លបីរល់អងំលត 

( ) ( )lim n p pE En
f x dx f x dx

→
=        ( )1

( ) ( )n np
f x f x  

( ) ( )n n pE E
f x dx f x dx     ( )2

( ) ( )lim limn n pE En n

f x dx f x dx
→ →

     ( )3

n→ ( )3 ( )1

( ) ( )lim n pE En

f x dx f x dx
→

     ( )4

p→ ( )4 ( ) ( )lim n
E En

f x dx f x dx
→

 

( )n
f x

E ( )f x

( ) ( )lim
nn

E E

f x dx f x dx
→

= 

( ) 0
k
u x 
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1 1
k kE

k kE

u x dx u x dx
 

= =

 
= 

 
  

( )f x ,a b 
  0 

( )g x ,a b 
 

( ) ( )
b

a
f x f x dx − 

( )f x ,a b 
 

( ) ( )
0

lim 0
b

ah
f x h f x dx

→
+ − =

( ),a 

( )f x ( ) 0f x  ( )f x

( ),a b b

( ) ( )lim
b

a ab
f x dx f x dx



→
= 

( )f x

( ) ( ) ( )
b

a a a
f x dx f x dx f x dx

 
+ −= −  

( ) ( ),f x f x+ − ( )f x ( ),a 
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ស្កាលដផនកខាងសាដ លំដាយ(17) កណំ្តា់មអន លោមលដាយនិយមន័យ។ 
 ដផនកបដនេមអចបលងកីតលៅចលនាល ះ និង ។ លយងីរិចារណាលលីចលនាល ះលបីក  
និង ។ លបីរំណ្ ំ រឺមិនដមនជាចលនាល ះមិនកំណ្ត់ និងមនិទាល់ លយងីកំណ្ត់ថ្ន 

                      (18) 

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-24 ៖ អន រមន៍ រឺមានអងំលតស្កាលលលី ល ះស្ាដត មានអងំលត
ស្កាលលលី លហយី រទឺាល់ ឬ មិនទាល់ លរបាន 

   

៥.១០. ការទស្ររៀរទធៀរាមួយអាងំទតស្រកាលរមីា នេ់ស្រមារ់េណំុំមិនទាល ់
 អងំលតស្កាលរមីា៉ា ន ់ មិនដូចអងំលតស្កាល លឺបរលនាះលទ្។ អងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លដាយ លលី
រំណ្ ំ មិនទាល់ អចមានលទាះបីជាអងំលតស្កាលលដាយ មិនមានលលី ។  

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-25 ៖ លបី  អចវារ់បាននិង រឺ មានអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់ លលី  
លនាះ រឺមានអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន ់ និង អងំលតស្កាល លឺបរ លលី លហយីអងំលតស្កាលទាងំរីររឺ
លរមីោន ។  
៥.១១. ការទោោះស្រាយលហំាត់ 
5.1. បរហ ញថ្នអន រមន ៍ អចររលររ ។ 

លយងីមាន លនាះលបី តូចជាង ឬ លរមី  លរបាន 

ដដល រឺធ្ំជាង លហយី  

ដូចលនះ ។ 

5.2. បរហ ញថ្ន ។ លដាះស្សាយាមរំរូ 5.1 លស្ ះ ។ 

5.3. បរហ ញថ្ន រឺទាល់ និងអចវារ់បាននិងមានអងំលតស្កាលរស្មាប់ លបី រឺអច

វារ់បាន។ ាមលំហាត់ 5.1 លយងីលឃញីថ្ន និង ទាល់រស្មាប់ ។ លប ី

ដដល និង អចវារ់បានដូចលនះ អចវារ់បាន។  

5.4. ស្សាយថ្ន កំណ្ត ់នងិរកតនមលលដាយអងំលតស្កាល។ 

លយងីមាន ( )
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3

1 1 1

1 1

s

p

s

p x
px x
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p
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
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លនាះ  

 

ដូចលនះ មានអងំលតស្កាលដដលមានតនមល ។ 
5.5. ស្កាបលដាយអន រមន៍ និង លដាយលំហាត់5.4 និងបរហ ញ
លទ្ធផលាមដបបធ្រណី្មាស្ត។  
 ស្កាបលដាយ និង រឺ ចងអ លបរហ ញលៅកន ងរូបខាងលស្កាម។ អន រមន៍ រឺលៅថ្ន

អន រមន៍កាត ់ដដល លបី ។ 

 
រូបភារ១២       រូបភារ១៣ 

ដូចលនះតនមល  ។ 
និយមនយ័លដាយអងំលតស្កាល លឺបររស្មាបស់្រប់អន រមន ៍
5.6. បរហ ញថ្នអន រមន៍  និង  អចរកបានលដាយ  

លយងីមាន ( )
( ) ( )

( )

, 0

0 , 0

f x x E f x
f x

x E f x

+
  

= 
 

ebI
ebI

 

លនាះលបី  លយងីមាន  លរល  
ម៉ាាងលទ្ៀត  

លដាយលហត ផលដូចោន លនះ លយងីបរហ ញថ្ន  
5.7. បរហ ញថ្ន  

(a) លយងីមាន  លបី និង  លប ី លនាះ 
 លបី  

ដូចោន ដដរលយងីមាន  លបី  និង  លបី  លនាះ 
លបី  

ដូចលនះស្របក់រណី្ទាងំអរ់  
(b)លបី  លនាះ  លបី  លនាះ  
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ដូចលនះស្របក់រណី្ទាងំអរ់លរបាន  
ស្ទ្ឹរដីបទ្រស្មាប់អងំលតស្កាល លឺបរ រស្មាប់អន រមន៍ទាល់លរមី 
5.8. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្5-1 លបី  លនាះ  មានលបីរិន ជាមានដដន

កំណ្ត់លរមីោន ។ លដាយនិយមន័យលដាយ  វាបរហ ញឱ្យលឃញីថ្ន  
លនាះ  

ដូចលនះលំដាប់ទ្ី ខាងលលីលនះរឺ រឺមានការលកីនល ងីលដាយលំដាប់ម៉ាូណូ្តូន។ វាបរហ ញ

ថ្នលបីលំដាប់លនះរឺជាអន រមន៍ទាល់លរមី។  
ឧទាហរណ៍្៖ លបីមានចំនួនលថ្រMស្រប់តនមលP  

លនាះ អចមាន 

ស្ចារមកវញិលបី  មានលនាះលដាយ លយងីមាន 

 

ដូចលនះ រឺជាអន រមនទ៍ាលល់រមី(5.41) 

5.9. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-2 រស្មាប់ករណី្លនះដដល មានរញ្ញ លដាយលលខ្ 
-លបី     លនាះ  

 ដូចលនះ  
 

លដាយកំណ្ត់យកលីមីត  លយងីបាន 
 

ដដលាម  មាន និងអងំលតស្កាលលៅខាងល្វងលដាយ មានលទ្ធផលលៅ5.8 

លនះាមរយៈ ជំនួរ លដាយ ដដលមិនអវជិាមាន 
5.10. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-4 រស្មាបក់រណី្ដដល  

ាង ឧទាហរណ៍្រំណ្ ំ ទាងំអរ់លដាយxដដល លយងីមាន 
                       

ដដលយកលីមីតខ្ិតជតិ លយងីមាន 
                                

ឥ ូវលនះលបីរិន  ាម ផតល់ភារផេ យោន ចាប់ាងំរីរមមតិកមម រឺកំណ្ត់បាន  

ដូចលនះលយងីស្តូវដតមាន ឧទាហរណ៍្ រឺកំណ្ត់លរេីដតស្រប់កដនលង។ រស្មាប់ការស្សាយ 
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បញ្ា ក់លដាយស្ទ្ឹរដីបទ្ដដល មាន រញ្ញ លដាយលលខ្ដូចបរហ ញលៅស្ទ្ឹរដីបទ្5.47។ 
5.11. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-6 រស្មាបក់រណី្ដដល  លយងីមាន  

     

លនាះកំណ្តយ់កលីមីត វាបរហ ញថ្ន 
      

ឧទាហរណ៍្ អងំលតស្កាលខាងល្វងលដាយ មានលរលដដលអងំលតស្កាលលៅខាងសាដ លំដាយ មា
ន។  
5.12. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-7 លបី  
លយងីអចបរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្រស្មាប់ធាត ដដលកំណ្ត់បានលដាយរំណ្ ំ ដាច់ ឧទាហរណ៍្ 

និង ជារំណ្ ំ ដាច់។ លៅលរលដដល 
ស្ទ្ឹរដីបទ្លនះរិតរស្មាប់ដតអន រមន៍ទាលល់យងីមាន 

 

ដដលឧបមាថ្ន រឺជាអងំលតស្កាល លឺបរ លៅលលីE និងលៅលលីររវ រ់រំណ្ ំ រង  
5.13. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-7 លបី មានរញ្ញណាមួយ។ 
លទ្ធផលលដាយ 5.12 ររឺតិរស្មាប់  និង  ដូចលនះលយងីមាន 

 

លនាះលធ្វីផលដកលរបាន ដដលស្តូវការ 

 

5.14. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-8 រស្មាប់ករណី្ដដល  
លយងីមានាមរយៈ 4.15  

 

លនាះលដាយាង លយងីមាន 
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 រស្មាប់  លយងីលៅដតមាន  

ដូចលនះលរបានផលបូក  

 

ាង លយងីបាន  
 

ាម និង វាបរហ ញថ្ន  

5.15. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-8 រស្មាប់ករណី្ដដល មានរញ្ញ ចំនួនណាមយួាម 5.14 លយងី
មាន 

 

លដាយលធ្វីផកដកលរបាន ដដល 

 

5.16. ឱ្យឧទាហរណ៍្លដីមបបីរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-8 មិនចាបំាច់ស្សាយថ្នរិតលទ្ 
លបីរិនជាោម នការលលីកល ងីរីភារមានអងំលតស្កាលលដាយ លលី    
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2

1 1

1 1

4 4n n

n

n n

 

= =

 =                                            

ប៉ា ដនតលរ៊ារចី ងលស្កាយជាលរ៊ាររីមួវាបរហ ញថ្ន រឺមិនកំណ្ត់និង មិនមានចលមលីយ។ 
5.17. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-9  រស្មាប់ករណី្ដដល  និង  
ាង លនាះលបីរិនាង 

     ( )
( ) ( )

( )
,

p

f x f x p
f x x E

p f x p

 
=    



ebI
ebI

  

ជាមួយនឹងនយិមន័យដូចោន រស្មាប់ និង លយងីមាន 
 

ដូចលនះលយងីមាន  

លដាយាង លយងីរកបាន 
 

ដដលបរហ ញថ្ន  

ឧទាហរណ៍្៖  

លទ្ធផលរឺរយនឹងបដនេមលៅលលីការកំណ្ត់ចំននួលដាយអន រមន៍ 
5.18. បរហ ញថ្នស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-9 រស្មាប់ករណី្ដដល និង មានរញ្ញណាមួយកន ងករណី្ដដល

និង មានរញ្ញណាមួយ និង មានករណី្ដដលបានលលីកល ងីដូចជា 

 

ាង រមាា ល់រំណ្ ំ លរៀងៗខ្លួនរស្មាប់ករណី្ខាងលលី។ វានឹងកាន់ដតបរហ ញថ្ន  

ឥ ូវលនះលបីអចបរហ ញថ្ន៖ 
                          

រស្មាប់ ដដលទាមទារឱ្យលទ្ធផលាមរយៈផលបូក និងលស្បីស្ទ្ឹរដីបទ្5.15  
លយងីបានដាក់លចញ(1) រស្មាប់ករណី្ ឧទាហរណ៍្ រំណ្ ំ កន ងស្ទ្ឹរដីបទ្5.17 ។ 
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លទ្ធផលអចបរហ ញលៅកន ងលកខណ្ៈស្រលដៀងោន រស្មាប់តនមលkលផសងលទ្ៀត។  
ជាឧទាហរណ៍្លបី កន ងករណី្លនះលយងីអចររលររថ្ន  
ដូច  

 លៅលលីរំណ្ ំ  លយងីបានលរ៊ារ5ី.17 
 

លស្បីស្ទ្ឹរដីបទ្5-10 លនះកាល យជា 

 

5.19. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្5-3៖  
- រឺអងំលតស្កាល ឺលបរលលី  លបីរិន រឺជាអងំលតស្កាល ឺលបរលលី  

និង   

-  

(a) ាមស្ទ្រឹដីបទ្5.18 លយងីមាន 

 

លនាះលបី រឺអងំលតស្កាល លឺបរលលី  នងិ លហយីស្ចារមកវញិលបី រឺជាអងំលត
ស្កាលលលី  រឺ  

ាម លយងីមាន 

 

    

( ) ( )

( )

E E

E

f x dx f x dx

f x dx

+ −= +

=

 



 

 

5.20. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-11 
ដដល ជាអន រមន៍ទាល់ លយងីមាន  

4k = ( ) ( ) ( )h x f x g x= +

( ) ( ) ( )g x f x h x−  =   + −      

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0f x g x h x −  − 
4
E

4 4 4

( ) ( ) ( )
E E E

g x dx f x dx h x dx− = + −  

4 4 4

4 4 4

4 4 4

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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E E E

E E E

E E E
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− = −

= +

 +  = + 

  

  

  

( )a ( )f x E ( )f x E

( )b ( ) ( )
E E
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E E E

E E E
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  

  
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              ( ) ( )

              ( ) ( )

              ( )
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f x dx f x dx
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
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លនាះលយងីបាន និងទាមទារឱ្យលទ្ធផលាម និង ជាអងំលត

ស្កាលលៅលលីE  ។ 
5.21. បរហ ញស្ទ្ឹរដីបទ្5-14៖ លបី រឺអងំលតស្កាលលៅលលី លដាយឱ្យ មាន និងរំណ្ ំ

ដដល  

លបី ាមស្ទ្ឹរដីបទ្5.19 វាបរហ ញថ្ន រឺមានអងំលតស្កាលលលី  ដដលឱ្យ វានឹង
បរហ ញចំនួនរត់ធ្មមជាតិ ដូចដដល  

 

ដដលអងំលតស្កាលលៅកន ង(1)រឺមិនអវជិាមាន 
ឥ ូវលបី A  រឺជាររវ រ់រំណ្ ំ រងលដាយ លយងីមានាមស្ទ្ឹរដីបទ្5-6 

 

ាម និង លយងីបាន 
          

ប៉ា ដនតលដាយ លយងីមាន  

ាម អចររលររបានថ្ន         
 

ាង លហយីយក លនាះលយងីាម(4) 

 

លបី  ដូចអវីដដលបានទាមទារ។ 
ស្ទឹ្រតីបទ្ដដនកំណ្តរ់មួរបរ់ លឺបរ 

5.22. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្ដដនកំណ្ត់រមួរបរ់ លឺបរ (ស្ទ្ឹរតីបទ្ 5-16 ) ៖ ាង  ជាអន រមន៍
វារ់បានលដាយរវ ីតលលី  លនាះ  ។ លបមីានអន រមន ៍  មានអងំលតស្កាល
លលី  លនាះ  លយងីមាន  ។ 

 
ដំលណាះស្សាយ 

 ាម  លយងីមាន  លនាះ មានអងំលតស្កាលលដាយ 
 វានឹងរតិលបីលយងីស្សាយថ្ន 

  
លដីមបបីរហ ញលយងីនឹងលស្បីលំហាត់ 4.22. លនាះ 
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A A
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0
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f x p   
0

0
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p
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 + 1 0
( ) ( )          (4)
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f x dx p m A

1
/ 2 =

0
( ) / 2m A p  =
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A A
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( )m A 

( )f x

E ( ) ( )lim n
n

f x f x
→

= ( )M x

E ( ) ( )nf x M x ( ) ( )lim n
E En

f x dx f x dx
→

= 

( ) ( )nf x M x ( ) ( )f x M x ( )f x

( ) ( ) ( ) ( )n n
E E

f x f x dx f x f x dx−  −   
( ) ( ) ( )lim 0 1n

En
f x f x dx

→
− =
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លលី  លយងីមាន  លដាយ  និង   
លយងីមាន  
កន ងការលស្បីស្បារ់ស្ទ្ឹរតីបទ្តនមលមធ្យម  កាល យជា  

                         
លដាយ  អងំលតស្កាលច ងលស្កាយខ្ិតជិតរូនយ លដាយលរ៊ារមីិនកំណ្ត់កំណ្ត់លដាយ 

 
 រមួ 

លដាយ  ាម  លយងីបាន  
យក  លនាះ  រិត ។ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ Fatou 
5.23. ស្ទ្ឹរតីបទ្ 5-19 ៖ ាង  ជាអន រមន៍វារ់បានមិនអវជិាា លដាយរវ ីតកំណ្ត់លលី  លហយី
រនមតថ្ន  ។ លនាះ  

  

កំណ្ត់ ( )
( ) ( )

( )
,

p

f x f x p
f x x E

p f x p

 
=     



ebI
ebI

 

( )
( ) ( )

( )
,

n

n p

f x f x p
f x x E

p f x p

 
=     



ebI
ebI

  

លដាយ  លយងីមាន  
ាមស្ទ្ឹរតីបទ្លដាយភាររមួទាល់របរ់ លឺបរ  

                                  
លដាយ  លយងីបាន 

                                          
                                 

លដាយ  ដផនកខាងសាត លំដាយ មានកន ង លយងីបាន  
                                  

យក  កន ង  លយងីបាន  
5.24. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្ 5-20 ។ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
n n
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E En
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→
=      
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→
=        ( )1
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→ →
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n→ ( )3 ( )1

( ) ( )lim n pE En

f x dx f x dx
→

     ( )4

p→ ( )4 ( ) ( )lim n
E En

f x dx f x dx
→

 
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ដំលណាះស្សាយ 
រនមតថ្ន  កណំ្ត់ ។ ាមស្ទ្ឹរតីបទ្ Fatou លយងីបាន 

                                          
លដាយ  លយងីបាន  

                                                
យក  លយងីបាន  

                                           
ាម  និង  លយងីបាន  
ស្រលដៀងោន ដដរលបី  កំណ្ត់លដាយ  ាមស្ទ្ឹរតីបទ្ដដនកំណ្ត់រមួរបរ ់
 លឺបរលយងីបាន  រិត ។ 

ការបា៉ា ន់សាម នអន រមន៍អងំលតស្កាលលដាយអន រមន៍ជាប់ 

5.25. លរឱ្យ  ជាចលនាល ះដដលផេ ក  ។ កណំ្ត់ ( ) 1

1

1

0

x I
f x

x I

 
= 



ebI
ebI

 ។ បរហ ញ 

ថ្នលបី  លនាះមានអន រមន៍ជាប់  កំណ្ត់លលី  ដដល   
ដំលណាះស្សាយ 

យកចំណ្ ច  និង  លៅកន ងចលនាល ះ  និង  លរៀងោន  ដដល   
ដូចបរហ ញកន ងរូប ។ ាង  និង  តំណាងលអយចំណ្ ច  និង 1,x b=  
( ) 1f x = លរៀងោន  ។ រង់បនាេ ត់  និង  ។ 

 
រូបភារ១៤ 

ាង  ជាអន រមន៍ដដលស្កាបស្តូវបានបកស្សាយលដាយ  លនាះ  
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វាបរហ ញថ្ន  ជាប់កន ង  ។ លនាះលយងីបាន  

 (រិត) 

5.26. ាង  ដដល  ជាចលនាល ះដាច់ផេ កកន ង  ។ 

ាង ( )
1

0

k

k

x I
f x

x I

 
= 



ebI
ebI

 ។ បរហ ញថ្នលបី  លនាះមានអន រមន៍ជាប ់  កំណ្ត់លលី  

ដដល  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

ាង ( )
1

0

k

k

k

x I
f x

x I

 
= 



ebI
ebI

 ាមលំហាត់ 5.25. មានអន រមនជ៍ាប់  ដដល  

 

ាង  លយងីបាន  

 (រិត) 

5.27. ាង  ជារំណ្ ំ វារ់បានដដលផេ កកន ង  លហយីរនមតថ្ន  

( )
1

0

x E
f x

x E

 
= 



ebI
ebI

 ។ បរហ ញថ្ន លបី  លនាះមានអន រមនជ៍ាប់  កំណ្តល់លី  ដដល 

 ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 លដាយ  វារ់បានលនាះមានរំណ្ ំ លបីក  ដដលលបី 
                                         

ាមស្ទ្ឹរតីបទ្ 1-19 ទ្ំរ័រទ្៧ីរំណ្ ំ   អចស្តូវបានបញ្ា ក់ជាស្បជ រំប់បានលដាយចលនាល ះដាច់ លនាះ  

                                           

ាម  និង  លយងីបាន  

លដាយលរ៊ាររីមួដដលលយងីលស្ជីរ  ធ្ំលយងីបាន  

                                          

លហយី  
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រិចារណាលលីចលនាល ះ  លហយីាង ( )
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x I

f x

x I
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
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ាមលំហាត់ 5.26. មានអន រមន៍ជាប ់  លនាះ 
                                     

ាង  លនាះ  ។ 

លបី  លដាយ  
 

 
 

លបី  លនាះ  

រស្មាប់  

ាម  និង  លយងីបាន  

 

                                  

                                  

                                  

                                  

 
ាម  លយងីបាន  

 

                            (រតិ) 
5.28. ាង ដដល  ជារំណ្ ំ ដាច់វារ់បានផេ កកន ង  ។  
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 លហយី  ដដល  លថ្រ ។ បរហ ញថ្ន លបី  
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 លនាះមានអន រមន៍ជាប ់  កំណ្ត់លលី  ដដល  ។ 
ដំលណាះស្សាយ  

ាមលំហាត់ 5.27. លប ី  លយងីអចរកអន រមន៍ជាប ់  លនាះ 
 

កំណ្ត់  លនាះ 

                          

                                                   

យក  លយងីបាន ។ 

5.29. ាង  ទាល់និងវារ់បានលហីយមានអំងលតស្កាលកន ង  បរហ ញថ្នលបី  
លនាះមានអន រមន៍ជាប់  កំណ្ត់លលី  ដដល ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លស្ជីរចំណ្ ចចំដណ្កតូចៗ  
                                         
រនមតថ្នតនមលធ្ំបំផ តលដាយ  ស្តូវបានកណំ្ត់ យក 
                                   
រំណ្ ំ ទាងំលនះវារ់បានលដាយ  វារ់បាន 

យក ( )
1

0

k

k

k

x E
h x

x E

 
= 



ebI
ebI

លហយីកំណ្ត់  លនាះ  រស្មាប់  

ាមលំហាត់ 5.28. លបី  មានអន រមន៍ជាប់  លលី  ដដល 
                                     
យក  ជាបរមិាណ្ធ្ំបំផ តលដាយ  លយងីបាន  

 

 

 លបីលយងីលស្ជីរ  លហយី  (រិត) 

5.30. ាង  មិនទាល់លហយីមានអងំលតស្កាលកន ង  ។ បរហ ញថ្ន លបី  លនាះមាន
អន រមន៍ជាប ់  កណំ្ត់លលី  ដដល   

ដំលណាះស្សាយ 
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ាង ( )
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លយងីបាន  លហយី  

កំណ្ត់ ( )
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1 1

1

1

f x f x n
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n f x n

 
= 



ebI
ebI

( )
( ) ( )

( )

2 2

2

2

,
f x f x n

F x
n f x n

 
= 



ebI
ebI

  

លហយី  និង  ជាប់និងវារ់បានកន ង  ។ ាមលំហាត់ 5.29. ថ្ន លបី  លនាះ
មានអន រមនជ៍ាប់  និង លនាះ 

  
លយងីអចលស្ជីរយក  ជាចនំួនធ្ំលនាះ  

  
លបីលយងីបរហ ញ  លនាះ  
              
             
             
លយងីបាន  

             

                       (រិត) 
5.31. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្ 5-23 ៖ លបី  មានអងំលតស្កាលកន ង  លនាះ  

 ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

ាងចលនាល ះ  បិតជិតកន ងចលនាល ះ  ដូចកន ងរូប លហយីរនមតថ្ន ស្តូវបានរស្ងីក លដីមបឱី្យ
មានអងំលតស្កាលកន ង  នងិ  ។ 

 
ាមលំហាត់ 5.30. មានអន រមន៍ជាប ់  លលី  លនាះលបី  
                                          
លដាយ  ជាប់លលី  ស្រប់  មាន  មួយ  
លនាះស្រប់  ល ះស្ា  
ដដលលយងីអចរនមតថ្ន  តូចជាងអបបបរមាលដាយ  និង  លយងីបាន 
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រស្មាប់  លយងីបាន  

     

         

         
 

យក  រស្មាប់  លយងីបាន  

ដូចលនះ  ។ 
អងំលតស្កាល លឺបរលលីរំណ្ ំ មិនទាល់ 

5.32. បរហ ញថ្នលបី  វារ់បានលលីរំណ្ ំ មិនទាល់  លនាះ  
                                            

ដំលណាះស្សាយ 
ាមលំហាត់5.19.លយងីបាន 
                ដដល  លហយី  ។ 
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ទមទរៀនទី៦៖ អាងំទតស្រកាល និងឌីទទរ  ង់ថ្េយល 
៦.១. អាងំទតស្រកាលមនិកំណត ់

៦.១.១. នយិមន័យ 
លបី  រឺជាអងំលតស្កាល លនាះ 

( ) ( ) ( )1

x

a

F x f u du=    

អងំលតស្កាលមិនកំណ្ត់មួយ ឬរលងខបលដាយអងំលតស្កាលលដាយ ។ កំណ្ត់ចំណាថំ្ន 
និមិមតរញ្ញ  រឺស្តូវបានលស្បីស្បារ់លដីមបលីជៀរវាងការភ័នតស្ច ំជាមួយអញ្ញ ត កន ងលីមីតលោលលលី
លដាយអងំលតស្កាល។ លបីចំនួនលថ្រស្តូវបានបដនេមលៅអងាខាងសាត ំ លទ្ធផលរឺស្តូវបានលៅថ្នអងំ
លតស្កាលមិនកំណ្ត់។ 

៦.១.២. ស្រទេឹតរីទមួយនំនួនទាកទ់ងនឹងអាងំទតស្រកាលរមីា ន់មិនកំណត់  
ស្បរិន រឺជា អងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់ លនាះលយងីមានស្ទ្ឹរតីបទ្ខាងលស្កាមមួយចំនួនដូចជា 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-1៖ លបី កំណ្ត់ និងជាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់ លលីចលនាល ះ  លនាះ  

( ) ( )
x
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ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-2៖ លបី កំណ្ត់ និងជាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លលីចលនាល ះ  លនាះ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

x

a

d d
F x F x f u du f x

dx dx
 = = = ស្រប់ចំន ចលដាយអន រមនជ៍ាប់  

ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-3៖ ាង រឺជាអងំលតស្កាលរមីា៉ា ន់លលី លហយីឧបមាថ្នមានអន រមន ៍
មួយជាប់លលី ដដល ។ លហយី  

( ) ( ) ( ) ( )3

b

a

f x dx F b F a= −    

            ឬ ( ) ( ) ( ) ( )4

x

a

f u du F x F a= −    

វារឺជាវតេ បំណ្ងលដាយលមលរៀនលនះលដីមបរីករីទ្ំនាក់ទ្ំនងលដាយភារខ្ រោន  និងការល្លីយតបអងំ
លតស្កាលលៅស្ទ្ឹរតីបទ្ខាងលលីកន ងករណី្អងំលតស្កាល លឺបរមិនកំណ្ត់ ។ 

៦.២. អ្នគុមន៍ម ូណូតូន 
៦.២.១. នយិមន័យ 
អន រមន៍ កន ងចលនាល ះ រឺជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីនលបី 

និងជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនច ះលបី ។ លបី រឺជាអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីន
ឬអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនច ះ វាស្តូវបានលរលៅថ្នអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូន។ 
អន រមន៍ ស្តង់ 0x រឺកំណ្ត់លដាយ ដដល  

( )f x

( )f x

u x

( )1

( )1

( )f x  ,a b

 ,a b

( )f x  ,a b

( )f x

( )f x  ,a b

( )F x  ,a b ( ) ( )'f x F x=

( )f x  ,a b ( ) ( ) ,2 1 2 1f x f x x x 

( ) ( ) ,2 1 2 1f x f x x x  ( )f x

( )f x ( ) ( )0 0
0 0f x f x+ − −
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 ។ លបី រឺជាអន រមន ៍

ម៉ាូណូ្តូនលកីន លនាះស្រប់ចំណ្ ចរឺមនិអវជិាមាន។ លបី រឺជាអន រមនម៍៉ាូតូនច ះលនាះចណំ្ ចរឺមនិ 
វជិាមាន។ លបី រឺជាប់ស្តង់ លនាះស្តង់ចំណ្ ចស្តង់ រឺជាលរមីរូនយ។ លបី រឺជាអន រមន ៍
ម៉ាូណូ្តូនលកីន លនាះ រឺជាអន រមន៍ច ះ និងជាអន រមន៍ស្ចារ។ លដាយសារដតលទ្ធផលមាន
លកខណ្ៈរស្មាយបញ្ា ករ់ស្មាប់អន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីន លនាះវាករ៏ិតរស្មាប់អន រមន៍ម៉ាូណូ្តូន។ 
៦.២.២. ស្រទឹេតរីទមយួនំនួនទលើអ្នុគមន៍ម ូណូតូន 

ស្ទ្ឹរតីបទ្6-4៖ លបី រឺជាអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីនលលីចលនាល ះ  លនាះអចមានចំនួន
កំណ្ត់មួយលដាយភារដាច់ដដលធ្ំជាង ។ លទ្ធផលស្រលដៀងោន រឺរិតរស្មាប់អន រមន៍ច ះ។ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្6-5៖ លបី រឺជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីន ឬម៉ាូណូ្តូនច ះលលីចលនាល ះ លនាះរំណ្ ំ
លដាយភារដាច់លដាយ អចរប់បាន។ 
៦.៣. អ្នគុមន៍ទោយរថ្ស្រមរស្រមួលកំណត់ 

៦.៣.១. និយមន័យ 
ឧបមាថ្ន ចលនាល ះ រឺស្តូវបានដបងដចកលៅជា ចំដណ្កលដាយលស្បីស្បារ់ចំណ្ ចលដាយផល

ដចករង ។ លនាះលរអចកំណ្ត់ រឺជាបដស្មបស្មួលកំណ្ត់កន ង
ចលនាល ះ លបី  

 

រឺទាល់ស្រប់ចំដណ្កដដលអចមាន ឬ ផលដចករង។ ផលបូក លដាយលោលលលីតូចបំផ ត
ស្រប់ផលដចករងដដលអចមានលៅថ្ន បដស្មបស្មួលររ បលដាយ កន ងចលនាល ះ លហយីនឹង
ស្តូវបានកំណ្ត់លដាយ ឬ ។ 

៦.៣.២. ស្រទឹេតរីទមយួនំនួនទោយរថ្ស្រមរស្រមួលអ្នុគមន៍ទាល ់
 ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-6៖ អន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីនមយួ ឬអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនច ះមួយលលីចលនាល ះ រឺជា 

បដស្មបស្មួលអន រមន៍ទាលល់លីចលនាល ះ ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-7៖ លបី រឺដស្បស្បួលលលីចលនាល ះ លនាះវាទាល់លលី ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-8៖ លបី និង រឺជាបដស្មបស្មួលកំណ្ត់លលីចលនាល ះ លនាះ 

និង ដដល ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-9៖ អន រមន៍ រឺមានបដស្មបស្មួលកំណ្ត់ទាល់ដតអចបរហ ញរីភារខ្ រោន   

លដាយអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូលកីនកំណ្ត់លដាយ និង ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-10៖ លបី រឺដស្បស្បួលលលីចលនាល ះ លនាះវាអចមានរំណ្ ំ រប់បានលដាយអន 
រមន៍លលីចលនាល ះ  លហយីស្រប់ចំណ្ ច កន ង មានលៅលីមីតខាងសាត  ំនិងខាងល្វង 

( ) ( )0 0
0 lim

0
f x f x h

h
+ = +

+→
( ) ( )0 0

0
, 0 lim

h
f x f x h

−
→

− = + ( )f x

( )f x

( )f x 0
x

0
x ( )f x

( )f x−

( )f x  ,a b

0 

( )f x  ,a b

( )f x

 ,a b n

0 1 ... na x x x b=    = ( )f x

 ,a b

( ) ( ) ( )1 5
1

k k

n
f x f x

k
 − −
=

( )5

( )f x  ,a b

( )b

a f
b

a

 ,a b

 ,a b

( )f x  ,a b  ,a b

( )f x ( )g x  ,a b

( ) ( ) ( ) ( ),f x g x f x g x+ − ( ) ( ), f x g x ( ) ( )/f x g x ( ) 0g x 

( )f x

( ) ( )G x H x− ( )H x ( )g x

( )f x  ,a b

 ,a b c ( ),a b



 126      

ដដល និង ។ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-11៖ លបី មានលដរលីវកំណ្ត់កន ង  លនាះ រឺជាបដស្មបស្មួលកន ង  
មា៉ាងវញិលទ្ៀត លបី រឺជាអន រមន៍ជាប់កន ងចលនាល ះ វាមិនមានបដស្មបស្មួលលនាះលទ្។ 

៦.៤. ទេរទីវទោយអ្នុគមន៍ 
៦.៤.១. នយិមន័យ 
លដរលីវលដាយអន រមន ៍ កំណ្ត់លដាយ  

 

លហយីវាអចមានឬមិនមាន។ លយងីលធ្វីការកំណ្ត់បរមិាណ្បួនរ ឺ

 

 

 

 

លៅថ្នលដរលីវលដាយ ដដលអចកំណ្ត់បានកំណ្ត់វជិាមាន ឬកំណ្ត់អវជិាមាន។  
ករណី្ លនាះ មានលដរលីវលៅខាងសាត កំំណ្ត់លដាយ ។ 
 កន ងករណី្ លនាះ មានលដរលីវលៅខាងល្វងកំណ្ត់លដាយ ។ 
កន ងករណី្ ។  
លនាះ មានលដរលីវ ។ ស្ចារមកវញិលបី មានលដរលីវ លនាះស្រប់លកខណ្ៈលដាយលដរ ី
លវទាងំបួនលរមីោន ។ 
៦.៤.២. ទេរទីវទោយអ្នុគមន៍ថ្េលមានរថ្ស្រមរស្រមួលកំណត់ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ខាងលស្កាមរឺមានសារៈរំខាន់ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-12៖ លបីអន រមន៍មួយម៉ាូណូ្តូន លនាះវាមានលដរលីវស្រប់ចំណ្ ច។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-13៖ លបីអន រមន៍មួយមិនមានបដស្មបស្មួលកំណ្ត់ លនាះវាភារលស្ចីនមានលដរលីវស្រប ់
ទ្ីកដនលង។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្ 6-14៖ លបី រឺជាលររលីដាយអន រមន៍លដាយបដស្មបស្មួលកំណ្ត់ដដលរមួលៅ  

កន ង លនាះភារលស្ចីនស្រប់ដផនកលៅកន ង ដដល ។ 
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៦.៥. ភាពារ់ោនខ់ាត 

៦.៥.១. នយិមន័យ 
អន រមន៍ រឺស្តបូានលៅថ្នអន រមន៍ជាបដ់ាច់ខាតកន ងចលនាល ះ លស្បី មាន  
ដដល 

 

ស្រប់រំណ្តក់ំណ្ត់នមីួយៗលលលីចលនាល ះ ដដល ។ 

និយមន័យ រជឺួនកាលលស្បីជាមួយ  ដូចលនះ ។  
៦.៥.២. ស្រទឹេដរីទមួយនំនួនទៅទលើអ្នុគមន៍ារ់  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-15៖ អន រមនជ៍ាប់ទាងំស្រុងរឺជាអន រមន៍ដដលជាប់ប៉ា ដនដរមួ មិនកណំ្ត់ថ្នរិត ។  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-16៖ លបី និង រឺជាអន រមនជ៍ាប់លៅកន ង  លនាះ

 និង  កន ងករណី្  ។  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-17៖អន រមនជ៍ាប់ រឺមានបដស្មបស្មួលអលថ្រទាល់ប៉ា ដនដរមួ មិនកំណ្តថ់្នរិត ។  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-18៖ អន រមនជ៍ាប់មានលដរលីវស្រប់ចំណ្ ចទាងំអរ់ ។  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-19៖ លបី  ជាប់លៅកន ងចលនាល ះ  និង  ស្រប់ចណំ្ ចលៅ 
កន ង  លនាះ ដាច់លៅកន ង ។  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-20៖ លដាយ  អន រមន៍ជាប់និងលកីនជានិចចលៅកន ងចចលនាល ះ  (លនាះ  

 រស្មាប់ ) លនាះស្បរិន  រឺជាអន រមន៍ជាប់លៅកន ង  
 រឺជាលបីជាប់ជានិចចលៅកន ង ។  

លដាយមានទ្ំនាក់ទ្ំនងជាមួយស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-15 និង 6-17 ស្តូវចាថំ្នលបីវាជាប់លហយីមានបដស្ម 
បស្មួលទាល់ លនាះវាមិនស្បាកដថ្នជាប់លនាះលទ្ ។  

៦.៦. ស្រទឹេដរីទមួយននំួនទៅទលើអាងំទតស្រកាលឡទឺរេមិនកំណត់  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-21៖  លបី រឺជាអងំលតស្កាល លឺបរលៅលលីចលនាល ះ លនាះ 

 ជាជាប់និងមានបដស្មបស្មួលទាល់លៅកន ងចលនាល ះ ។  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-22៖ លបី ជាអងំលតស្កាលលៅលលី និង រស្មាប់ លៅកន ង
ចលនាល ះ  លនាះមាន លៅស្រប់ចំណ្ ចទាងំអរ់លៅកន ងចលនាល ះ ។  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-23៖ លបី ជាប់និងជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីនលៅកន ងចលនាល ះ លនាះ
មានអងំលតស្កាលលៅលលី  និង  ឬជំនួរ លដាយ ។ 
លយងីបាន   ។  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-24៖ អន រមន៍ មួយរឺជាអន រមន៍ដដលមានអងំលតស្កាលមិនកំណ្ត ់កាល 
ណាវាជាអន រមន៍ជាប់ ។  
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ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-25៖ លបី ជាអន រមន៍ជាប់ លនាះ  
ឬជំនួរ លដាយ លយងីបាន  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-26៖ លបី មានលៅកន ងស្រប់ចំណ្ ចលៅកន ងចលនាល ះ និងទាល់លនាះ 

                ឬ  
៦.៧. អាងំទតស្រកាលទោយថ្ទៃក  

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-27:៖ លដាយ និង ជាអងំលតស្កាលមិនកំណ្ត់លដាយអងំលតស្កាល 
លដាយអន រមន៍ ( )f x និង ( )g x   លរៀងោន ។ 
 លនាះ  

                                            
ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-28៖ ស្បិរនលបី និង ជាអន រមន៍ជាប់លនាះ  

                      
៦.៨. ការរដរូអ្ទលរ  

ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-29៖ លបី មានអងំលតស្កាលលៅកន ង និង ជាអងំលតស្កាលមិន
កំណ្ត់លដាយអន .មនិអវជិាមាន លនាះ  
                  
ដដល និង រឺ  ។  
៦.៩.ទោោះស្រាយលហំាត់ 

អន រមន៍ម៉ាូណូ្តូន  
6.1. លដាយ ជាអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីនលៅកន ងចលនាល ះ និង រនមតថ្ន ចំណ្ ចដដល

ដចកដាច់រឺស្តូវបានលររីលដាយ ។ 
រស្មាយបញ្ា ក់

 
 

6.2. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-4 ទ្ំរ័រ125 លបី  ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីនលៅកន ង 
ចលនាល ះ  លនាះនឹងមានោ៉ា ងលស្ចីនចំនួនដដលកំណ្ត់លដាយការមិនបនដជាមួយនឹងការហក់ដ៏ខ្ពរ់
មួយដដលតស្មូវឱ្យ ។  

6.3. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរដីបទ្6-5 ទ្ំរ័រ125 ស្បិនលបី ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីន(ឬអន រមន៍ 
ម៉ាូណូ្តូនច ះ) លៅកន ងចលនាល ះ លនាះរំណ្ ំ លដាយអន រមន៍  ដដលដាច់អចជាការរប់បញ្ចូ ល។  

អន រមន៍លដាយបដស្មបស្មលួអលថ្រ  
6.4. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន អន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីន និង អន រមនម៍៉ាូណូ្តូនច ះលៅកន ង 

ចលនាល ះ  មានបដស្មបស្មួលអលថ្រទាល់ ។  
លនាះលយងីបានផលបូក 
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រឺទាល់ស្រប់បំដណ្កដដលអចលៅរចួលដាយ   លនាះ  ជាអលថ្រទាល់កន ង   
 កន ងករណី្លនះលយងីមាន  លនាះ 

  

ដូចលនះចលមលយីស្តូវការនឹងស្តូវបកស្សាយាមដផនក  ។ 
6.5. ឧទាហរណ៍្លដីមបបីរហ ញថ្នអន រមន៍ជាប់ រឺមនិចាបំាច់លដាយអលថ្រទាល់។ 

រិចារណា ( )

1 2
sin 0

0 0

x x
xf x

x




 

= 
 =

ebI
ebI

  នងិអចលស្ជីរលររីបំដណ្កលដាយចលនាល ះ   

     

ដដលលយងីអចរមាា ល់បានលដាយ  លនាះ 

  

លហយីផលបូកលនះកាល យជាមិនកំណ្តដូ់ច  លនាះ  មនិអចជាអលថ្រទាល់កន ងចលនាល ះ 
 លទាះបីោ៉ា ងណាក៏លដាយ  រឺជាប់។ 

6.6. រស្មាយបញ្ា ក់ ស្ទ្ឹរតីបទ្6-7,ទ្ំរ័រ125៖ លបី  ជាអន រមន៍លដាយអលថ្រទាល់កន ង
ចលនាល ះ  ,លនាះវាទាល់កន ងចលនាល ះ  ។ 
 លស្ជីរចំណ្ ចរងលដាយចលនាល ះ   ចំណ្ ច ដដល  ។លដាយ  ជាអន 
រមន៍លដាយអលថ្រទាល់លនាះមាន  លថ្រដដល 

  

លនាះ        
ឧទាហរណ៍្ ៖ ទាល់។ 

6.7. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្នផលបូកលដាយអន រមនអ៍លថ្រទាល់រីរក៏ជាអលថ្រទាល់  និង 
 ជាអន រមន៍លហយី  ។ លដាយ  និង  រឺជាអលថ្រ 

ទាល់មាន  លថ្រជាស្រប់បំដណ្កដដលអចលៅរចួ 
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លដាយ        
លយងីបាន  

 

ដូចលនះ  ជាអន រមន៍អលថ្រជាប់ ។ 
6.8. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្នផលរ ណ្លដាយអន រមនអ៍លថ្រទាល់រីរជាអលថ្រទាល់ 
លយងីមាន  

 

ដដល  និង   ទាល់លលីលដាយ  និង  ដដលមានកន ងលំហាត់ 6.6។  
លនាះផលបូករី  ដល់ លយងីមាន  

  

ដដល  និង  រជឺាអលថ្រទាល់។ដូចលនះ  ក៏ជាអលថ្រទាល់។ 
6.9.  ដដល  និង  រឺទាល់ណិ្ងម៉ាូណូ្តូនលកីនលលី  

រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  ជាអលថ្រទាល់លលី  ។ 
លយងីមាន 

  

ដដល  លនាះ 

  

ដូចលនះ ចលមលយីដដលស្តូវការនឹងស្តូវបកស្សាយាមដបបលនះ។ 
 លយងីក៏អចបកស្សាយលទ្ធផលលបី  និង  រឺទាល់និងម៉ាូណូ្តូនលកីន។ 

6.10. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្នលបី  ជាអលថ្រទាល់លលី  លនាះ  អចររលររជាឌ្ីលផរ ៉ាង់
ដរយលលដាយអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីនររី  និង  ។ 
ឧទាហរណ៍្  
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លរឱ្យ 

      

លហយី  លដាយ  លយងីលធ្វីផលបូក  ជាស្កុមដដល  នងិ ។លយងី
អចររលររ  ដូចជា 
                                      

                                      

លនាះលយងីមាន   
                                 
ដដល 

 

លនាះ 

 

ាម  និង លយងីរក 
  

 រមាា ល់ថ្ន  ទាល់លលីតូចបំផ តលលី  ។  លហយីាម  
លយងីមាន  

 
លទ្ធផលលនះកន ងចលនាល ះ  ។  ឥលូវលយងីរិចារណាលលីចលនាល ះ  លយងីមាន 

 
លនាះលដាះស្សាយ  កន ង  លយងីរក 

  
ដដល  និង  ជាអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីនលដាយ  លយងីអចររលររ 

 
ដូចលនះ      
ដដល  និង  ជាម៉ាូណូ្តូនលកីន 
 ជាអលថ្រររ បលដាយ  កន ង  ,  អលថ្រវជិាមានលដាយ  កន ង  និង  ជាអ

លថ្រអវជិាមានលដាយ  កន ង  ។ 
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លដរលីវលដាយអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូន 
6.11.  ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីនលលី , រស្មាយថ្ន  

 មានររវ រ់រូនយ  ។   
រិចារណាលលីរំណ្ ំ  
ដដល  និង  ជាចំនួនរនទិាន ។  ដដលស្បជ ំមានស្រប់រូលដាយចំនួនរនិទាន  
ដដលចំនួនរនិទានអចរប់បាន ។ លយងីមានលំហាត់ 2.4 

 
ដដលផលបូកស្រប់រូលដាយចំនួនរនិទាន  ។ 
 លទ្ធផលដដលស្តូវការរឺស្តូវបានរស្មាយបញ្ា ក់លបីលយងីអចបរហ ញថ្នស្រប់រូលដាយចំនួនរ
និទានដដលស្សាយបានស្សាយ  លយងីមាន  ។ 
 ឱ្យ ។  មានរំណ្ ំ លបីក  លនាះ  ,ឧបមាថ្ន 

 ។ 
លដាយ  វាល្លីយតបរល់ចំណ្ ចលដាយ  មានចលនាល ះ  លៅកន ង  ដដលស្បដវង
តូចាមអំលរចីិតតលនាះ 

 ឬ   

ាមស្ទ្ឹរតីបទ្រស្មបវាិលី Vitali លយងីអចលស្ជីររំណ្ ំ មួយលដាយ ចលនាល ះបិទ្  ,

 ដដល  , 

                                       (1) 
លធ្វីផលបូកលលីចលនាល ះលនះ លយងីរក 

  

រិចារណាលលីរំណ្ ំ   រល់ចំណ្ ចលដាយ  លលីដលងចំណ្ ចច ងបញ្ចប់ ។ 

ដដល  លធ្វីាម លនាះ 
          

រមាា ល់  រំណ្ ំ រល់ចំណ្ ចលដាយ  និង ឧបមាថ្ន ។ មានរំណ្ ំ មយួលដាយ 
ចលនាល ះ  មានកន ង  ដដលស្បដវងតូចាមអំលរីចិតត ។ លយងីអចលមីលលឃញីការរិតដដល 

 លយងីមានរំណ្ ំ ទាងំអរ់លដាយចលនាល ះ  

            ឬ        
លដាយរំណ្ ំ លដាយចលនាល ះកន ង រស្មបVitali លដាយ លយងីអចលស្ជីររំណ្ ំ លដាយចលនាល ះបិទ្ 
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 ដដល  មាន 
ឧបមាថ្ន 

        

លបី  , 

                                 
លធ្វីផលបូលអងាទាងំរីរលដាយ  ចាប់រី  ដល ់  លយងីបាន 

        

លដាយ  ជាម៉ាូណូ្តូនលកីនលហយីស្រប់ចលនាល ះ  មានចលនាល ះចនល ះមួយចំនួន  
លយងីបាន  

  

លនាះាម  នងិ  

 

លដាយ   លយងីអចលមីលលឃញីរី  លនាះ 

  

លនាះ     
        

                  

                  
                  

                  
លយងីបាន 

                                             
លដាយ  អចជាលលខ្តូចាមអំលរីចិតត , ាម  ាមការស្តូវការ ។ 

6.12.  ជា អន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីនកន ង  រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  
 មានររវ រ់រូនយ ។ 
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ឧបមាថ្នផេ យ  ។លបី  ជាចំនួនវជិាមាន ,លយងីអចរកស្រប់  ជារំណ្ ំ មួយ
លដាយចលនាល ះ  ដូច  

  
ាម ស្ទ្ឹរតីបទ្រស្មប  មានរំណ្ ំ បិទ្លដាយចលនាល ះ  លនាះ

លបី  , 

 
រស្មាប់ចលនាល ះលដាយរំណ្ ំ លនះលយងីមាន  

  ឬ   

ផលបូករី ដល់  លយងីបាន 

 

ដដលលយងីធាល ប់លស្បីថ្នការរិតលដាយ  រជឺាម៉ាូណូ្តូនលកីនលៅកន ង   
ដូលចនះ លយងីអចលស្ជីរ  ជាចំនួនធ្ំ ដដល  

                                                
លហយីាម និង   លយងីមាន 
   
ដដល  អចជាចំនួនតូចាមអំលរីចិតត លយងីបាន  ឬ  ។  

6.13. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន អន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីនមយួមានលដរលីវលរេីស្រប់កដនលង ។ 
កន ងលំហាត់ 6.11បានបរហ ញថ្នររវ រ់លដាយរំណ្ ំ  រឺរូនយ ។ កន ងលកខណ្ៈ
ដូចោន លនះលយងីអចបរហ ញ[លមីលលំហាត់6.55, 6.56, 6.57 ]ដដលស្រប់ររវ រ់លដាយរំណ្ ំ លផសងលទ្ៀត
ដូចជា ៖ 

  
លហយីបនតវនាេ ត់លទ្ៀតរឺលរមីរូនយ ។ 
ាមលទ្ធផលលនះ លយងីបាន  

  
លរេីស្រប់កដនលង, ដូចលនះលដរលីវមានលរេីស្រប់កដនលង [ឧទាហរណ៍្.កំណ្ត់] ។ 

6.14. បរហ ញថ្នអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីនមានលដរលីវស្រប់ទ្ីកដនលង ។ 
លបី  ជាម៉ាូណូ្តូនលកីន,លនាះ  ជាម៉ាូណូ្តូនលកីន ។ លដាយ  មានស្របល់រេីទ្ីកដនលង 
ដូចលនះ  ក៏មានលរេីស្រប់ទ្ីកដនលង ។ 
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6.15. បរហ ញថ្នអន រមន៍លដាយអលថ្រទាលម់ានលដរលីវលរេីស្រប់ទ្ីកដនលង ។ 
ាមអន រមនល៍ដាយអលថ្រទាន់អចររលររដាឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលលដាយអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីនររី លដាយលំ
ហាត់ 6.13មានឌ្ីលផរ ៉ាងដរយលលរេីស្រប់ទ្ីកដនលង ។ 

ជាប់ដាច់ខាត 
6.16. បរហ ញស្ទ្ឹរតីបទ្6-15៖ អន រមនជ៍ាប់ដាច់ខាតជាអន រមនជ៍ាប់  

លបី  ជាអន មនជ៍ាប់ដាច់ខាត, លនាះឱ្យ  លយងីអចរក  លនាះ 

 លរល   

យក  ជាករណី្រិលររលយងីបាន 
 លរល   

ដូចលនះ  ជាប ់។ 
6.17. លបី  និង  ជាប់ដាច់ខាត, បរហ ញថ្ន  ជាប់ដាច់ខាត ។ 

លដាយ  និង  ជាប់ដាច់ខាត ,ឱ្យ  មាន  លនាះ 

 លរល      

 លរល     

លដាយ 
                               
                                   
លយងីមាន   

                 

             

ដដលរស្មាយបញ្ា ក់ចលមលីយដដលស្តូវការ ។ 
6.18. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរតីបទ្6-17 ទ្ំរ័រ127៖ អន រមន៍ជាប់ដាច់ខាតជាអលថ្រទាល់ ។ 

លបី  ជាប់ដាច់ខាត ,ឱ្យ  មាន  លនាះ 

 លរល   

ប៉ា ដនតបញ្ា កថ់្ន អលថ្រទាងំមូល លៅចលនាល ះលដាយររវ រ់  មិនមាន  លលីរ។ដូចលនះ  
បដស្មបស្មួលលដាយអលថ្រទាងំមូលលលីចលនាល ះ  ដដលជាររវ រ់លដាយb a− មិនមាន  
លលីរ។វាាមអលថ្រទាងំមូលលដាយ  កន ង  រឺទាល់។ឧ.  ជាអលថ្រទាល់ ។ 
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6.19. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹតីបទ្6-18៖ អន រមន៍ជាប់ដាច់ខាតមានលដរលីវលរេីស្រប់កដនលង ។ លធ្វី
ាមស្ទ្ឹរតីបទ្6-17នងិស្ទ្រឹតីបទ្6-13។ 

6.20. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្នមានអន រមនជ៍ាប់ដដលមិនដមនជាអន រមន៍ជាប់ដាចខ់ាត។ 
 លបីអន រមនជ៍ាប់មួយជាអន រមន៍ជាបដ់ាច់ខាត, លនាះលដាយស្ទ្ឹរតីបទ្6-18 វាមានលដរលីវលរេីស្រប់ទ្ី
កដនលង។ លទាះបីជាោ៉ា ងណាក៏លដាយ មានអន រមនជ៍ាប់ដដលោម នទ្ីាងំលដរលីវ។លមីលឧទាហរណ៍្ 6.66
។ វារិតលទាះអន រមន៍ជាបដ់ដលជាអលថ្រទាល់ដដលមិនដមនជាអន រមន៍ជាប់ដាច់ខាត ។ 

6.21. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-19៖ លបី  ជាប់ដាច់ខាតលលី  និង  
លរេីស្រប់  លលី  លនាះ  លថ្រលលី  ។ 
 រមាា ល់  ជារំណ្ ំ ដដល ។ ស្រប់ មានចលនាល ះតូចមយួលលី   

ដដល  , ឧទាហរណ៍្   (1) 

ាមស្ទ្ឹរតីបទ្Vitali’sមានរំណ្ ំ កំណ្តល់ដាយចលនាល ះបិទ្  ដដលស្រប
លហយីដូចលនះ  លលីកដលងរំណ្ ំ លដាយររវ រ់តិចជាង  ។ លយងីមាន 

 
លនាះ   

   

លនាះ       (2) 

លដាយអន រមន៍ជាប់ដាច់ខាតលដាយ  លយងីមាន 

  រស្មាប់   

ាម  លយងីមាន 

    

លនាះ  ដស្បជា  លហយីលដាយ  និង  អចលធ្វីឱ្យតូចាមអំលរីរចិតត 
លយងីមាន   ។ស្រលដៀងោន លនះ លយងីអចបរហ ញថ្នមាន  ខ្លះនាឱំ្យ,  ,
ឧទាហរណ៍្  មានកន ង  ។ 

ស្ទ្ឹរតីបទ្អងំលតស្កាល លឺបរមិនកំណ្ត់ 

6.22.  ជាអងំលតស្កាល លឺបរលៅលលី  ។លបី  រស្មាយ 

បញ្ា ក់ថ្ន  ជាប់លលី ។ 
លយងីមាន  
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ឬ  

លយងីលស្បីស្បារស់្ទ្ឹរតីបទ្5-15 

  

លនាះនាឱំ្យ              និង  ជាប់  ។ 
6.23. លបី  ជា អងំលតស្កាល លឺបរលៅលលី ។រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន៖ 

  

ជាអលថ្រទាល់លលី  ។ 
ការដចករង  លស្បីចំណ្ ចលដាយដផនករង  លនាះនាឱំ្យ 

  

លនាះផលបូករី ដល់  លយងីបាន  

 

ប៉ា ដនដលដាយ អចអំងលតស្កាលបាន លនាះកលនាមទាំងមូលអចរណ្នាអំងលតស្កាលបាន
ឧទាហរណ៍្អងំលតស្កាលច ងលស្កាយរឺជាអងំលតស្កាលកំណ្ត់លហយី  រឺអលថ្រទាល់ ។  
រស្មាប់រស្មាយបញ្ា ក់លផសងលទ្ៀតលៅកន ងលំហាត់ 6.7 រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-22 លបី មាន
អងំលតស្កាលលៅលលីចលនាល ះ  និង ចំល ះស្រប់ លៅកន ងចលនាល ះ លនាះ

រស្មាប់ស្រប់ទ្ីាងំលៅកន ង ។ 
 រនមតថ្ន លៅលរេីដតស្រប់ទ្ីាងំលៅកន ងចលនាល ះ ។ លនាះលយងីមាន ឬ 

លៅលលីរំណ្ ំ មួយចំនួនលៅររវ រ់ដដលធ្ំជាងរូនយ ។  
 រិចារណាថ្ន កន ងករណី្ ដដលលៅលលីរំណ្ ំ មួយចំនួនលដាយររវ រ់ដដលធ្ំជាងរូនយ ។ 
ជាក់ដរដង ។ 
លយងីលឃញីថ្ន អងំលតស្កាលលដាយ លៅលលីចលនាល ះលបីកមួយចំននួរឺលរមីរូនយ ។ ដបបលនះ រំណ្ ំ
លបីក អចនិោយបានថ្នបណ្ដ ំ លដាយចលនាល ះលបីកដដលរប់បាន  ដដល ។ 

លយងីមាន     

ដូចលនះ លបីលយងីរនមតថ្ន លៅលលី លយងីនឹងបានទ្រសនៈផេ យលដាយស្ទ្ឹរដីបទ្ 5.13  
ដូចោន លនះដដរ លបី លយងីទាញបានភារផេ យ លនាះ លរេីដតស្រប់ទ្ីាងំ ។  
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6.25. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-23៖ លបី ជាប់និងម៉ាូណូ្តូនលកីន លៅកន ងចលនាល ះ លនាះ
មានអងំលតស្កាលនិង  

 
ដដល រឺជារ៊ាវីតម៉ាូណូ្តូនលកីន លយងីបានលំហាត់ 6.13  

 លកីតមានលៅលរេីស្រប់ទ្ីាងំ ។  
លនាះ ាមស្ទ្ឹរតីបទ្Fatou’s បលងកីតបាន  

 
ប៉ា ដនដ លៅដផនកខាងល្វងលរមីនឹង  

 

 ដូចលនះ ចលមលយីដដលស្តូវការនឹងស្តូវបកស្សាយាមដបបលនះ ។  
6.26. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-24៖ រស្មាប់ករណី្ដដល ទាល់  

លបី ទាល់ ឧទាហរណ៍្ លនាះ  

 

ឱ្យ លយងីលឃញីថ្នដផនកខាងល្វងខ្ិតលៅរក លរេដីតស្រប់ទ្ីាងំដដល 
 

លនាះ ាមរយៈស្ទ្ឹរដីបទ្លដាយលរ៊ាររីមួលកីន លយងីបាន  

 
លនាះ  
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ដូចលនះ   
         
ាមដំលណាះខាងលលីលនះ លយងីបាន 
   
លនាះនាឱំ្យស្រប់  
លនាះ ាមរយៈស្ទ្ឹរដីបទ្ 5-13 លយងីបាន  ។ 

6.27. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-24 ទ្ំរ័រ127៖ រស្មាប់ករណី្ដដល មានអងំលតស្កាល 
ប៉ា ដនដមិនទាល់។  វារំខាន់ណារ់ដដលស្តូវស្សាយថ្ន  ដដលវានឹងរតិលៅលលី និង

និងអចឈានលៅដល់ករណី្ដដល មានរញ្ញ លដាយចំនួនណាមួយលដាយលស្បីស្បារ់
ការរិតដដល  

លយងីមាន ( )
( ) ( )

( )
p

f x f x p
f x

p f x p

 
=   



ebI
ebI

 

លដាយ  លនាះ  

លយងីបាន  

នាឱំ្យ   

ឬ   

(លដាយ ) 
យក  លយងីបាន  លនាះ អងំលតស្កាលលយងីមាន  

 
ប៉ា ដនដាមស្ទ្ឹរដីបទ្ ដដលជាលំហាត់ 6.25,  

 
ាម (1) នងិ (2) លនាះ  
លដាយ ឬ ជំនរួ លដាយ  លនាះ  
លដាយ ស្រប់ លៅកន ងចលនាល ះ ។ លដាយអងំលតស្កាលមិនអវជិាមានលនាះវាលោររាមស្ទ្ឹរដីបទ្ 
5-13 ដដល  ។  

6.28. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  មានអងំលតស្កាលលនាះវាជាប់  
លយងីមាន   

លនាះ    

ដូចលនះ   
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បូកបនតបនាេ បច់ាបរ់ី  ដល់  

 

ដដល  រឺជាបណ្ដ ំ លដាយចលនាល ះ  លយងីអចលស្បីស្បារ់ ស្ទ្ឹរដីបទ្ 

 5-15 លដាយឱ្យ 0  ចំល ះ  លៅលរលដដល  

លនាះ  ជាអន រមន៍ជាប់ ។  
6.29.  រស្មាយបញ្ា ក់ថ្នអន រមន៍  មានអងំលតស្កាលលបីវាជាប់លដាយ  

 ជាប់ លនាះវាជាប់ដល់អលថ្រទាល់ដូចដដលលំហាត់ 6.16 – 6.18 លនាះវាអន រមន៍ជាប់ម៉ាូណូ្តូនលកីន 
 និង  លរររលររបាន  

លយងីមាន  
 និង  មានអងំលតស្កាលលនាះ  ក៏មានអងំលតស្កាលដដរ  

លនាះនាឱំ្យ  លកីតល ងីរិតស្បាកដដមន ។ ប៉ា ដនដអងំលតស្កាល  ជាប់ 
(លំហាត់ 6.28) នាឱំ្យ  ក៏ជាប់ដដរលយងីទាញបាន  

 
លនាះ ាមរំរូ 6.21 ផេ យ  និងាម  វាក៏មានចលមលីយដូចោន ដដរ ដដល  លនាះ 

 អចររលររបានថ្ន  
ដូចលនះ   មានអងំលតស្កាល ។ 

6.30. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-25 ៖ លបី ជាប់ លនាះ  
 

ដូចោន នឹងរមីការ  លដាយលំហាត់ 6.29 ដដរ នាឱំ្យ  
លនាះ លបី  ។ 
អងំលតស្កាលលដាយដផនក  

6.31. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-27៖ ឱ្យ  និង  ជាអងំលតស្កាលមិនកំណ្តល់ដាយ
អន រមន ៍  នងិ  លរៀងោន  ។  

លរបាន    
លដាយ អន រមន៍មួយមានអងំលតស្កាល វាជាប់ (លហំាត់ 6.28) ដូចោន ដដរនងឹ  ជាប់ 
(លំហាត់ 6.61) លនាះ ាម លំហាត់ 6.29  

 រិត  

ាមលំហាត់ 6.30៖  
លនាះ    
ដូចលនះ  ។  
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៦.១០.លហំាត់រថ្នែម 
អន រមន៍ម៉ាូណូ្តូន និង អន រមន៍ទាល ់ 

6.32. រស្មាយបញ្ា ក់អំរលីទ្ធផលដដលបានបរោិយលៅកន ងលំហាត់ 6.1 លបី ជាអន  
រមន៍ម៉ាូណូ្តូនច ះកន ងចលនាល ះ ។  
6.33. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6.4រស្មាប់ករណី្ដដល ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនច ះកន ង 
ចលនាល ះ ។  
6.34. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-5 រស្មាប់ករណី្ដដល ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនច ះ  
6.35. លបី និង ជាអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីន កន ងចលនាល ះ  កណំ្ត់អន រមន៍ 
ទាងំឡាយណាដដលជាអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីនដដរលៅកន ងចលនាល ះ ,a b  

 

6.36. លធ្វីការលលីលំហាត់ 6.35 លបី  
 និង  ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនច ះ  
 ជាអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីន ប៉ា ដនដ  ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនច ះ ។ 

6.37. រស្មាយបញ្ា ក់អំរភីារខ្ រោន រវាងអន រមនទ៍ាល់ទាងំរីរ ។  
6.39. រិភាកាលលីលំហាត់ 6.9លបី និង  ជាអន .ទាល់ និង ម៉ាូណូ្តូនច ះកន ងចលនាល ះ  

 
6.40. លតីលទ្ធផលរបរ់លំហាត់ 6.9 និង 6.39 មានរ រលភារឬលទ្លបី កយ ទាល់ ស្តូវបាន 
កាត់លចញ ។ ចូររនយល់ ។ 
6.41. លតីការបរោិយលដាយស្ទ្ឹរដីបទ្ 6.7 រិតឬលទ្? ចូររនយល់ ។  

        6.42. លបី និង ជាអលថ្រទាល់។ រស្មាយបញ្ា កថ់្ន  និង 
 ក៏ជាអលថ្រទាល់ដដរ ។ (អចចាប់លផដីមលដាះស្សាយរី៖ រស្មាប់  

(b) ដំបូងបរហ ញថ្ន  រជឺាអលថ្រទាល់)   
6.43. បរហ ញថ្ន  រឺជាអន រមន៍ទាល់លៅកន ង  

ក. លៅកន ងចលនាល ះ  
ខ្. លៅកន ងចលនាល ះ  
រ. ចលនាល ះដដលអចរប់បាន ។ 

6.44. បរហ ញថ្នអន រមន៍រហ ធារឺជាអន . ទាល់លៅស្រប់ចលនាល ះទាងំអរ់ ។  

6.45. បរហ ញថ្ន ( )
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   ជាអន រមន៍ទាល់កន ងចលនាល ះ ។  
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( ) 4 3 23 2 5 6f x x x x x= − + − −

 1, 2

 3,3−

 0, 2
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6.46. បរហ ញថ្ន ( )
2 1
sin 0

0 0

x x
xf x

x




= 
 =

ebI
ebI

  ជាអន រមន៍ទាល់កន ងចលនាល ះ  ។ 

6.47. រស្មាយបញ្ា ក់ ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-10 ។ 
6.48. លបី  កណំ្ត់កន ង  ាមលកខខ្ណ្ឌ   ដដល   
ជាប់ ។ បរហ ញថ្ន  រឺជាអន .ទាល់កន ងចលនាល ះ ។  
6.49. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-11 (លស្បីចាប់លដាយមធ្យម) ។  
6.50. លបី  ជាអន .ទាល់និងជាប់ ស្តង់ ។ បរហ ញថ្ន  ផលបូកលដាយអលថ្រ ក៏ 
ជាប់ស្តង់  ដដរ ។ 
6.51. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្នអន រមន៍ជាប់ម់ួយលហយីមានបដស្មបស្មួលទាល់លបីវាអចលញកបាន 
ថ្នជារីរអន រមន៍ជាប់ម៉ាូណូ្តូនលកីន (ឬអន រមន៍ជាបម់៉ាូណូ្តូនច ះ) ។ 
6.52. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  ដដល រឺជាចណំ្ ចមួយលៅកន ង  ។ លដរលីវ និង 
អន រមន៍ដដលមានលដរលីវ  

6.53. លរមាន ( )

1
sin 0

0 0

x x
xf x

x




= 
 =

ebI
ebI

  ។ រស្មាយបញ្ា ក់ថ្នស្តង់ 0x = ៖ 

  ក.  
  ខ្.  
  រ.  
  ឃ.  

6.54. បរហ ញថ្នលបី  ជាប់ស្តង់  លនាះអន រមន៍ មានលដរលីវស្តង់  ។  
លតីលទ្ធផលដដលទ្ទ្ួលបានលនះរិតដដរឬលទ្លបីមួយលៅកន ងចំលណាមលដរលីវទាងំអរ់ស្តូវបានលស្បី  
។ ចូរបកស្សាយ ។  
6.55. លរមាន  ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីនលៅកន ងចលនាល ះ  ។ រស្មាយបញ្ា កថ់្នលៅ 
កន ងរំលណី្  

  ក.  
  ខ្.  

 រ.  មានររវ រ់រូនយ ។  
6.56. លរមាន  ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីនលៅកន ងចលនាល ះ  ។ រស្មាយបញ្ា កថ់្នលៅ 
កន ងរំលណី្  

  ក.  
  ខ្.  

2
0,
 
  

( )f x  .a b ( ) ( )1 2 1 2f x f x K x x−  − K

( )f x  .a b

( )f x 0x x= x

a

0x

b c b

a a c  = + c  ,a b

( ) 1D f x+ =

( ) 1D f x− =

( ) 1D f x+ =

( ) 1D f x− =

( )D f x+ x a= ( )f x x a=

( )f x  ,a b

( ) ( ) :x D f x D f x−+

( ) ( ) :x D f x D f x−

− 

( ) ( ) :x D f x D f x+

− 

( )f x  ,a b

( ) ( ) :x D f x D f x+

+ 

( ) ( ) :x D f x D f x−

− 
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 រ.  មានររវ រ់រូនយ ។  
6.57. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  មានររវ រ់រូនយលបីរិនជាអន រមន ៍  ជា 
អន រមនម៍៉ាូណូ្តូនលកីនលៅកន ងចលនាល ះ ។  
6.58. លតីលទ្ធផលលដាយលំហាត់ 6.55, 6.56 និង 6.57 លៅដតរិតដដរឬលទ្លបី  ជា  
ក. ម៉ាូណូ្តូនលកីន     ខ្. លកីនជានចិច   
ចូរបកស្សាយ៖  

6.59. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-14 (លរចកតីដណ្នា៖ំ ស្តូវស្សាយស្ទ្ឹរដីបទ្លដាយអន រមន៍ 
ម៉ាូណូ្តូនលកីនជាម នរិន) ។  
អន រមន៍ជាប់  
6.60. រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  

 ជាប់លៅកន ង  និង  
 អន រមន៍រហ ធាមួយចំនួនជាប់លៅកន ងចលនាល ះបិទ្ដដលរប់បាន ។  

6.61. ស្បរិន  និង  ជាប់លៅកន ង  ស្សាយថ្ន   
និង  ក៏ជាប់លៅកន ង  ដដរ ។  

6.62. លបី  នងិ  ជាប់លៅកន ង  និង  លៅកន ង   
រស្មាយបញ្ា ក់ថ្នលបី និង លរមីោន លៅស្តង់ចំណ្ ចណាមួយលៅកន ង  លនាះវា
ជាអន រមន៍លរមីោន  ។  
6.63. លប ី  ជាប់លៅកន ង  រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន ក៏ជាប់លៅកន ង  
ដដរ ។  
6.64. លប ី  មានលដរលីវ  

  ក) ស្រប់ទ្ីាងំ  
  ខ្) លរេីដតស្រប់ទ្ីាងំ លៅកន ង  ។   

លតីវាជាប់ដដរឬលទ្?បរហ ញអំណ្ះអណំាងលដាយចលមលីយរបរ់អនកលស្បៀបលធ្ៀបនឹងស្ទ្ឹរដីបទ្6-18។ 
6.65. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-20 ។ 

6.66. រិតលៅលលីអន រមន៍  កំណ្ត់លដាយ   

ដដល  និង  រឺជាចំនួនរតល់ររ  
  ក) រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  ជាប់ស្រប់ទ្ីាងំ  
  ខ្) ររលររលរ៊ារលីដាយ  ដដល  កន ងលនាះ ាងលដាយ 

ផលបូកលដាយ ដំបូងលដាយលរ៊ារ ី ចំនួននិង  រឺជាចំននួដដលលៅរល់បនាេ ប់រី  រស្មាយ 
បញ្ា ក់ថ្ន  

 ដដល  

( ) ( ) :x D f x D f x+ −

( ) :x D f x− = −  ( )f x

 ,a b

( )f x

( ) ( ) 2a f x x=  0,1

( )b

( )f x ( )g x  ,a b ( ) ( ) ( )a f x g x−

( ) ( ) ( )b f x g x ( ) ( ) ( ) ( )/ , 0c f x g x g x   ,a b

( )f x ( )g x  ,a b ( ) ( )' 'f x g x=  ,a b

( )f x ( )g x  ,a b

( )f x  ,a b ( ) , 0
p

f x p   ,a b

( )f x

 ,a b

Weierstrass ( ) ( )
0

cosk k

k

f x a b x




=

=

0 1a  0b

( )f x

( ) ( ) /f x h f x h+ −   n nA B+
nA

n nB n

( ) ( )
n n

f x h f x
B A

h

+ −
 −

2
,

1 3

n n
n n

n n

a b
A B a b

ab


 

−
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 រ) លស្បីចលមលីយដដលរកលឃញីលៅ ខ្) មកបរហ ញថ្ន លបី  លនាះ  មិនអច 
លកីតល ងី លនាះអចបរហ ញបានថ្ន  ជាប់ ប៉ា ដនដោម នលដរលីវលនាះលទ្ ។  
ស្ទ្ឹរដីបទ្លដាយអងំលតស្កាលមិនកំណ្ត ់

6.67. ស្តលប់លៅលមីលលំហាត់ 6.23 ដដលបរហ ញថ្ន អចដញកបាន 
រវាងរីរអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូនលកីន ។  

6.68. លបី  នងិ  ជាប់លៅកន ង  និង  
 រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  ស្រប់ចំណ្ ចទាងំអរ់លៅកន ង  ។  

6.69. រស្មាយបញ្ា ក់  ក) ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-26  ខ្) ស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-28 
6.៧០. រស្មាយបញ្ា កថ់្នលបី  មានអងំលតស្កាលលៅកន ង  លបី  មានបដស្ម 
បស្មួលទាល់ ។ 

6.71. លបី  មានអងំលតស្កាលលៅកន ង និង  មានបដស្មបស្មួលទាល់ លតីរិត 
ដដរឬលទ្ដដល  ចូរបកស្សាយ ។ 

6.72. លតីមានចលមលីយដដលោសំ្ទ្លៅនឹងស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-23 រស្មាប់អន រមនម៍៉ាូណូ្តូនច ះដដរឬលទ្?  
ចូររនយល់ ។  

6.73. លរមាន ( )
2

2

1 2
sin 0

0 0

x x
f x x

x




 

= 


=

ebI

ebI
  ។ រស្មាយបញ្ា ក់  

  ក)  លកីតមានល ងីលៅកន ង  
  ខ្)  ោម នអងំលតស្កាលលៅកន ង រិភាកាលលីទ្ំនាក់ទ្ំនងទាងំរីរខាងលលី 

លធ្ៀបជាមួយនឹងស្ទ្ឹរដីបទ្ 6-26 ។  
6.74. លប ី  ដដល  មានអងំលតស្កាលលៅលលី  រស្មាយ 
បញ្ា ក់ថ្នអលថ្រររ បលដាយ  លៅកន ង  រឺ  ។  

6.75. រស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្រឹដីបទ្ 6-29 ។  
6.76. ឧទាហរណ៍្ជាលកខខ្ណ្ឌ ដដលអចឱ្យររលររបាន ៖  

 
6.77. លរមាន  លកីតមានស្រប់ទ្ីាងំលៅកន ង  និង ឧបមាថ្ន  លកីត 
មានល ងីលរេីដតស្រប់ទ្ីាងំលៅកន ង  ។ រស្មាយបញ្ា ក់ថ្ន  លកីតមាន 
ស្រប់ទ្ីាងំលៅកន ង លបី  ជាប់លរេដីតស្រប់ទ្ីាងំលៅកន ង  ។  

6.78. លរមាន  មានអងំលតស្កាលលៅកន ង  និង  ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូន 
លកីន លៅកន ង  ។ រស្មាយបញ្ា ក់ថ្នមាន   ចំនួន លៅកន ងដដល  

 

3

2
ab a


 + ( )'f x

( )f x

( ) ( )
x

a
F x f u du= 

( )f x ( )g x  ,a b ( ) ( )
x x

a a
f u du g u du= 

( ) ( )f x g x=  ,a b

( )'f x  ,a b ( )f x

( )'f x  ,a b ( )f x

( ) ( ) ( )'
b

a
f x dx f b f a= −

( )'f x 0, 2 / 
 

( )'f x 0, 2 / 
 

( ) ( )
x

a
F x f u du=  ( )f x  ,a b

( )F x  ,a b ( )
b

a
f u du

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )| '
b b

b

a
a a

f x dg x f x g x g x f x dx= − 

( )'f x  ,a b ( ) ( )'f x g x=

 ,a b ( ) ( )'f x g x=

 ,a b ( )g x  ,a b

( )f x  ,a b ( ) 0g x 

 ,a b n

( ) ( ) ( ) ( )0
b b

a n
f x g x dx g b f x dx= − 
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6.79. លបី (6.78)  ជាអន រមនម៍៉ាូណូ្តូនច ះស្សាយថ្ន  
 

6.80. លប ី(6.79)  ជាអន រមន៍ម៉ាូណូ្តូន ស្សាយថ្ន 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) 0g x 

( ) ( ) ( ) ( )0
b n

a a
f x g x dx g a f x dx= + 

( ) 0g x 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
b n b

a a n
f x g x dx g a f x dx g b f x dx= + + +  
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ទមទរៀនទី៧៖ ភាពរមួមធយម 
៧.១. លហំ pL  

លំហននរល់អន រមន៍ ដដល ជាអងំលតស្កាល លឺបរលលីចលនាល ះ  

 

ាងលដាយ  ឬ  ស្បរិនលបីមិនមានចលនាល ះជាក់ោក់ ។ លៅកន ងករណី្លនះ   
លបី  លរាង លដាយ ។ 
លៅកន ងលមលរៀនលនះ លយងីអចលស្បីចលនាល ះ  ដតលទ្ធផលដដលទ្ទ្ួលបានអចជារំណ្ ំ អចវារ់បាន
 ជំនួរឱ្យ  ។ 

៧.២. លហំ Hilbert 
លំហ មានផេ កនូវរល់អន រមន៍  ដដល  លៅថ្នលំហHilbert ។  
អន រមន៍រេិតលៅកន ងលំហលនះ អចលៅថ្ន អងំលតស្កាលកាលរ ។ 
៧.៣. វេិមភាពេខំាន់ៗ 

ក. វរិមភារ Schwarz 

ដដល   

រមភារលកីតមានល ះស្ាដត ជាចំនួនលថ្រលរេីស្រប់កដនលង។ 
ខ្. វរិមភារ Holder 

 ដដល  

និង និង  ។ 

រមភារលកីតមានល ះស្ាដត  ជាចំនួនលថ្រលរេីស្រប់កដនលង។ 
ចំល ះ  និង  វរិមភារលនះ រស្មួលលៅជា វរិមភារSchwarz ។ 

រ. វរិមភារ Minkowski 

 ដដល  

រមភារលកីតមាន លបី ជាចំនួនលថ្រលរេីស្រប់កដនលង។ 
វរិមភារដូចោន លនះលកីតមាន លៅលរលលរលស្បីផលបូកននចំនួនរតិលៅកន ងអងំលតស្កាល ។ 
៧.៤. លហំ ាលហំទមស្រទិក 

លបីលយងីកំណ្ត់ចមាា យរវាងអន រមនរ៍ីរ  និង  លៅកន ង  លៅណ្មកន ងលំហ   

កំណ្ត់លដាយ   

បនាេ ប់មកលយងីអចបរហ ញថ្ន ជាលំហលមស្ទ្ិក ។  
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ចំល ះវរិមភារស្តីលកាណ្ មានធាត និង  លៅកន ង  កំណ្ត់លដាយ 
 

និង ជាលទ្ធផលននវរិមភារMinkowski ។  
អន រមន៍ស្តូវបានលៅថ្នជា រំណ្ ំ ចំណ្ ចននលំហ ។ លដាយសារដតអន រមន៍រីរដដលលរមីោន លរេីស្រប់
កដនលង 
រឺមានចមាា យរវាងោន លរមីរូនយ លនាះលយងីរនមតបានថ្នអន រមនទ៍ាងំរីរលនាះតំណាងឱ្យចណំ្ ចដូចោន
លៅកន ងលំហ ។ លៅលរលវាចាបំាច់កន ងការកំណ្តលំ់ហឱ្យបានជាក់ោក់ លយងីស្តូវររលររ
ជំនួរឱ្យ  ។ 
៧.៥. ស្រទឹេតរីទពាក់ពន័ធនឹងអ្នគុមន៍កៃងុលហំ  

ស្ទ្ឹរតីបទ្១  
លបី  វាក៏រេិតលៅកន ងលំហ  រឺ  ។ ជាទូ្លៅ លបី  លនាះ

 ។ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្២៖ លបី  និង  លនាះ  ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្៣៖ លបី  និង  លនាះ  ។ ជាក់ដរដង លបី  

 និង  លនាះ  ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្៤៖ លបី  និង  ដដល  លនាះ 

 ។ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្៥៖ លបី  និង  លនាះ  ។ 

៧.៦. ភាពរមួមធយម 
ាង  ជារវ ីតននអន រមន ៍ ដដលរេិតកន ង  ។ លបីមានអន រមន៍មួយ  

ដដល 
 

រវ ីត រមួលៅកន ងមធ្យម ឬ មានភាររមួមធ្យមលៅរក លៅកន ងលំហ  ។ 
កន ងករណី្លនះ លយងីររលររ  លៅជា ដដលអនថ្ន “លីមីតកន ងមធ្យមនន 

 ដដល  លរមីនឹង  ។ 
រមមូលោន លនះដដរ ខ្ិតលៅរក កន ងមធ្យម លបីស្រប់  មានចំនួនមួយ  ដដល 

 ចំល ះស្រប់  ។ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្៦៖ 

លបី មាន លនាះវាមានដតមួយរត់ ។ 
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៧.៧. េវុតីកេូុកីៃងុលហំ  
រវ ីតននអន រមន៍ លៅកន ង លៅថ្នរវ ីតកូរ ីលបី 

 

ឬម៉ាាងលទ្ៀត លបី  មានចំនួនមួយ  ដដល 
  ចំល ះស្រប់  និង  

ស្ទ្ឹរដីបទ្៧ 
លបី  រមួកន ងមធ្យមលៅរក កន ង  លនាះ  ជារវ ីតកូរ ី Cauchy ។ 

៧.៨. ភាពទពញច្ន និងស្រទឹេដរីទ Riesz-Fischer 
លំហ  លៅថ្នលរញ ស្បរិនលបីស្រប់រវ ីតកូរ ី Cauchy កន ងលំហរមួកន ងមធ្យមលៅរកអន រមន៍

កន ងលំហ។ ស្ទ្ឹរដីបទ្ខាងលស្កាមលនះ ជាស្ទ្ឹរដីបទ្ Riesz-Fischer ជាចំណ្ ចរំខាន់ស្រឹះ។ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្៨ 

[Riesz-Fischer] លំហ មួយចំនួន លរញ ។ ម៉ាាងលទ្ៀត លបី ជារវ ីតមួយននអន រមន៍កន ង  
និង  

 
(លបី ជារវ ីតCauchy) លនាះមានអន រមនម៍ួយ  ដដល រមួកន ងមធ្យមលៅរក

។ អន រមន៍លនះខ្ រោន ដាច់រីរំណ្ ំ ននររវ រ់រូនយ ។ 
៧.៩. ភាពរមួកៃងុរង្វវ េ ់

ាង  ជារវ ីតមួយននអន រមន៍អចវារ់បានកំណ្ត់លរេីស្រប់កដនលង លនាះ លៅ

ថ្ន រមួកន ងររវ រ់ចំលៅរកអន រមន៍  លបី  ចលំ ះស្រប់  
ស្ទ្ឹរដីបទ្ខាងលស្កាមរិត 

ស្ទ្ឹរតីបទ្៩៖ លបី រមួលរេីស្រប់កដនលងលៅរក  លនាះ វារមួកន ងររវ រ់លៅរក ។  
លកខណ្ៈស្ចារមកវញិមិនរិតលនាះលទ្។ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្១០៖ លបី រមួកន ងមធ្យមលៅរក  លនាះ វារមួកន ងររវ រ់លៅរក ដដរ ។ 

ស្ទ្ឹរដីបទ្១១៖ លបី រមួកន ងររវ រ់លៅរក លលីរំណ្ ំ  លនាះមានរវ ីរងមួយ   
រមួលរេីស្រប់កដនលងលៅរក  ។ 
ស្ទ្ឹរដីបទ្១២៖ លបី រមួកន ងមធ្យមលៅរក លលីរំណ្ ំ  លនាះមានរវ ីតរងមួយ 

 រមួលរេីស្រប់កដនលងលៅរក  ។ ស្បរិនលបី រមួលៅរក ស្រប់កដនលង វាមនិ 
ចាបំាច់ស្តូវរមួកន ងមធ្យមលៅរក ។ ស្ចារមកវញិ លបី រមួកន ងមធ្យមលៅរក  វាមិន 
ចាបំាច់រមួលរេីស្រប់កដនលងលៅរក លនាះលទ្ ។ 
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៧.១០.លហំាត់និងេំទណោះស្រាយ 
1) បរហ ញថ្ន   
ក. ជារបរ់  
ខ្. មនិដមនជារបរ់  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

ក. កណំ្ត់យក  

លនាះ  

 

លដាយ អងំលតស្កាលមានតនមលលរមី6  នាឱំ្យ រេិតកន ង  ។ 
ខ្. រិកាអរំអីតេិភារននអងំលតស្កាលខាងលស្កាម 

 

លដាយ   កណំ្ត់យក 

 

លនាះ 

 

លដាយ អងំលតស្កាលមិនតនមលកំណ្ត់ នាឱំ្យ មិនលៅកន ង  ។ 
2) លបី និង  បរហ ញថ្ន  ។ 

=
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ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន                                 

 

ឬ                                    

 

លនាះ                                        

លដាយ  និង  នាឱំ្យអងំលតស្កាលដផនកខាងសាដ មំាន 
ដូចលនះ អងំលតស្កាលដផនកខាងល្វងក៏មានរឺ  ។ 

3) លបី  បរហ ញថ្ន  (រឺ ) ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

ាមរស្មាយលំហាត់២ខាងលលី  
លបី  និង  លនាះ  
លដាយយក និង  
នាឱំ្យ  ចំល ះ  (ជាចលនាល ះកំណ្ត់បាន) 
ដូចលនះ លបី  លនាះ រឺ  ។ 
 

4) បរហ ញវរិមភារ Schwarz ៖ 

 ដដល និង  ។ 
ដំណ ោះស្រាយ 

ចំល ះ និង  
 

រឺ               
ដដល  
លដាយ  ាម  

 ឬ  
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ាម                                       

នាឱំ្យ                                    

ដូចលនះ វរិមភារ Schwarz ស្តូវបានរស្មាយបញ្ា ក់ ។ 
5) បរហ ញថ្ន លបី និង  លនាះ 

 ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
ាមរស្មាយលំហាត់ (៤) 
ចំល ះ  

 

រឺ                                           
ដដល                   
លដាយ  ាម  

 ឬ  

ដតវរិមភារលនះរិតចំល ះ ល ះស្ាដត  ឬ  

ាម  

នាឱំ្យ  

ឬ   

6) ក. លបី និង ជាចំនួនរិតមិនអវជិាមាន លនាះមធ្យមនរវនតកំណ្ត់លដាយ  និងមធ្យម

ធ្រណី្មាស្តកំណ្ត់លដាយ  ។ បរហ ញថ្នមធ្យមធ្រណី្មាស្តតូចជាងឬលរមីមធ្យមនរវនត។ 
ខ្. លបីលយងីយក ជាចំនូនរិតមិនអវជិាមានលរមីនឹង  និង ជាចំនួនមិនអវជិាមានលរមីនឹង  បរហ ញ

ថ្នមធ្យមធ្រណី្មាស្តតូចជាងឬលរមីមធ្យមនរវនត ល ះស្ាដត  ។ 

រ. បរហ ញថ្នវរិមភារកន ងលំហាត់(ខ្) រមមូលនឹង  ដដល  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

ក. លយងីមាន  
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ខ្. ចំល ះ ចំននួមិនអវជិាមាន  

មធ្យមនរវនតកណំ្ត់លដាយ   

និងមធ្យមធ្រណី្មាស្តកំណ្ត់លដាយ  
លនាះចំល ះ ចំនួនមិនអវជិាមាន និង ចំននួមិនអវជិាមាន   

មធ្យមធ្រណី្មាស្តរឺ  និង មធ្យមនរវនត  

មធ្យមធ្រណី្មាស្តតូចជាងឬលរមីមធ្យមនរវនតល ះស្ាដត  ។ 

រ. វរិមភារកន ងរស្មាយ(ខ្) អចររលររលៅជា 

 

ាង   និង   ដដល  

លនាះ  ។ 
7) បរហ ញថ្នចំល ះចំនួនរិតមិនអវជិាមាន  និងចំនួនវជិាមាន ដដល  លនាះ 

    ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

បរហ ញថ្នរស្មាប់ចំនួនរតិដដលមិនអវជិាមានណាមួយ  
និងលលខ្វជិាមាន ដដល លនាះ     
ស្បរិនលបី 𝑢 =  0 វរិមភាររឺតូចាច ដូលចនះលយងីអចរនមតថ្ន 𝑢 > 0 ។ 
បនាេ ប់មកាង ,     វរិមភារអចររលររជា     
កំណ្ត់ដផនកខាងល្វងលដាយ វាដូចខាងលស្កាមថ្នលដរលីវរឺ ។ 

ឥ ូវលនះ រស្មាប់  
ដូលចនះចាប់ាងំរី   រស្មាប់   

វាលធ្វីាម   រស្មាប់ ល លរឺវរិមភារ (1) រឺ រិតរស្មាប់ ។ 
ស្រលដៀងោន ដដរចាប់ាងំរី រស្មាប់ វាលធ្វីាម  រស្មាប់ ល លរឺ
វរិមភារ (1) រឺរិតរស្មាប់   និង រមភារក៏មានរស្មាប់  
ដូលចនះ (1) ររឺិតរស្មាប់ទាងំអរ់  លហយីដូលចនះវរិមភារដដលស្តូវការស្តូវបានបរហ ញ។ 

8) បរហ ញវរិមភារ Holder  
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ដដល និង  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

ចូរបរហ ញ វរិមភារខាងលស្កាម  

 

ដដលមាន  នងិ  

កន ងលំហាត់(7) លរាង បាន  

 

 

 

 

ដូចលនះ វរិមភារ Holder ស្តូវបានរស្មាយបញ្ា ក។់ 
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៧.១១.លហំាត់អ្នុវតតន ៍

1) បរហ ញវរិមភារ Holder៖  

ដដល និង  ។ 
2) បរហ ញវរិមភារ Minkowski 

 ដដល 1p    ។ 

3) ចូររស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរដីបទ្ទ្ី២ ៖ លបី  និង  លនាះ ។ 
4) ចូររស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរដីបទ្ទ្ី៣ ៖ លប ី  និង  លនាះ  
5) បរហ ញថ្នលំហ ជាលំហលមស្ទ្ិក ។ 
6) បរហ ញថ្ន លបីរវ ីតមួយ រមួកន ងមធ្យម លៅរកអន រមន៍រីរលផសងោន និង  លនាះ

លរេីស្រប់កដនលង។ ដូចលនះ លបី មានលីមីត លនាះវាមានដតមួយរត់។ 
7) ចូររស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរតីបទ្ទ្ី៧ ៖ លបរីវ ីតមួយ រមួកន ងមធ្យម លៅរក កន ងលំហ

 លនាះ វាជារវ ីត Cauchy ។ 
8) លបី  បរហ ញថ្ន   
ឬរមមូល  ។ 

9) លរឱ្យ  

ចូរបរហ ញថ្នកន ងលំហ  ៖ 
ក.  
ខ្.  
រ. បកស្សាយលទ្ធផលលនះ ។ 

10) ចូររស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរដីបទ្ Riesz-Fischer ។ 
11) ចូររស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរតីបទ្ទ្ី១០ ៖ លបី  រមួកន ងមធ្យមលៅរក   
លនាះវារមួកន ងររវ រ់លៅរក  ។ 
12) ចូររស្មាយបញ្ា ក់ស្ទ្ឹរដីបទ្ទ្ី១១ ៖ លបី រមួកន ងររវ រ់លៅរក លលីរំណ្ ំ E   

លនាះមានរវ ីតរងមួយ  ចំល ះ  (រឺ ) ដដលរមួលរេីស្រប់កដនលង
លៅរក  ។ 

13) បរហ ញថ្នអន រមន៍  ៖ 

ក. រេិតកន ង  លបី  
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ខ្. មនិរេិតកន ង  លបី  

រ. រកតនមល p  លដីមបឱី្យ រេិតកន ងលំហ ។ 

14) បរហ ញថ្ន លបី  លនាះ ចំល ះចំនួនលថ្រ  ។ 
15) លបី និង  បរហ ញថ្ន ៖ 
ក.  
ខ្.  ។ 

16) លបី រេិតកន ង  នងិ ជាចំនួនលថ្រ បរហ ញថ្ន

 ។ 

17) លបីអន រមនម៍យួរេិតកន ង  លតីវារេិតកន ង ដដរឬលទ្? ចូររនយល់ ។ 
18) បរហ ញថ្ន រមភារកន ងវរិមភារ Schwarz លកីតមាន ល ះស្ាដត   
ជាចំនួនលថ្រលរេីស្រប់កដនលង ។ 
19) បរហ ញថ្នវរិមភារ Schwarz ខាងលស្កាមចំល ះចំននួរិត  

 

និង បរហ ញថ្នរមភារលកីតមានល ះស្ាដត  ជាចំនួនលថ្រ ។ 
20) ចូរទាញរកវរិមភារ Schwarz ចំល ះអងំលតស្កាលលដាយលស្បីលទ្ធផលននលំហាត់ខាងលលី  
និងទាញរកនិយមន័យននអងំលតស្កាលជាលីមីតននផលបូក ។ 

21) បរហ ញថ្ន លបី  លនាះ  និងបរហ ញថ្ន

 ។ 
22) បរហ ញថ្ន  ។ 
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