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បុពវកថា 
 

េំលណីរអភិវឌ្ឍននស្រះរជាណាចស្កកមពុជាលៅកនុងយុគរម័យទំ្លនីបលនះ ជាលមលរៀនេ៏លជាគជ័យ
បំផុតមួយដេលចាប់ឬរគល់លចញរីការបញ្ច ប់របបស្បល័យរូជសារន៍ ការបញ្ច ប់រង្គ្រា ម ការផសះផារ
ជាតិ ការកសាងមូលដ្ឋា នរងឹមានំនរនតិភារនិងលរេរភារ និងការអភិវឌ្ឍលរេាកិចច។ លៅលស្កាយលរលដេល
រនតិភារស្តូវបនលកីតលឡងីលដ្ឋយបរបូិរណ៍លៅឆ្ន ១ំ៩៩៨ កមពុជាទ្ទ្លួកំលណីនលរេាកិចចខ្ពរ់ គឺស្បមាណ
៨%កនុងមួយឆ្ន ។ំ លលីររីលនះលទ្ៀតអស្តាននភារស្កីស្កស្តូវបនកាត់បនេយរីស្បមាណ៥៣% លៅឆ្ន ំ
២០០៤មកលៅទាបជាង១០% លៅឆ្ន ២ំ០១៩។ េំលណីរននការអភិវឌ្ឍជាតិជារកមមភារដេលបនតលៅមុ
ខ្ជាប់ជានិចច លហយីលោលនលោបយថ្មីៗដេលមានលកខណៈអនតរវរ័ិយស្គបេណត ប់ ក៏កំរុងលលចរូបរង
លឡងីលេីមបតីស្មង់ទិ្រកមពុជាលឆ្ព ះលៅកាន់ស្បលទ្រមានស្បក់ចំណូលមធយមកស្មិតខ្ពរ់លៅឆ្ន ២ំ០៣០ និង
ឈានលឡងីជាស្បលទ្រមានស្បក់ចំណូលខ្ពរ់ លៅឆ្ន ២ំ០៥០។ ការដស្បស្បួលឆ្ប់រហ័រនននិមាម បនកមម
រិភរលោក និងតំបន់រួមទាងំទំ្ន្ធក់ទំ្នងភូមិសាង្គ្រតនលោបយ បនផតល់កាោនុវតតភាររស្មាប់ការ
អភិវឌ្ឍឧរាហកមមលៅកមពុជា ដេលស្តូវបនរជរដ្ឋា ភិបលចាត់ទុ្កជាមូលដ្ឋា នស្គឹះននកំលណីនលរេាកិចច
កមពុជា។ រជរដ្ឋា ភិបលកមពុជាបនកំរុងបនតរស្ងឹង និងអភិវឌ្ឍវរ័ិយអប់រលំឆ្ព ះលៅរកការស្សាវស្ជាវ និង
នវានុវតតន៍លេីមបរីស្ងឹងរមតេភារនិងជំន្ធញរបរ់ធនធានមនុរសលៅកមពុជាឱ្យស្របលៅនឹងបរបិទ្ថ្មីនន
ការអភិវឌ្ឍ ជារិលររការរស្ងឹងរហស្គិនភារកនុងការលរៀបចំម៉ាូដេលធុរកិចចថ្មីៗ។ លេីមបចីាប់យកកាោ
នុវតតភាររីបេិវតតន៍ឧរាហកមមទី្៤ និងលរេាកិចចឌី្ជីថ្លដេលកំរុងផុរផុលលឡងី ស្បរ័នធលអកូឡូហសុី
ដេលបងកលកខណៈអំលណាយផលេល់ការបលងកីតថ្មី នវានុវតតន៍ ការស្សាវស្ជាវ និងអភិវឌ្ឍន៍ ស្តូវដតមានការ
ដកលមអ។ 
  

បណាត ស្បលទ្រលៅទ្វីបអារុីកំរុងន្ធមុំខ្កនុងការវនិិលោគលលីការស្សាវស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍ លដ្ឋយ 
មានភាគហ ុនស្បមាណ៤៤% ននការវនិិលោគទាងំមូលរបរ់រិភរលោក។ ស្បលទ្រចិនកំរុងបនតកសាង 
លហដ្ឋា រចន្ធរមព័នធននការវនិិលោគលលីការស្សាវស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍ ក៏េូចជារមតេភារមនុរស។ ផេុយលៅ 
វញិ ស្បលទ្រលៅទ្វីបអាលមរកិខាងតបូង និងអាង្គ្ហវកិ កំរុងរេិតលៅឆ្ា យរីការវនិិលោគលនះ លហយីជាលទ្ធ
ផល ស្បលទ្រទាងំលន្ធះក៏រំុមានកំលណីនលរេាកិចចគួរឱ្យកត់រមាា ល់ដេរ។ ទុ្នវនិិលោគររុបលលីការស្សាវ 
ស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍរបរ់ស្បលទ្រលៅទ្វីបអាលមរកិខាងតបូវនិងអាង្គ្ហវិក មានស្បមាណ៥%ននការវនិិលោគ 
ទាងំមូលរបរ់រិភរលោក កនុងលរលដេលតំបន់ទាងំ២លនះមានស្បជាជនស្បមាណ២០%ននស្បជាជន 
រិភរលោក។ ស្បលទ្រចំនួន៦ដេលមានលំដ្ឋប់ខ្ពរ់ជាងលគលៅកនុងការវនិិលោគលលីការស្សាវស្ជាវនិង
អភិវឌ្ឍ រមួមានរហរេាអាលមរកិ ចិន ជប៉ាុន អាលលឺម៉ាង់ ឥណាា  និងកូលរ ៉ាខាងតបូង ដេលលរមីនឹងស្បមាណ 
៧០%ននទុ្នវនិិលោគររុបរបរ់រិភរលោក។ 
 

លតីចំលណះេឹង ផលិតផល និងលរវាកមមថ្មីទាងំលនះលកីតលឡងីរីអវី? លហយីលកីតលឡងីលដ្ឋយរលបៀប
ណា? ស្រះរជាណាចស្កកមពុជាកំរុងដតកសាងមូលដ្ឋា នរស្មាប់ការលស្តៀមខ្លួនទ្ទ្ួល និងស្បកួតស្បដជង
កនុងយុគរម័យបេិវតតឧរាហកមមទី្៤ លៅកនុងលរេាកិចចដេលដផអកលលីរុទ្ធិ លហយីដេលស្បការលនះចាបំច់
តស្មូវឱ្យរលរេាកមពុជា ស្តូវកាល យខ្លួនជារលរេាឌី្ជីថ្ល រលរេារកល និងរលរេាដេលស្បកបលដ្ឋយការ



  

ii 

ទ្ទ្លួខុ្រស្តូវ ដេលមានរមតេភារកនុងការផលិត ដចកចាយ និងលស្បីស្បរ់រុទ្ធិលេីមបទី្ទ្លួមនុញ្ញផល 
និងរមួចំដណកកនុងកំលណីន។ ធន្ធោររិភរលោកបនលធវីការកត់រមាា ល់តាងំរីឆ្ន ២ំ០០២នូវបមាល រ់បតូរ
ននមូលដ្ឋា នលរេាកិចច រីលរេាកិចចដេលរឹងដផអកលលីកមាល ងំរលកមម និងធនធានអតិកមម (Labour and 

Resource Based Economy) លៅកាន់លរេាកិចចដេលរឹងដផអកលលីរុទ្ធិ (Knowledge Based-Economy) 

ដេលកនុងន័យលនះ រុទ្ធិគឺជាគនលឹះននការអភិវឌ្ឍ។ អាស្រ័យលហតុលនះ លៅលលីគនលងដេលកមពុជាកំរុងលធវី
េំលណីរលឆ្ព ះលៅកាន់លរេាកិចចឌី្ជីថ្ល រងាមកមពុជាស្តូវដតមានរមតេភារកនុងការ  ផលិត លស្ជីរលររី ប
នាំុ បលងកីតមុខ្របរ និងលស្បីស្បរ់រុទ្ធិ លេីមបរីកានិរនតរភារននកំលណីន និងដកលមអជីវភារររ់លៅ។ រមតេ
ភារទាងំលនះ អាចលកីតលឡងីលៅលរលរលរេាកមពុជាមានឱ្ការកនុងការទ្ទ្លួបនបទ្រិលសាធន៍រីការ
ស្សាវស្ជាវ ការបណតុ ះគំនិតនចនស្បឌិ្ត និងការដរវងរកនវានុវតតន៍។  
 

កំដណទ្ស្មង់វរ័ិយអប់រ ំ គឺជាការស្តួរស្តាយមាោ៌ា រស្មាប់េំលណីរលឆ្ព ះលៅកាន់រងាមស្បកប
លដ្ឋយរុទ្ធិ និងស្បជារលរេាស្បកបលដ្ឋយភារររ់រលវកី។ តាមរយៈមូលដ្ឋា នអប់រ ំរងាមស្បកបលដ្ឋយរុទ្ធិ
នឹងស្បមូលផតុ ំ បលងកីត និងដចករដំលក លៅកាន់រមាជិកកនុងរងាមនូវរមបទាអប់រ ំ រិលររគឺរុទ្ធិរមបទា 
កនុងបុរវលហតុននមនុរសជាតិនិងឧតតមស្បលោជន៍ននស្បលទ្រ។ រងាមស្បកបលដ្ឋយរុទ្ធិ គឺរំុស្ោន់ដតជា
រងាមដេលរមបូររ័ត៌ាមានប៉ាុលណាណ ះលទ្ ដតជារងាមដេលស្បជារលរេាអាចលធវីបរវិតតកមមរីរ័ត៌ាមានលៅជា 
មូលធនស្បកបលដ្ឋយស្បរិទ្ធភារ។ ការរកីចលស្មីនលៅមុខ្ជាលំដ្ឋប់ននបលចចកវទិ្ានិងតំណភាា ប់ បន
រស្ងីកស្រំដេនននការចូលលៅកាន់ និងការទ្ទ្លួបនរ័ត៌ាមានជារកល លហយីដេលកនុងន័យលនះ ការ
អប់រនឹំងបនតវវិតតលៅមុខ្និងមានការផ្លល រ់បតូរ។ រងាមមយួដេលមានអំណាន និងរបប់ជាបុលរលកខខ្ណា
ននជីវភារស្បចានំថ្ាននស្បជារលរេា លរលលន្ធះបំណិនននអំណាន និរនធ និងការគណន្ធលលខ្នរវនត គឺជា
ចលករននការលរៀនរបរ់ររិស។ ធាតុេ៏ចមបងមយួដេលរេិតលៅកនុងការកសាងរងាមដេលស្បកបលដ្ឋយ 
រុទ្ធិគឺលរៀវលៅរិកា លហយីការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកាជាស្បចា ំ គឺជានវានុវតតន៍នន  
វរ័ិយអប់រដំេលន្ធលំៅរកការរិកាលរញមួយជីវតិ ការអភិវឌ្ឍរមបទាអប់រ ំនិងការដចករដំលកចំលណះ
េឹង។ មូលដ្ឋា នអប់រ ំ ជារិលររគឺស្គឹះសាេ នឧតតមរិកាស្តូវមានតនួ្ធទី្ដេលស្បកបលដ្ឋយការល ល្ីយតប 
ចំល ះតស្មូវការខាងលលីលនះ។ សាង្គ្សាត ចារយ អនកស្សាវស្ជាវ និងបុគាលិកអប់រសំ្តូវបនតរិកាជាប់ជានិចច 
តាមរយៈការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកា លហយីដេលលរៀវលៅរិកាទាងំលនះនឹងកាល យជា 
សាព នននទំ្ន្ធក់ទំ្នងរវាងនវានុវតតន៍ននបលចចកវទិ្ា និងការលរៀននិងបលស្ងៀនលៅកនុងថ្នន ក់លរៀន។  

 

រងាមដេលស្បកបរុទ្ធិ ក៏ជារងាមដេលបណតុ ះឱ្យមានរចន្ធរមព័នធទ្ន់ននលរេាកិចចដេលរឹង
ដផអកលលីរុទ្ធិដេរ។ ឧទាហរណ៍ជាក់ដរតងននដបបដផនលនះរមួមាន Silicon Valley ននរហរេាអាលមរកិ 
រួនឧរាហកមមវរិវកមមអាការោនយនតនិងោនយនតលៅទ្ីស្កុង Munich ស្បលទ្រអាលលឺម៉ាង់ តំបន់
ជីវបលចចកវទិ្ាលៅស្កុង Hyderabad ស្បលទ្រឥណាា  តំបន់ផលិតលស្គឿងលអឡចិស្តូនិក និងសារ-
គមន្ធគមន៍ ឌី្ជីថ្លលៅទី្ស្កុង Seoul ស្បលទ្រកូលរខាងតបូង ក៏េូចជារួនឧរាហកមមថ្នមរល និង
ឥនធនគីមីសាង្គ្រតននស្បលទ្រលស្បរុីល លហយីក៏លៅមានទី្ស្កុងននស្បលទ្រជាលស្ចីនលទ្ៀតលៅលលីរិភរលោក 
លកខណៈរមបតតិននទី្ស្កុងទាងំលនះគឺការលស្បីស្បរ់និន្ធន ការននការអភិវឌ្ឍដេលជំរុញ និងតស្មង់ទិ្រ
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លដ្ឋយចំលណះេឹង លហយីដេលចំលណះេឹងទាងំលន្ធះលកីតលចញជាេំបូងរីការវនិិលោគលៅលលីស្គឹះសាេ ន
ឧតតមរិកា សាេ ប័នស្សាវស្ជាវ មជឈមណា លឧតតមភារននជំន្ធញជាន់ខ្ពរ់ ការស្បកួតស្បដជងលដ្ឋយ      
គុណាធិបលតយយ និង ជារិលររគឺការបណតុ ះវបបធម៌ាអំណាននិងនិរនធលរៀវលៅ។ លលបឿនននការរកី
ចលស្មីនដផនករុទ្ធិ និងបលចចកវទិ្ាកំរុងមានរនេុះលលឿនជាងអវីដេលរិរស និងនិរសិតអាចទ្ទ្ួលបន
រីស្គូលៅស្គឹះសាេ នរិកា ដេលលធវីឱ្យលោលលៅននការអប់រលំៅលរលបចចុបបននលនះ មានការស្បឈមខាល ងំ
ជាងលរលណាទាងំអរ់។ ឧទាហរណ៍ កនុងមួយឆ្ន  ំមានលរៀវលៅជាង២,២ោនចំណងលជីង ស្តូវបន
ររលររ និងលបះរុមព ដេលកនុងលន្ធះស្បលទ្រចិនមាន៤៤០ ន់ ចំដណកឯរហរេាអាលមរកិមាន ៣០៥
 ន់ និងស្បលទ្ររុរសុមីាន ១២០ ន់ចំណងលជីង។ 
 

ខ្ណៈលរលដេលបលចចកវទិ្ាកំរុងរកីចលស្មីនជាលរៀងរល់នថ្ា មលធាបយរស្មាប់អំណានក៏មាន
លស្ចីនជលស្មីររស្មាប់រិរស និរសតិ និងសាធារណៈជនរមួមានការអានលរៀវលៅ ការអានលលីឧបករណ៍ 
លអឡិចស្តូនិក ការអានលដ្ឋយលស្បីទូ្រររេនវឆ្ល ត និងការអានលលីកំុរយូទ័្រ ដេលរុទ្ធរឹងជាមលធាបយ  
រំខាន់ៗដេលន្ធអំនកអានទាងំឡាយឱ្យរលស្មចលោលបំណងអានរបរ់ខ្លួន។ មា៉ាងវញិលទ្ៀត អំណាន
លដ្ឋយលស្បីមលធាបយបលចចកវទិ្ាទំ្លនីប ចំណាយលរលតិច រយស្រួលអាន និងជួយេល់បរសិាេ នមួយ
កស្មិតលទ្ៀត។ ន្ធលរលបចចុបបនន រិរស និរសតិ និងសាធារណៈជនកមពុជាដេលស្រឡាញ់អំណានកំរុង
ដតលស្បីស្បរ់មលធាបយអំណានទាងំលនះ។ លបីលយងីស្កលឡកលមីលលៅស្បលទ្រលជឿនលលឿន លទាះបីជា  
បលចចកវទិ្ារកីចលស្មីនខាល ងំោ៉ា ងណា អំណានតាមរយៈលរៀវលៅលៅដតមានរនេុះេដេល។ មា៉ាងវញិ
លទ្ៀត បលចចកវទិ្ាអានដបបទ្ំលនីបតាមរយៈឧបករណ៍ទ្ំលនីប អាស្រ័យលលីលទ្ធភារននធនធានអប់រ ំ   
ឌី្ជីថ្ល និងមាតិកាឌី្ជីថ្លស្គប់ស្ោន់ដេលបនផលិត និងបលរហ ះដចកចាយរស្មាប់អំណាន។ 

 កនុងបរបិទ្កមពុជា ជារិលររកនុងបរកិារណ៍ននការផេុះរកីរលដ្ឋលននជំងឺកូវេី-១៩ ស្ករួងអប់រ ំយុ
វជន និងកីឡា បនជំរុញឱ្យមានបរវិតតកមមឌី្ជីថ្លលៅកនុងលអកូរុីដរតមននការអប់រ ំជារិលររការអប់រ ំ
តាមស្បរ័នធលអឡិចស្តូនិកនិងការអប់ររីំចមាា យលេីមបីលលីកកមពរ់អំណានតាមរយៈការផលិតមាតិកា  
ឌី្ជីថ្លដេលមានភារចំរុះ ការកសាងរមតេភារដផនកតំណភាា ប់និងលវទិ្កាឌី្ជីថ្ល ការរស្ងីកវសិាល
ភារននមជឈមណា លទិ្ននន័យ និងការលលីកកមពរ់គុណភារននការផលិតធនធានអប់រឌីំ្ជីថ្ល គួបផសំ 
ជាមួយការដចករនលឹកកិចចការឱ្យរិរសយកលៅលរៀនលៅផេះ និងការចុះលៅជួបជាមួយរិរសជាបណតុ ំ លៅ
តាមរហគមន៍។ កនុងន័យលលីកកមពរ់អំណាន និងភាររមបូរដបបននធនធានលរៀវលៅរិកាឱ្យកាន់ដត
មានស្បរិទ្ធភារនិងភាររកតិរិទ្ធិ និងផតល់ឱ្ការអំណានកាន់ដតលស្ចីនដថ្មលទ្ៀតេល់រិរានុរិរស 
និរសិត និងសាធារណៈជន ស្ករួងអប់រ ំយុវជន និងកីឡាលលីកទឹ្កចិតតនូវចំណុចមួយចំនួនេូចខាង
លស្កាម៖ 

1. សាង្គ្សាត ចារយ អនកស្សាវស្ជាវ និងបុគាលិកអប់រ ំរូមបនតនិងបលងកីនការលបះរុមពសាន នេបដនេម
លទ្ៀត លេីមបីលធវីឱ្យធនធានរស្មាប់អំណានកាន់ដតរមបូរដបប ជារិលររធនធានអំណាន
ជាលខ្មរភាសា 
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2. ស្គឹះសាេ នឧតតមរិកា រូមផតល់លទ្ធភារស្គប់ដបបោ៉ា ង លេីមបីឱ្យបុគាលិកអប់រសំ្គប់លំដ្ឋប់
ថ្នន ក់ និង និរសតិស្គប់កស្មិតរិកាអាចចូលរមួអាន និងរិកាស្សាវស្ជាវតាមស្គប់លទ្ធភារ
ជាមួយធនធានអំណាន ជារិលររការលរៀបចំឱ្យមានលរលលវោរស្មាប់រហរិកា និង
អំណានកនុងបណាណ ល័យ  

3. សាង្គ្សាត ចារយតាមមុខ្វជិាា  និងអនកស្សាវស្ជាវតាមជំន្ធញឬវរ័ិយ ស្តូវលរៀបចំេំលណីរការលរៀន 
បលស្ងៀន និងស្សាវស្ជាវដេលមានដ្ឋក់បញ្ចូ លកិចចការរវ័យរិកា រហរិកា ឬការ
ស្សាវស្ជាវបណាណ ល័យដេលតស្មូវឱ្យនិរសតិ ស្តូវអាននិងស្សាវស្ជាវជាមយួធនធានអំណាន 

4. ស្គឹះសាេ នឧតតមរិកា និងមជឈមណា លស្សាវស្ជាវ ស្តូវខិ្តខំ្ឱ្យអរ់លទ្ធភារកនុងការបលងកីតប
ណាណ ល័យ មជឈមណា លរកាឯកសារ ឬមជឈមណា លអប់រឌីំ្ជីថ្ល ជាលេីម លេីមបឱី្យបុគាលិក
អប់រសំ្គប់លំដ្ឋប់ថ្នន ក់និងនិរសតិស្គប់កស្មិតរិកា អាចទ្ទ្លួបន និងដរវងរកស្បភរ
រស្មាប់អំណាន កាន់ដតរមបូរដបប និងមានភារបត់ដបន ល ល្ីយតបតាមតស្មូវការអនកអាន 

5. និរសិតស្គប់កស្មិតរិកា ស្តូវខិ្តខំ្និងចំណាយលរលអាន និងចាត់ទុ្កវបបធម៌ា និងអកបប
កិរោិអំណានជាដផនកមយួ ននលរលលវោនិងភាររុីវល័ិយននជិវតិស្បចានំថ្ា 

6. បងបអូនជនរមួជាតិ ដេលជាមាតាបិតា ឬអនកអាណារាបល រូមជួយជំរុញនិងបងកលកខណៈ
កាន់ដត លស្ចីនដថ្មលទ្ៀត ជារិលររការនលលកចំណាយលៅកនុងស្គួសាររស្មាប់ការទិ្ញរ
មាា រៈរិកា លរៀវលៅអាន និងឧបករណ៍រស្មាប់អំណានេល់កូនៗ ដេលចាត់ទុ្កជាការវ ិ
និលោគមយួេ៏រំខាន់ រស្មាប់ បលងកីនចំលណះេឹង និងអន្ធគតរបរ់រកួលគ។ 

 

លដ្ឋយមានការោសំ្ទ្រីស្ករួងលរេាកិចច និងហរិញ្ញវតេុ  លៅឆ្ន ២ំ០២០ ស្ករួងអប់រ ំយុវជន និង
កីឡា បនបលងកីតមូលនិធិស្សាវស្ជាវ គំនិតនចនស្បឌិ្ត និងនវានុវតតន៍ ដេលលៅកាត់ថ្ន“មូលនិធិ រ.គ.ន” 
និងលៅជាភាសាអង់លគលរថ្ន The Research Creativity and Innovation Fund ដេលលៅកាត់ជា
ភាសាអង់លគលរថ្ន “RCI Fund”។ លោលលៅចមបងននមូលនិធិលនះ គឺរមួចំដណកលលីកកមពរ់វបបធម៌ានន
ការស្សាវស្ជាវ បំផុរគំនិតនចនស្បឌិ្ត និងជំរុញការលធវីនវានុវតត លេីមបជីាស្បលោជន៍េល់វរ័ិយអប់រ ំយុវជន 
និងកីឡា ដេលល ល្ីយតបលៅនឹងទី្ផាររលកមម និងសាកលភាវូបនីយកមម។  មូលនិធិ រ.គ.ន បន
រលស្មចកំណត់ស្បធានបទ្ ជាអាទិ្ភាររស្មាប់ការោសំ្ទ្លដ្ឋយមូលនិធិចំនួន៣ រមួមាន ឌី្ជីថ្លនីយ
កមមរស្មាប់បេិវតតឧរាហកមម៤.០(Digitalization for IR.4.0)ការស្សាវស្ជាវអនុវតតលលីវរ័ិយករិកមម 
(Applied Agricultural Research) និងការស្សាវស្ជាវគរុ លការលយរតវតសទី្២១ (21st Century 

Pedagogy Research)។ 
 

លដ្ឋយមានការលធវីអាទិ្ភារវូបនីយកមមលៅលលីទិ្រលៅននការលស្បីស្បរ់ថ្វកិាមូលនិធិរស្មាប់
ឆ្ន ២ំ០២០ ស្ករួងលរេាកិចច និងហរិញ្ញវតេុ  និងស្ករួងអប់រ ំយុវជន និងកីឡា បនផតល់ការោសំ្ទ្េល់
ការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអ លរៀវលៅរិកា(Text book) ដេលនឹងស្តូវលស្បីស្បរ់លៅកស្មិតឧតត
មរិកា។ លោលបំណងននការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអ លរៀវលៅរិកាលៅកស្មិតឧតតមរិកាគឺ
លេីមបីបលងកីនបរមិាណ លលីកកមពរ់គុណភារ និងរស្ងីករមធម៌ាននធនធានរិកាជាលខ្មរភាសា ជូន



  

v 

េល់និរសិតដេលកំរុងបនតការរិកា និងលស្តៀមខ្លួនលធវីការស្សាវស្ជាវលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ លលីររី
លនះលទ្ៀតការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកាលៅកស្មិតឧតតមរិកា មានលោលលៅេូច
ខាងលស្កាម ៖ 

- ល ល្ីយតបជាបន្ធេ ន់ចំល ះការខ្វះខាតធនធានរិកា ដេលជាតស្មូវការរិការបរ់និរសិត 
លៅកស្មិតឧតតមរិកា  

- លលីកកមពរ់ទំ្លនីបភាវូបនីយកមម និងឧតតមានុវតតន៍ននការលរៀននិងបលស្ងៀន និងការស្សាវស្ជាវ
លៅលលីមុខ្វជិាា  កមមវធីិរិកា ឬមុខ្ជំន្ធញជាក់ោក់ 

- បលងកីនភាររុីជលស្ៅកនុងការកសាងវជិាា ជីវៈនិងបទ្រិលសាធន៍រស្មាប់ឋានៈសាង្គ្សាត ចារយ និង
អនកស្សាវស្ជាវ  

- រមួចំដណកេល់ការកសាងភារជារហគមន៍វជិាា ជីវៈ ការដចករដំលកបទ្រិលសាធន៍ និងវបប
ធម៌ាននការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកាលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ 

 

ស្ករួងអប់រ ំយុវជន និងកីឡា បនវាយតនមលខ្ពរ់ចំល ះការលបះជំហានស្បកបលដ្ឋយមនរិការ
វជិាា ជីវៈននស្គឹះសាេ នឧតតមរិកា និងបុគាលិកអប់រទំាងំអរ់ កនុងការលរៀបចំ លរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអ
លរៀវលៅរិកា លេីមបីបលងកីនបរមិាណ លលីកកមពរ់គុណភារ និងរស្ងឹងរមធម៌ាននធនធានរិកាជា
លខ្មរភាសា ជូននិរសតិដេលកំរុងបនតការរិកា និងលស្តៀមខ្លួនលធវីការស្សាវស្ជាវលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ 
លរៀវលៅរិកាជាដផនកមួយននការទ្ទ្ួលសាា ល់គុណភារអប់រនំនស្គឹះសាេ នឧតតមរិកា និងជាធនធាន
រិកាដេលជាមូលដ្ឋា នមួយេ៏រំខាន់ កនុងការោសំ្ទ្េល់ការបលស្ងៀន និងលរៀន លហយីស្តូវមានបរមិាណ
ស្គប់ស្ោន់ ល ល្ីយតបលៅនឹងកមមវធីិអប់រ ំនិងតស្មូវការរិកាស្សាវស្ជាវ។ ជាលោលការណ៍ ស្គឹះសាេ នឧតតម
រិកាទាងំអរ់ ស្តូវមានលរៀវលៅរិកាដេលលស្បីជាលោលរស្មាប់មុខ្វជិាា នីមួយៗ។ ចំនួនលរៀវលៅ
រិកាដេលស្គប់ស្ោន់រស្មាប់ការស្សាវស្ជាវ និងការរិការបរ់និរសិត ស្តូវមានោ៉ា ងតិចមួយចំណង
លជីងកនុងមយួមុខ្វជិាា  លហយីស្តូវតមកល់ោ៉ា ងតិច២ចាប់ លៅកនុងបណាណ ល័យ ឬអាចរកបនតាមស្បរ័នធលអ
ឡចិស្តូនិក។ ស្ករួងអប់រ ំយុវជន និងកីឡា លលីកទឹ្កចិតតបដនេមលទ្ៀតជូនេល់ស្គឹះសាេ នឧតតមរិការេា 
និងឯកជនដេលបនលរនីរុំថ្វកិាមូលនិធិរចួ រូមចូលរមួបដនេមលទ្ៀតលេីមបបីលងកីនចំនួនចំណងលជីង
លរៀវលៅ។ ចំដណកស្គឹះសាេ នឧតតមរិការេានិងឯកជនដេលរុំទាន់បនដ្ឋក់ កយលរនីរុំ រូមចូលរួម 
លេីមបជីាគុណស្បលោជន៍េល់តស្មូវការេ៏ទ្ទូ្ច និងនថ្លថ្នល នននិរសតិកមពុជាកនុងការរិកា និងស្សាវស្ជាវលៅ
កស្មិតឧតតមរិកា។ 

  



  

vi 

ដសនកតីបញ្ជា ក ់
ច្នមូលនិធិការម្រសាវម្រាវ គំនិតច្នៃម្របឌិត និងនវានុវតតន៍ 

 

លរៀវលៅរិកាលនះជាលទ្ធផលននការលរនីរុំអនុវតតថ្វកិាមូលនិធិការស្សាវស្ជាវ គំនិតនចនស្បឌិ្ត 
និងនវានុវតតន៍ កនុងគលស្មាងលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅរិកា ដេលនឹងស្តូវលស្បីស្បរ់លៅកស្មិត
ឧតតមរិកា។ លរៀវលៅរិកាលនះ ស្តូវបនលរៀបលរៀង និរនធ ឬដកលមអលដ្ឋយមានការធាន្ធអះអាងថ្ន
ជាសាន នេរបរ់អនកនិរនធផ្លេ ល់ និងបន្លងកាត់ស្តួតរិនិតយ ផតល់លោបល់ និងវាយតនមលលដ្ឋយស្កុម
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ចំលណះេឹងេ៏រមបូរដបបដេលជាោនតោ៉ា ងរំខាន់លឆ្ព ះកាន់វឌ្ឍនៈភារននគណិតវទិ្ា ។ 

រិកាលមអិតលលីកមមវធីិដេលអាចឱ្យអនករិកាលចះលស្បីស្បរ់បនេូចជា៖ លមលរៀន ឧទាហរណ៍ លំ
ហាត់អនុវតត លំហាត់ស្សាវស្ជាវ លំហាត់វភិាគ លហំាត់ស្បតិបតតិ រមួមានវធីិលផសងកនុងការលដ្ឋះស្សាយ
លដ្ឋយវភិាគ ការគិតស្តិះរះិរិចារណា យកលៅលស្បីស្បរ់កនុងតថ្ភារជាក់ដរតង ជាលេីម ។ 
 លមលរៀនកនុងលរៀវលៅគណិតវទិ្ារស្មាប់វទិ្ាសាង្គ្រត និងជយួឱ្យគរុនិរសតិមានចំលណះេឹងមូល
ដ្ឋា នស្គឹះគណិតវទិ្ាទាងំស្ទឹ្រតី វភិាគ និងការអនុវតតលេីមបរីយស្រួលកនុងការរិកាមុខ្វជិាា វទិ្ាសាង្គ្រត
ដថ្មទាងំផារភាា ប់គណិតវទិ្ា ជាមយួការរិលសាធន៍ដបបវទិ្យសាង្គ្រត  ។  
  



  

xiii 

ដសនកដីថ្លែងអណំរគុណ 
ជាការរិតលរៀវលៅ «គណិតវទិ្ារស្មាប់វទិ្ាសាង្គ្រត២ » ដេលលលចលចញជារូបរងលៅលរលលនះ

គឺបនលកីតលឡងីរីការខិ្តខំ្ និងយកចិតតទុ្កដ្ឋក់ចូលរមួរីភាគី និងសាេ ប័ន ក់រ័នធជាលស្ចីន។ 
លយងីខំុ្្រូមដថ្លងអំណរគុណោ៉ា ងស្ជាលលស្ៅបំផុតេល់ភាគី និងសាេ ប័ន ក់រ័នធទាងំអរ់េូចជា 

៖ 
- ស្ករួងលរេាកិចច និងហរិញ្ញវតេុ ដេលបនោសំ្ទ្ោ៉ា ងលរញទំ្ហងឹេល់ស្ករួងអប់រ ំ យុវជន និង

កីឡាឱ្យបលងកីតមូលនិធិស្សាវស្ជាវ គំនិតនចនស្បឌិ្ត និងនវានុវតតន៍ លៅកាត់ថ្ន «មូលនិធិ រ.គ.ន»។  
- ស្ករួងអប់រ ំយុវជន និងកីឡាដេលបនបលងកីតមូលនិធិស្សាវស្ជាវ គំនិតនចនស្បឌិ្ត និងនវានុវតតន៍ 

ដេលលៅកាត់ថ្ន «មូលនិធិ រ.គ.ន» លេីមបរីមួចំដណកលលីកកមពរ់វបបធម៌ាននការស្សាវស្ជាវ បំផុរគំនិត
នចនស្បឌិ្ត និងជំរុញការលធវីនវានុវតត លេីមបជីាស្បលោជន៍េល់វរ័ិយអប់រ ំយុវជន និងកីឡា ដេលល ល្ីយតប
លៅនឹងទី្ផាររលកមម និងសាកលភាវូបនីយកមម។ 

- មូលនិធិស្សាវស្ជាវ គំនិតនចនស្បឌិ្ត និងនវានុវតតន៍ ដេលបនោសំ្ទ្េល់ការលរៀបលរៀង និរនធ និង 
ដកលមអលរៀវលៅរិកា (Text book) ដេលនឹងស្តូវលស្បីស្បរ់លៅកស្មិតឧតតមរិកា លេីមបីបលងកីន
បរមិាណ លលីកកមពរ់គុណភារ និងរស្ងីករមធម៌ាននធនធានរិកាជាលខ្មរភាសាជូនេល់និរសិត
ដេលកំរុងបនតការរិកា និងលស្តៀមខ្លួនលធវីការស្សាវស្ជាវលៅកស្មិតឧតតមរិកា។ 

- ឯកឧតតមវទិ្ាសាេ នគរុលការលយបត់េំបងដេលបនចាត់តាងំជាគណៈកមមការនិរនធចូលរមួ
ការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅលៅកស្មិតឧតតមរិកាលនះ។ 

- ន្ធយកដ្ឋា នបណដុ ះបណាដ លដេលបនចាត់តាងំជាគណៈកមមការនិរនធ និងគណៈកមមការស្តួត
រិនិតយ លលីសាន នេននការចូលរមួការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅលៅកស្មិតឧតតមរិកាលនះ។ 

- លោកស្បធាន ន្ធយកដ្ឋា នបណដុ ះបណាដ លដេលស្រមលស្រៀងទ្ទ្លួរិទ្ធិជាតំណាងអនកលរៀបលរៀង
កនុងការចាត់ដចង និងរស្មបរស្មួលជាមយួស្ករួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា ចុះហតេលលខាលលកិីចចស្រម
លស្រៀង និងកិចចេំលណីការទូ្ទាត់ថ្វកិាតាមរយៈការលរនីរុំ និងទ្ទ្លួថ្វកិា លបះរុមព និងផសរវផាយបនតនូវ
សាន នេលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអរបរ់អនកលរៀបលរៀងកនុងការលរៀន និងបលស្ងៀនកនុងស្គឹះសាេ នរិកា និង
ស្បគល់រិទ្ធិស្របតាមការកំណត់ននកិចចស្រមលស្រៀង រតីរីការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលមអលរៀវលៅលៅ
កស្មិតឧតតមរិកា លស្កាមការោសំ្ទ្ននមូលនិធិស្សាវស្ជាវ គំនិតនចនស្បឌិ្ត និងនវានុវតតន៍។ 

- ស្គូឧលទ្េរមុខ្វជិាា គណិតវទិ្ាននវទិ្ាសាេ នគរុលការលាបត់េំបង ដេលបនផដល់មតិដកលមអ
លលីខ្លឹមសារ ននលមលរៀននីមួយៗឱ្យកាន់ដតមានភាររុស្កឹត និងមានលកខណៈវទិ្ាសាង្គ្រត។ 

លយងីខំុ្្រងឃមឹថ្ន លរៀវលៅលនះនឹងល ល្ីយតបជាបន្ធេ ន់ចំល ះការខ្វះខាតធនធានរិកា ដេលជា
តស្មូវការរិការបរ់រិរស និរសតិ លៅកស្មិតវទិ្ាល័យ និងឧតតមរិកា។ 
  



  

xiv 

ការបរយិាយដលើមខុវិាា  
ខ្លឹមសារលមលរៀនដេលបនលលីកលឡងីកនុងលរៀវលៅលនះអាចជយួលដ្ឋះស្សាយបញ្ហ កនុងការបលស្ងៀន 

និងលរៀនគណិតវទិ្ាដេលបងកលកខណៈរយស្រួលេល់ស្គូឧលទ្េរ ស្គូបលស្ងៀន គរុនិរសតិ គរុរិរស 
រិរានុរិរសអាចយកលរៀវលៅលនះជាឯកសារជំនយួ និងស្សាវស្ជាវរស្មាប់សាធារណៈជនទូ្លៅ ។ 
ជាមូលដ្ឋា នស្គឹះរស្មាប់ហវកឹហាត់គរុនិរសតិ រិរានុរិរសបនរិកានូវរល់ខ្លឹមសារស្របតាមកមមវធីិ
ដេលលធវីឱ្យលមលរៀននីមយួៗមានទំ្ន្ធក់ទំ្នងោន រីមយួចំណុចលៅមយួចំណុច និងឈានលៅចាប់យក
ចំលណះេឹងេ៏រមបូរដបបដេលជាោនតោ៉ា ងរំខាន់លឆ្ព ះកាន់វឌ្ឍនៈភារននគណិតវទិ្ា ។ 

រិកាលមអិតលលីកមមវធីិដេលអាចឱ្យអនករិកាលចះលស្បីស្បរ់បនេូចជា៖ លមលរៀន ឧទាហរណ៍ លំ
ហាត់អនុវតត លំហាត់ស្សាវស្ជាវ លំហាត់វភិាគ លហំាត់ស្បតិបតតិ រមួមានវធីិលផសងកនុងការលដ្ឋះស្សាយ
លដ្ឋយវភិាគ ការគិតស្តិះរះិរិចារណា យកលៅលស្បីស្បរ់កនុងតថ្ភារជាក់ដរតង ជាលេីម ។ 
 លមលរៀនកនុងលរៀវលៅគណិតវទិ្ារស្មាប់វទិ្ាសាង្គ្រត និងជយួឱ្យគរុនិរសតិមានចំលណះេឹងមូល
ដ្ឋា នស្គឹះគណិតវទិ្ាទាងំស្ទឹ្រតី វភិាគ និងការអនុវតតលេីមបរីយស្រួលកនុងការរិកាមុខ្វជិាា វទិ្ាសាង្គ្រត
ដថ្មទាងំផារភាា ប់គណិតវទិ្ា ជាមយួការរិលសាធន៍ដបបវទិ្យសាង្គ្រត  ។  
មុខ្វជិាា លនះរមួមាន៖  
 ១. អនុគមន៍លលខ្ននមយួអលថ្ររិត 
 ២. ស្រីមីទី្វ និងអាងំលតស្កាលមិនកំណត់ 
 ៣. អាងំលតស្កាលកំណត់ 
 ៤. រមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល 
 ៥. ចំននួកំុផលិច 
 ៦. ធរណីមាស្តវភិាគកនុងលំហ 
លេីមបឱី្យគរុនិរសតិ និងអនករិកាបនយល់ និងលចះកាន់ដតចារ់ លលីមូលដ្ឋា នស្គឹះគណិតវទិ្ា ។ 
  



  

xv 

មូលនយ័សដងេប 
លរៀវលៅលនះលផ្លត តរំខាន់លៅលលីការរិការីគណិតវទិ្ាផារភាា ប់លៅនឹងវទិ្ាសាង្គ្រត និងបដនេម

នូវចំណុចខ្លះៗដេលមានលៅកនុងកស្មិតទុ្តិយភូមិ ដេលមានលមលរៀនរលងខប និយមន័យ ស្ទឹ្រដីបទ្ 
ឧទាហរណ៍ លំហាត់អនុវតត ជាលេីម ស្រមទាងំមានទំ្ន្ធក់ទំ្នងននលមលរៀននីមយួៗ ។ លៅកនុងលមលរៀនអនុ
គមន៍លលខ្ននមយួអលថ្ររិត មានលោលបំណងឱ្យអនករិកាបនយល់ចារ់រីទំ្ន្ធក់ទំ្នងនន លីមីត 
និងលេរលីវ ដេលអាចលស្បីស្បរ់កនុងតថ្ភារររ់លៅជាក់ដរតង ដេលសាេ បតយករដតងដតលស្បីស្បរ់លេីមបី
សាងរង់អាោរធំៗ ផលូវថ្នល់ សាព ន ... ជាលេីម លេីមបកំីណត់បនរីទ្មាន់ដេលអាោរ សាព ន ឬផលូវថ្នល់
ស្ទ្ស្ទ្ង់បន និងកំណត់រីរយៈលរល ឬអាយុននរំណង់ទាងំលន្ធះ ។ ចំល ះលមលរៀនស្រីមីទី្វ និងអាងំលត
ស្កាលមិនកំណត់ និងអាងំលតស្កាលកំណត់ ជាលមលរៀនមយួដេលរំខាន់ចំល ះមុខ្វជិាា វទិ្ាសាង្គ្រត េូច
ជាមុខ្វជិាា រូបវទិ្ា ដេលអាចយកលៅគណន្ធរក នផេស្កឡាដផនកបលង់ គណន្ធនផេស្កឡាខ្ណា លដ្ឋយស្កាបរីរ 
និងគណន្ធរកមាឌ្ននរូលីតបរវិតត ។ លដ្ឋយដឡកលមលរៀន រមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល មានទំ្ន្ធក់ទំ្នងោ៉ា ង
រំខាន់ដេលអាចឱ្យអនកវទិ្ាសាង្គ្រតលធវីជាគំរូ និងវភិាគបតុភូតធមមជាតិ រិរណ៌ា ន្ធអំរីចលន្ធរបរ់វតេុ 
លំហូរននអងាធាតុរវ និង ឥរោិបទ្ននលរៀវគវីអគាិរនី ... និងរស្មាប់មុខ្វជិាា ជីវវទិ្ា រមីការឌី្លផរ ៉ាង់រ ្
ដយល មានសារៈរំខាន់ យកលៅលស្បីលេីមបយីកគំរូរកាត នុរលចំនួនស្បជាជន និងេំលណីរការជីវសាង្គ្រត
លផសងលទ្ៀត ចំល ះវរិវកមម រមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលគឺមាន សាររំខាន់រស្មាប់ការរចន្ធស្បរ័នធស្គប់ស្គង 
ការវភិាគរចន្ធរមព័នធ និងការយល់េឹងអំរីការលផេរកំលៅ ។ ចំដណកឯលមលរៀនទី្៥ ចំននួកំុផលិច មានសារៈ
រំខាន់លៅកនុងវរិវកមមអគាិរនី រស្មាប់លលខ្ដេលរមុគសាម ញស្តូវបនលស្បីស្បរ់លេីមបតំីណាងឱ្យ 
Impedance លៅកនុងលរៀគវី ដេលអនុញ្ញ តឱ្យមានការវភិាគននលរៀគវីចរនតឆ្ល រ់ លលីររីលនះ ចំនួនកំុផលិច
គឺជា មូលដ្ឋា នស្គឹះលៅកនុងលមកានិចកង់ទិ្ច ដេលមានមុខ្រររលកស្តូវបនលស្បីជាញឹកញាប់លៅកនុងចំននួ
កំុផលិច លហយីចំននួកំុផលិចក៏ស្តូវបនលស្បីផងដេរលៅកនុងេំលណីរការរញ្ញ  ចំល ះលលខ្ដេលរមុគសាម ញស្តវូ
បនលស្បីកនុងេំលណីរការរញ្ញ រស្មាប់វភិាគ និងលរៀបចំរញ្ញ ទាងំកនុងដេលលរលលវោ និងលស្បកង់ ... ។ 
រស្មាប់លមលរៀនធរណីមាស្តកនុងលំហ រិតជាលេីរតនួ្ធទី្ោ៉ា ងរំខាន់ កនុងវរ័ិយវទិ្ាសាង្គ្រតោ៉ា ងលស្ចីនេូច
ជា រូបវទិ្ា វទិ្ាសាង្គ្រតកំុរយូទ័្រ វរិវកមម និងរេិតិ វុចិទ័្រកនុងលំហផតល់នូវស្កបខ័្ណា គណិតវទិ្ារស្មាប់
តំណាង និងវភិាគបរមិាណរូបវនត េូចជាកមាល ងំ លលបឿន អគាិរនី និងរិរណ៌ា ន្ធបតុភូតរិតោ៉ា ងស្តឹមស្តូវ 
ចំល ះការវភិាគទិ្ននន័យ លៅកនុងការលរៀនមា៉ា រុីន និងការវភិាគ ទិ្ននន័យវុចិទ័្រស្តូវបនលស្បីលេីមបតំីណាងឱ្្
យចំណុចទិ្ននន័យវមិាស្តកនុងលំហខ្ពរ់ ។ បលចចកលទ្រេូចជាការចលរក ម ការចាត់ថ្នន ក់ និងការកាត់
បនេយវមិាស្ត រឹងដផអកោ៉ា ងខាល ងំលលីវុចិទ័្រកនុងលំហ ។  
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ដមដរៀនទ្យី១        អនុគមន៍ដលខច្នមួយអដលរពតិ 
 

១.១ អនុគមន៍ដលខច្នមួយអដលរពិត 

១.១.១ និយមន័យ 

 A  និង Bជារំណំុមិនទ្លទ្។ លបីទំ្ន្ធក់ទំ្នង f  រីរំណំុ  A  លៅរំណំុ Bភាា ប់ធាតុនីមយួៗ 

ននរំណំុ A  លៅធាតុដតមយួគត់ននរំណំុ B  លន្ធះទំ្ន្ធក់ទំ្នង f   លៅថ្នអនុគមន៍រីរំណំុ A  លៅ
រំណំុ B ។ 

 លបី f  ជាអនុគមន៍រីរំណំុ A  លៅរំណំុ B  លន្ធះលគកំណត់ររលររ៖ 

  
:

( )

f A B

x y f x




 

A  លៅថ្ន រណំុំលេីម លហយី x  ជាធាតុលេីម និង x លៅថ្នអលថ្រមិនអាស្រ័យ។ 

B  លៅថ្ន រណំុំចុង លហយី y  ជារូបភារនន x   តាម f  និង ( )y f x   លៅថ្នអលថ្រអាស្រ័យ។
  

ឧទាហរណ៍១៖  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖  ចំល ះកលនាមខាងលស្កាម លតីកលនាម
មយួណាជាអនុគមន៍ លហយីកលនាមមយួណាមិនដមន
ជាអនុគមន៍? 

ក. 2y x        ខ្. 2y x  
ចលមលីយ 

ក. ចំល ះកលនាម 2y x ជាអនុគមន៍ លស្ ះ លបី 
3x    

លន្ធះ 23 9y   , លបី 3x    លន្ធះ 2( 3) 9y    ។ 

ជាអនុគមន៍ A B 

រូបភារ១.១ 

មិនដមនជាអនុគមន៍ A B 

រូបភារ១.២ 

រូបភារ១.៣ 
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លយងីរលងកតល ញីថ្ន ចំល ះស្គប់តនមល x មយួឱ្យរូបភារ  
y ដតមយួគត់ ។ 

 

 

ខ្. ចំល ះកលនាម 2y x មិនដមនជាអនុគមន៍លទ្ លស្ ះលបី 4x   លន្ធះ 2 4 2y y    ។ លយងី
រលងកតល ញីថ្ន តនមល x  មយួឱ្យរូបភារ y រីរលផសងោន ។ 

 

 

 

 

ស្បតិបតតិ លតីទំ្ន្ធក់ទំ្នងខាងលស្កាមជាអនុគមន៍ដេរឬលទ្? លស្ ះអវី? 

 ក. 2( 5)x y         ខ្.  2(2 x 3)y         គ.  2 2 3y x x     

១.១.២ ថ្ែនកំណត់ 

   ដេនកំណត់ននអនុគមន៍ ( )y f x តាងលដ្ឋយD  គឺជារំណំុននតនមល x ដេលលធវីលអាយអនុគមន៍ 

( )y f x  មានន័យ ឬលធវីលអាយអនុគមន៍អាចកំណត់តនមលបន។ 

ឧទាហរណ៍១៖រកដេនកំណត់ននអនុគមន៍ 6 4 25 3 4y x x x    ។ 

 អនុគមន៍កំណត់បនចំល ះស្គប់ចំននួរិត x ។ 

 េូចលនះ ដេនកំណត់ននអនុគមន៍ 6 4 25 3 4y x x x    គឺ D  ។ 

ឧទាហរណ៍២៖ រកដេនកំណត់ននអនុគមន៍ 2 1
( )

3 4

x
g x

x





។ 

 អនុគមន៍កំណត់បនកាលណា   3 4 0x    ឬ  4

3
x   

េូចលនះដេនកំណត់ននអនុគមន៍ 2 1
( )

3 4

x
g x

x





 គឺ 4

3
D

 
   

 
។ 

ឧទាហរណ៍៣៖ រកដេនកំណត់ននអនុគមន៍   
2 4xy e  ។ 

 អនុគមន៍មានន័យកាលណា   2 4 0 2 2 0x x x       

2 0 2, 2 0 2x x x x          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

រូបភារ១.៤ 
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តាមតារងលយងីបនដេនកំណត់ននអនុគមន៍ 
2 4xy e   គឺ    , 2 2,D      ។ 

ដេនកំណត់ននអនុគមន៍មយួចំននួ៖ 

- អនុគមន៍រហុធា 1

1 2 0....n n

ny a x a x a x a     មានន័យចំល ះ x  ឬ D  ។ 

- អនុគមន៍រនិទាន 
( )

( )

f x
y

g x
   មានន័យកាលណា ( ) 0g x  ។ 

- អនុគមន៍អរនិទាន ( )ny f x  ដេល n  ជាចំននួគត់គូ មានន័យកាលណា ( ) 0f x  ។ 

- អនុគមន៍អរនិទាន ( ) ( )nf x f x ដេល n  ជាចំននួគត់លររ កំណត់បនចំល ះ x  ។ 

- អនុគមន៍អិុចរបូណង់ដរយល ( )f xy e  កំណត់បនចំល ះ x  ។ 

- អនុគមន៍លោការតីលនដរ  ln ( )y f x  មានន័យកាលណា ( ) 0f x  ។ 

- អនុគមន៍កូរុីនុរ cosxy   កំណត់បនចំល ះ x  ។ 

- អនុគមន៍រុីនុរ siny x កំណត់បនចំល ះ x  ។ 

ស្បតិបតត ិ៖ ចូររកដេនកំណត់ននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖ 

1) 
3 2( ) 3f x x x    

2) 
2 3 2y x x    

3)  ( ) ln 3 4h x x   

4) 
sin 1

cos

x
y

x


  

5) ( ) sin 1h x x x    

6) 
3

( ) 5cos 1
3

g x x
x

  


 

7) 
2

3

x
y

x





 

១.១.៣ សណំុំរបូភាព 

 រំណំុរូបភារននអនុគមន៍ f  ដេលតាងលដ្ឋយ I  គឺជារំណំុតនមល ( )y f x  ចំល ះស្គប់ x  លៅ
លលីដេនកំណត់ D។ 

ឧទាហរណ៍១៖ រករំណំុរូបភារននអនុគមន៍ 3 1y x  ។ 

អនុគមន៍កំណត់បនចំល ះស្គប់ចំននួរិត x   D  ។ េូចលនះរំណំុរូបភារននអនុគមន៍ 

3 1y x   គឺ I  ។ 

ឧទាហរណ៍២៖ រករំណំុរូបភារននអនុគមន៍ 2 1 , 0y x x   ។ 

 ចំល ះស្គប់ 0x   លគបន:   

     

2 0

2 1 1

1

x

x

y



  

 

 

េូចលនះរំណំុរូបភារននអនុគមន៍ 2 1 , 0y x x   គឺ  | 1I y y  ។ 
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ឧទាហរណ៍៣៖ រករំណំុរូបភារននអនុគមន៍ 3 2y x   ដេលស្តូវនឹងដេនកំណត់  
 | 1 x 2x    ។ 

 ចំល ះស្គប់ 1 2x    លគបន:  

     

2 2 4

5 3 2 1

1 5

x

x

y

   

    

   

 

េូចលនះរំណំុរូបភារននអនុគមន៍ y  គឺ  | 1 5I y y     ។ 

ស្បតិបតត ិរករំណំុរូបភារននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖  
         ក.  4 5 , 3y x x    

          ខ្. 2 , 2 3y x x     

          គ. 3
, 2 7

4

x
y x


    

១.១.៤ អនុគមន៍ម្រាស 

លគមានេាស្កាមតាងឱ្យអនុគមន៍ 
:f A B   

លគភាា ប់ធាតុននរំណំុលេីម A  លៅធាតុនន
រំណំុរូបភារ B  តាមអនុគមន៍ f ។ 
 
 
      
      
      
  ចំល ះអនុគមន៍ f  លនះបលងកីតបនអនុគមន៍ 1f   លដ្ឋយភាា ប់ធាតុននរំណំុ B  លៅ
រំណំុ A វញិេូចេាស្កាមខាងស្កាមខាងសាដ ។ំ  
      លគថ្នអនុគមន៍ 1f   ជាអនុគមន៍ស្ចារ ននអនុគមន៍ f  ។ 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

រូបភារ ១.៥ 

រូបភារ ១.៦ 
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ជាទូ្លៅ៖ លបី f  ជាអនុគមន៍មយួទ្ល់មយួ លយងីបន៖ 

(1) f  មានអនុគមន៍ស្ចារ 1f   
(2)  b  ជារូបភារនន a  តាម f  a  ជារូបភារនន b តាម 1f  ។  
      មានន័យថ្ន 1( ) ( )b f a a f b   ។ 

 

ឧទាហរណ៍១៖ លគឱ្យអនុគមន៍ ( ) 4 3f x x  ។ 

  រកអនុគមន៍ស្ចារននអនុគមន៍ f រចួ រង់ស្កាបតាងអនុគមន៍ f  និង អនុគមន៍ 1f  ។  
ចលមលីយ 

លយងីមាន ( ) 4 3f x x   

ជំនរួ ( )f x លដ្ឋយ y  លយងីបន 4 3y x   

ជំនរួ x  លដ្ឋយ y  និង ជំនរួ y  លដ្ឋយ x  លគបន 4 3x y   លន្ធះ 3

4

x
y


  

ជំនរួ y  លដ្ឋយ 1f   លយងីបន 1 3
( )

4

x
f x 

  

េូចលនះអនុគមន៍ស្ចារននអនុគមន៍ ( ) 4 3f x x   គឺ 1 3
( )

4

x
f x 

 ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ឧទាហរណ៍២៖ លគមានអនុគមន៍ 5
( )

2 1
g x

x



ដេល 1

2
x  ។ 

ក. រកអនុគមន៍ស្ចារននអនុគមន៍  g ។ 

ខ្. រង់ស្កាបតាងអនុគមន៍ ( )g x  និងអនុគមន៍ស្ចារ 1( )g x ។ 

រូបភារ១.៧ 
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ចលមលីយ 

ក. អនុគមន៍ g កំណត់បនចំល ះស្គប់ 1

2
x   ។ 

ជំនរួ g លដ្ឋយ y  លគបន 5

2 1
y

x



 

ជំនរួ x  លដ្ឋយ y  និង ជំនរួ y  លដ្ឋយ x  លគបន 5

2 1
x

y



 

ន្ធឱំ្យ  5 1 5

2 2 2

x
y

x x


    

ជំនរួ y  លដ្ឋយ 1( )g x  លយងីបន 1 5
( )

2

x
g x

x

 
 ។  

េូចលនះអនុគមន៍ស្ចារននអនុគមន៍ ( )g x គឺ 1 5
( )

2

x
g x

x

 
 ។ 

ខ្. រង់ស្កាបតាងអនុគមន៍ ( )g x  និងអនុគមន៍ស្ចារ 1( )g x
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ស្បតិបតត ិ លគមានអនុគមន៍ ( ) 3 4h x x  ។ 

 ក. រកអនុគមន៍ស្ចារ ននអនុគមន៍ ( )h x ។ 

 ខ្. រង់ស្កាបតាងអនុគមន៍ ( )h x  និង 1( )h x ។ 

រូបភារ ១.៨ 
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១.២ លមីីតច្នអនុគមន៍ 

១.២.១ លមីីតច្នអនគុមន៍ម្រតង់មួយនំនួនកំណត់ 

 និយមន័យ 
១. អនុគមន៍ f  មានលីមីត L  កាលណា x ខិ្តជិត a  លបីស្គប់ចំននួ 0  មានចំននួ 0 

ដេល 0 | |x a     ន្ធឱំ្យ | ( ) |f x L   ។ 

   លគររលររ : lim ( )
x a

f x L


 ។ 

២.  អនុគមន៍ f  មានលីមីត   (ឬ  )  កាលណា x ខិ្តជិត a  លបីស្គប់ចំននួ 0M   
មាន 0   ដេល 0 | |x a     ន្ធឱំ្យ ( )f x M  (ឬ ( )f x M  )។  

 លគររលររ  lim ( )
x a

f x


   ឬ lim ( )
x a

f x


  ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ លគមានអនុគមន៍ ( ) 3 1f x x  ។ 

 លដ្ឋយលស្បីនិយមន័យ បរហ ញថ្ន 
2

lim ( ) 7
x

f x


 ។ 

 លគមាន:  | ( ) 7 | | 3 1 7 | | 3 6 | 3 | 2 |f x x x x         

  0,  | ( ) 7 | 3 | 2 |f x x       

              | 2 |
3

x


   

តាង 
3


   លយងីបន 0, 0      ដេល | 2 |x    ន្ធឱំ្យ | ( ) 7 |f x    ។ 

េូចលនះ  
2

lim 3 1 7
x

x


  ។ 

ឧទាហរណ៍២៖ លដ្ឋយលស្បីនិយមន័យបរហ ញថ្ន 
1

lim 2 3
x

x


  ។ 

លយងីមាន:   | ( ) 3 | | 2 3 |f x x     

             | 2 3 2 3 |x x      លស្ ះ 2 3 0x     
            | 2 3 |x    

  | 2 3 |x    

  | 1 |x   

 លយងីបន 0  យក 
2


   ដេល | 1|x    ន្ធឱំ្យ | ( ) 3 |f x   ។ 

 េូចលនះតាមនិយមន័យ 
1

lim 2 3
x

x


  ។ 

 ឧទាហរណ៍៣៖ លគមានអនុគមន៍ 
3 2

( )
2

x
f x

x





។ លដ្ឋយលស្បីនិយមន័យបរហ ញថ្ន 

2
lim ( )
x

f x


។ 

   លយងីមាន 3 2 3 6 8 3( 2) 8 8
( ) 3

2 2 2 2 2

x x x
f x

x x x x x

   
     

    
 

 កំណត់ចំននួ 0M  ដេល ( )f x M  លយងីស្ោន់ដតឱ្យ 8

2
M

x



។ 

 8

2
M

x



 និង 2x    2 1

8

x

M


  
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                  8
0 | x 2 |

M
    

 ចំល ះ 0M   មាន 8
0

M
   ដេល 0 | 2 |x     ន្ធឱំ្យ ( )f x M ។ 

 ឧទាហរណ៍៣៖ លគមានអនុគមន៍ 
2 1

( )
3

x
f x

x





។ លដ្ឋយលស្បីនិយមន័យបរហ ញថ្ន

3
3

lim ( )
x
x

f x



។ 

 លយងីមាន 2 1 2 6 7 7
( ) 2

3 3 3

x x
f x

x x x

  
   

  
 

 កំណត់ចំននួ 0M  ដេល (x) Mf   7
2

3
M

x
  


 

      7
( 2)

3
M

x
  


 

     7
3

2
x

M
  


 

     
7

0 | 3 |
2

x
M

   


 

 ចំល ះ 0M   មាន 7
0

2M
  


 ដេល 0 | 3 |x     ន្ធឱំ្យ (x) Mf   ។ 

  េូចលនះ  
3

3

lim ( )
x
x

f x



 ។ 

ស្បតិបតត ិលដ្ឋយលស្បីនិយមន័យចូរបរហ ញថ្ន :   

ក.  
0

lim 4 3 3
x

x


   ខ្. 
2

lim 7 3
x

x


   

គ.  
0

0

5
lim
x
x

x


                       . 
5

3
lim

5x

x

x





 

១.២.២ លកេណៈច្នលមីីត 

 លបី lim ( ) ,
x a

f x L


 lim g( )
x a

x M


  និង lim ( )
x a

h x N


   ដេល a  អាចជាចំននួកំណត់ ឬ អននត
លហយី ,L M និង N  ជាចំននួរិត លន្ធះលគបន៖  

1.  lim ( )
x a

kf x kL


  , k  ជាចំននួលថ្រ 
2.   lim ( ) g( )

x a
f x x L M


    

3.   lim ( ) g( ) ( )
x a

f x x h x L M N


      

4.   lim ( ) g( )
x a

f x x L M


    

5.  
lim ( )( )

lim
g( ) lim g( )

x a

x a

x a

f xf x L

x x M







   ដេល 0 , ( ) 0M g x  ។ 

6.   lim ( )
n n

x a
f x L


  

7.  lim ( ) lim ( )
nm m mn n

x a x a
f x f x L

 
   

ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធលីមីតខាងលស្កាម៖ 
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ក.  4 3

3
lim 2 5 7
x

x x x


         ខ្.   2 3

1

3

lim 9 2 3 5
x

x x


         

គ. 
2

6
lim

7x

x

x




                      . 

2

22

3 2
lim

4x

x x

x

 


 

ចលមលីយ 

ក.  4 3

3
lim 2 5 7
x

x x x


    

      

4 3

3 3 33

4 3

2lim 5lim lim lim7

2 3 5 3 3 7

301

x x xx

x x x
  

   

   



 

ខ្.       2 3 2 3

1 1 1

3 3 3

lim 9 2 3 5 lim 9 2 lim 3 5
x x x

x x x x
  

       

      
2 3

1 1 46 46
9 2 3 5 3

3 3 9 3

      
            

         

 

គ.  

 
2

2

2

lim 66 2 6 2
lim

7 lim 7 7 2 3

x

x

x

xx

x x







  
  

  
 

 

 . 
2

22

3 2
lim

4x

x x

x

 


 រង 0

0
 

    

  

 

 2 2

2 1 1 2 1 1
lim lim

2 2 2 2 2 4x x

x x x

x x x 

   
   

   
 

រមាា ល់៖ លបីភាគយក និងភាគដបងមាននមលលីមីតរូនយេូចោន  លន្ធះលគស្តូវគណន្ធតាមជំហាន៖ 

 បំដបកតទួាងំរីរននស្បភាគជាផលគុណកតាត  
 រស្មួកកតាត រមួលចាល 

 រកលីមីតននកលនាមថ្មី 
 ស្បតិបតត ិគណន្ធ  

ក. 
2

24

3 4
lim

2 1x

x x

x x

 

 
       ខ្.    3

2

3

lim 3 5 27 2 1 9
x

x x x


      

     គ. 

2

21

2 5 3
lim

2x

x x

x x

 

    

១.២.៣ លមីីតខាងដវវងនិង ខាងសាដ  ំ

 ជាទូ្លៅ 
 លបី ( )f x  ខិ្តជិត L   កាលណា x  ខិ្តជិត 0x  រីខាងល វ្ងលន្ធះ L   លីមីតខាងល វ្ងនន 

( )f x  លហយីកំណត់ររលររ  
0

lim ( )
x x

f x L


 ។ 
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 លបី ( )f x  ខិ្តជិត R   កាលណា x  ខិ្តជិត 0x  រីខាងសាដ លំន្ធះ R   ជាលីមីតខាងសាដ នំន 
( )f x  លហយីកំណត់ររលររ  

0

lim ( )
x x

f x R


 ។ 

 អនុគមន៍ ( )y f x  មានលីមីតស្តង់ 0x  លុះស្តាដតលីមីតខាងល វ្ងលរមីនឹងលីមីតខាងសាដ ។ំ  

ឧទាហរណ៍១៖ លគមានអនុគមន៍ 
2 1 , 1

( )
2 3 , 1

x x
y f x

x x

  
  

 

 ។ 

 ក. គណន្ធ 
1

lim ( )
x

f x


 និង 
1

lim ( )
x

f x


។ 

 ខ្. លតីអនុគមន៍ f  មានលីមីតស្តង់ 1x  ដេរឬលទ្? 

ចលមលីយ 

ក.  
11

lim ( ) lim 2 3 2 3 5
xx

f x x
 

      

     2

11
lim ( ) lim 1 1 1 2

xx
f x x

 
      

ខ្. លដ្ឋយ 
1 1

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

 លន្ធះអនុគមន៍ f  ោម នលីមីតស្តង់ 1x  លទ្។ 

ឧទាហរណ៍២៖ លគមានអនុគមន៍ | 2 |y x  ។ 

 ក. គណន្ធ 
2

lim| 2 |
x

x


  ។ 

 ខ្. លតីអនុគមន៍ | 2 |y x  មានលីមីតស្តង់ 2x  ដេរឬលទ្? 

ចលមលីយ 

ក. គណន្ធ 
2

lim| 2 |
x

x


  

 2, 2
| 2 |

2 , 2

x x
y x

x x

  
   

 
 

លយងីបន៖  
  

22
lim lim 2 0

xx
y x

 
     

  
22

lim lim 2 0
xx

y x
 

     

ខ្. លតីអនុគមន៍ | 2 |y x  មានលីមីតស្តង់ 2x  ដេរឬលទ្? 

លដ្ឋយ  
2 2

lim lim 0
x x

y y
  

   លន្ធះអនុគមន៍ | 2 |y x   មានលីមីតស្តង់ 2x   ដេល   

2
lim| 2 | 0
x

x


  ។ 

ស្បតិបតត ិ    

១. លគឱ្យអនុគមន៍ 
5 1, 0

( ) 1
, 0

1

x x

f x
x

x

 



 

 ។  

 ក. គណន្ធ 
0

lim ( )
x

f x


 និង
0

lim ( )
x

f x


។ 

 ខ្. លតីអនុគមន៍  ( )f x មានលីមីតស្តង់ 0x  ដេរឬលទ្? 

២. លគមានអនុគមន៍ ( ) | 3 |g x x  ។  
 រិកាភារមានលីមីតននអនុគមន៍ ( )g x  ស្តង់ 3x  ។ 
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១.២.៤ លមីីតច្នអនគុមន៍បណ្ដដ ក ់

 ជាទូ្លៅ៖ លបី f   និង g   ជាអនុគមន៍ដេលមានលីមីត lim ( )
x a

g x L


   និង lim ( ) ( )
x L

f x f L


  
លន្ធះ  lim ( ) ( )

x a
f g x f L


 ។  

ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធ 
3

6
lim

3 5x

x

x




។ 

  លដ្ឋយ  
3

6 3 6 9
lim

3 5 3 3 5 4x

x

x

 
 

  
 

  
3 3

6 9 3
lim lim

3 5 4 2x x

x
X

x 


   


 

ឧទាហរណ៍២៖ គណន្ធ 
3

2

4
4

2 4
lim

4x
x

x x

x


  
 

 
។ 

លដ្ឋយ 
2 2

4
4

2 4 4 2 4 4 20
lim

4 4 4 0x
x

x x

x  


    
  

 
 

  
3

2
3

4
4

2 4
lim

4x
x

x x

x


  
    

 
។ 

១.៣ លមីីតច្នអនុគមន៍ម្រតង់អននដ 

 ១.៣.១ និយមន័យ 

   អនុគមន៍ f  មានលីមីត L  កាលណា x  ខិ្តលៅ   (ឬ   ) លបីចំល ះស្គប់ចំននួ 0   
មាន 0N   ដេល  x N (ឬ x N  ) ន្ធឱំ្យ | ( ) |f x L   ។ 

 លគររលររ lim ( )
x

f x L


  ឬ lim ( )
x

f x L


  ។ 

    អនុគមន៍ f   មានលីមីត    កាលណា x  ខិ្តលៅ   លបីចំល ះស្គប់ 0M    មាន 0N   
ដេល  x N  ន្ធឱំ្យ ( )f x M  ។ 

លគររលររ lim ( )
x

f x


។ 

    អនុគមន៍ f   មានលីមីត    កាលណា x  ខិ្តលៅ   លបីចំល ះស្គប់ 0M    មាន 0N   
ដេល  x N   ន្ធឱំ្យ ( )f x M  ។ 

លគររលររ lim ( )
x

f x


  ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ លគមានអនុគមន៍  6 1
( )

2 3

x
f x

x





 កំណត់បនចំល ះ 2

3
x   ។ 

  បរហ ញថ្ន lim ( ) 3
x

f x


  ។ 

លយងីមាន 6 1 6 1 6 9 10
( ) 3 3

2 3 2 3 2 3

x x x
f x

x x x

   
    

  
 

  10
| ( ) 3 |

| 2 3 |
f x

x
    


, 0   

           10
| 2 3 |x


    
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           10
2 3x


    លស្ ះ x   ន្ធឱំ្យ 2 3 0x    

 5 3

2
x


    

លគបនស្គប់ 0   មាន 5 3
0

2
N


    ដេល x N  ន្ធឱំ្យ | ( ) 3 |f x    ។ 

េូចលនះ lim ( ) 3
x

f x


  ។ 

ឧទាហរណ៍២៖ បរហ ញថ្ន អនុគមន៍ 2 1y x   ខិ្តលៅរក   កាលណា x  ខិ្តលៅរក ។ 

 ស្គប់ 0M  , y M 2 1x M     

        
2 1x M   

          1x M   

យក 1 0N M    លគបន ស្គប់  0M  មាន 0N    ដេល x N  ន្ធឱំ្យ y M ។ 

 
ឧទាហរណ៍៣៖ លគមានអនុគមន៍ 2(x) x 2 3f x   ។  
 លដ្ឋយលស្បីនិយមន័យបរហ ញថ្ន lim ( )

x
f x


។ 

លយងីមាន៖  
 0, ( )M f x M    

 2 2 3x x M     

      2( 1) 2x M    

     2( 1) 2x M    
               1 2x M    

 2 1x M    

កំណត់យក 2 1 0N M     លយងីបន 0M   មាន 0N   ដេល x N  ន្ធឱំ្យ ( )f x M ។ 

េូចលនះ lim ( )
x

f x


 ។ 

ស្បតិបតត ិបរហ ញថ្ន  

ក. 3 2
lim 3

3x

x

x





  ខ្. 

22
lim

3x

x x

x

 
 


 

១.៣.២ លមីីតថ្ែលានរាងមិនកំណត់ 


 

ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធ 
2

3

3 2 5
lim

4x

x x

x x

 


។ 

2

3

3 2 5
lim

4x

x x

x x

 


 មានរង 


 

លយងីបន៖ 
2

3

3 2 5
lim

4x

x x

x x

 



2

2 2

3

2 2

2 5 2 5
3 3

lim lim 0
4 4

1 1
x x

x
x x x x

x x
x x

 

   
      

     
   
    

   
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ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធ 
2

3 3

4 3
lim

2 1x

x x

x x

 

 
 ។ 

 
2

3 3

4 3
lim

2 1x

x x

x x

 

 
 រង 


 

 លយងីបន៖ 
2

22

3 3
3

3
2 3

1 3
4

4 3
lim lim

2 12 1
1

x x

x
x xx x

x x
x

x x

 

 
  

   


   
  

 

 

       
2 2

3 3
2 3 2 3

1 3 1 3
| | 4 4

lim lim
2 1 2 1

1 1
x x

x x
x x x x

x x
x x x x

 

   
       

   
 

   
      

   

 

       
2

3
2 3

1 3
4

lim 2
2 1

1
x

x x

x x



 
   

 
 

 
  

 

 

េូចលនះ 
2

3 3

4 3
lim 2

2 1x

x x

x x

 


 
 

 វធិាន៖ លេីមបគីណន្ធលីមីតដេលមានរងមិនកំណត់  

  លគស្តូវដ្ឋក់តដួេលមានេឺលស្កខ្ពរ់ជាង

លគទាងំលៅភាគយក និងភាគដបងជាកតាត រមួរិន លហយីរស្មួលកតាត រមួលចាល រចួគណន្ធលីមីតនន
កលនាមថ្មី។ 
 

ស្បតិបតតិ គណន្ធ  

ក. 
44

3 3

16 5 10
lim

8 2 1x

x x

x x

 

 
  ខ្. 

5 4

4 3

6 3
lim

3 5x

x x x

x x

 

 
 

១.៣.២ លមីីតថ្ែលានរាងមិនកំណត់   

ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធ  3lim 7 3 5
x

x x


   ។ 

មានរង   

លយងីបន៖  3 3

2 3

3 5
lim 7 3 5 lim 7
x x

x x x
x x 

 
        

 
 

ឧទាហរណ៍២៖ គណន្ធ  2lim 9 3 3
x

x x


   ។ 

 3lim 7 3 5
x

x x


  
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 2lim 9 3 3
x

x x


    មានរង   

លយងីបន៖  

 

 2

3 3
lim 9 1 2
x

x
x x

 
         

 
 

ឧទាហរណ៍២៖ គណន្ធ  2lim 2 1 4 3
x

x x


   ។  

 2lim 2 1 4 3
x

x x


    រង   

លយងីបន៖  

 
  

 

2 2

2

2

2 1 4 3 2 1 4 3
lim 2 1 4 3 lim

2 1 4 3
x x

x x x x
x x

x x
 

     
   

  
 

   

 

2 2 2 2

2

2

2 1 4 3 4 4 1 4 3
lim lim

32 1 4 3 2 1 4
x x

x x x x x

x x x x
x

 

      
 

     

2 2

2 2
4 4

4 0
lim lim 1

2 0 4 01 3 1 3
2 4 2 4

x x

x
x x

x
x x x x

 

   
           

      
        

   

 

វធិាន៖ លេីមបគីណន្ធលីមីតរងមិនកំណត់    លគស្តូវដ្ឋក់តដួេលមានេឺស្កខ្ពរ់ជាងលគជាកតាត រមួ 
លហយីគណន្ធលីមីតននកលនាមថ្មី។ 

 

ស្បតិបតត៖ិ គណន្ធ  

ក.  2lim 9 1 3 1
x

x x


     ខ្.  3 3lim 1 2 1
x

x x


      

 2 2

2

3
lim 9 3 3 lim 9 3
x x

x x x x
x 

  
           

2 2

3 3
lim | | 9 3 lim 9 3
x x

x x x x
x x 

   
              

   
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គ.  3 3lim 1 2 1
x

x x


    

១.៤ ភាពាប់ច្នអនុគមន៍ 

១.៤.១ ភាពាប់ម្រតង់មួយនំណុន  

ឧទាហរណ៍១៖លគមានអនុគមន៍ 
23 5 , 0

( )
2 5 , 0

x x
y f x

x x

  
  

 

។ 

លយងីមាន៖ 2(0) 3 0 5 5f      

 2

00
lim ( ) lim 3 5 5

xx
f x x

 
  

 

 
 

00
lim ( ) lim 2 5 5

xx
f x x

 
  

 

លដ្ឋយ 
0 0

lim ( ) lim ( ) (0) 5
x x

f x f x f
  

    លន្ធះ f  ជាអនុគមន៍ជាប់ស្តង់ 0x  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

និយមន័យ៖ អនុគមន៍ ( )y f x  ជាប់ស្តង់ចំណុច x c  កាលណា f  បំលរញលកខខ្ណា ទាងំ
បីេូចខាងលស្កាម៖ 

1. f  កំណត់ចំល ះ x c  

2. f  មានលីមីតកាលណា x c  

3.  lim ( ) (c)
x c

f x f


  

រូបភារ ១.៩ 
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រមាា ល់៖ លបីអនុគមន៍  ( )y f x  មិនបំលរញលកខខ្ណាណាមួយខាងលលី លន្ធះលគថ្ន f   ជាអនុគមន៍
ដ្ឋច់ស្តង់ x c  ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖លគមានអនុគមន៍ g  កំណត់លដ្ឋយ 2( ) 2 3g x x  ។  

រិកាភារជាប់ននអនុគមន៍ g  ស្តង់ 1x    ។ 

លយងីមាន 

   
2

g( 1) 2 1 3 1       

 
 

 

2

1 1 1

2

lim ( ) lim ( ) lim 2 3

2 1 3 1

x x x
g x g x x

  
 

    
 

លដ្ឋយ 
1

lim ( ) g( 1) 1
x

g x


     លន្ធះអនុគមន៍ g  ជាប់ស្តង់ 1x    ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ឧទាហរណ៍ទី្៣៖ លគមានអនុគមន៍ 

2 9
, 3

( ) 3

6 , 3

x
x

h x x

x

 


 
 

។ 

 បរហ ញថ្ន h  ជាប់ស្តង់ 3x  ។ 

រូបភារ១.១០ 
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  2

3 33

3 39
lim ( ) lim lim

3 3x xx

x xx
h x

x x 

 
 

 
 

3
lim 3 3 3 6
x

x


      

លយងីមាន (3) 6h   

3
lim ( ) (3) 6
x

h x h


   

េូចលនះ h  ជាអនុគមន៍ជាប់ស្តង់ 3x  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ឧទាហរណ៍៤៖លយងីមានអនុគមន៍  
1 , 2

( ) 3 , 2

2 1 , 2

x x

g x x

x x

 


 
  

 ។ 

លតីអនុគមន៍ g  ជាប់ស្តង់ 2x   ដេរឬលទ្? 

លយងីមាន ៖ (2) 3g   និង  
22

lim (x) lim 2 1 2 2 1 5
xx

g x
 

       

លដ្ឋយ 
2

lim (x) (2)
x

g g


  លន្ធះអនុគមន៍ g  ដ្ឋច់ស្តង់ 2x  ។ 

រូបភារ១.១១ 
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ស្បតិបតត៖ិ១. លគឱ្យអនុគមន៍  
2 , 1

g( ) 3 , 1

2 1 , 1

x x

x x

x x

 


 
  

 ។រង់ស្កាប និងរិកាភារជាប់ននអនុគមន៍ g  

ស្តង់ 1x  ។ 

២. លគមានអនុគមន៍ 
21

2 , 0
h( ) 3

sin 1 , 0

x x
x

x x


 

 
  

។ 

រង់ស្កាបតាងអនុគមន៍ h( )x ។ លតីអនុគមន៍ hជាប់ស្តង់ 0x  ដេរឬលទ្?  

លកខណៈននអនុគមន៍ជាប់៖ លបីអនុគមន៍ f  និង g ជាប់ស្តង់ x c  លន្ធះលគបន៖  

1. ( ) ( )f x g x  ជាអនុគមន៍ជាប់ស្តង់ x c  

2. ( ) ( )f x g x ជាអនុគមន៍ជាប់ស្តង់ x c  

3. ( ) g(x)f x  ជាអនុគមន៍ជាប់ស្តង់ x c  

4. k ( )f x ជាអនុគមន៍ជាប់ស្តង់ x c  (ដេល k  ជាចំននួលថ្រ) 

5. 
( )

( )

f x

g x
 ជាអនុគមន៍ជាប់ស្តង់ x c  លហយី ( ) 0g x   

រូបភារ ១.១២ 
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ឧទាហរណ៍១៖ រកតនមល  x  លេីមបឱី្យអនុគមន៍ខាងលស្កាមជាអនុគមន៍ជាប់៖ 

ក. 5( ) 6 sinf x x x    ខ្. 3( ) ( 5)(cosx 3)g x x     គ. 2

5
h(x)

3

xe

x





 

ចលមលីយ 

ក. លដ្ឋយ 56x  និង sin x   ជាអនុគមន៍ជាប់ចំល ះស្គប់តនមល x  លន្ធះលគបន 5( ) 6 sinf x x x   ជាប់
ចំល ះស្គប់តនមល x  ។ 

ខ្. លដ្ឋយ 3( 5)x   និង (cosx 3)  ជាប់ចំល ះស្គប់ចំននួរិត x   តាមលកខណៈទី្3 លគបនអនុគមន៍ 
3( ) ( 5)(cosx 3)g x x   ជាប់ចំល ះស្គប់ចំនួនរិត x ។  

គ. លដ្ឋយ 5xe  និង 2 3x  ជាប់ចំល ះស្គប់តនមល x  លន្ធះតាមលកខណៈទី្5  អនុគមន៍ 2

5
h(x)

3

xe

x





 

ជាប់ចំល ះស្គប់ស្គប់តនមល x  ដេល  2 3 0x   ឬ 3x   ។ 

ឧទាហរណ៍២៖ បរហ ញថ្នអនុគមន៍ 
sin 3

, 0
( )

3 , x 0

x
x

y f x x




 
 

 ជាប់ចំល ះស្គប់ចំននួរិត។ 

ចលមលីយ 

លដ្ឋយអនុគមន៍ sin 3x   និង x   ជាប់ចំល ះស្គប់ x  លន្ធះលគបនអនុគមន៍ sin 3x
y

x
  ជាប់ចំល ះ

ស្គប់ 0x   ។ 

មា៉ាងលទ្ៀតលយងីមាន៖ (0) 3f   

 
0 0

sin 3
lim ( ) lim 3
x x

x
f x

x 
   

លដ្ឋយ 
0

lim ( ) (0) 3
x

f x f


   ន្ធឱំ្យអនុគមន៍ ( )f x ជាប់ស្តង់ x 0 ។ 

េូចលនះអនុគមន៍ 
sin 3

, 0
( )

3 , x 0

x
x

y f x x




 
 

  ជាប់ចំល ះស្គប់ចំននួរិត ឬចំល ះស្គប់ x  ។ 

ឧទាហរណ៍៣៖ លគមានអនុគមន៍ 
sin 4

, 0
( ) 1 1

3 2 , x 0

x
x

y f x x

x a




   
  

 ។ 
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 កំណត់តនមល a  លេីមបឱី្យអនុគមន៍ f ជាប់ស្តង់ x 0  ។ 

អនុគមន៍ f ជាប់ស្តង់ x 0  លុះស្តាដត
0

lim ( ) (0)
x

f x f


  

លយងីមាន៖ (0) 3 0 2 2f a a     

     
0 0 0 0

1 1 sin 3 1 1 sin 3sin 3
lim ( ) lim lim lim

1 11 1x x x x

x x x xx
f x

x xx   

   
  

  
 

        
0

sin 3
lim 1 1 3 2 3 6

3x

x
x

x
         

លគបន      
0

lim ( ) (0)
x

f x f


 2 6a 
6

3
2

a    

េូចលនះលេីមបឱី្យអនុគមន៍ f  ជាប់ស្តង់ x 0  លុះស្តាដត 3a  ។ 

ស្បតិបតត១ិ៖ លគមានអនុគមន៍េូចខាងលស្កាម៖ 

 ក.  
3

3 21
( ) 5 1

3
f x x x

 
   

 
   ខ្. 

4

2

5 3 1
( )

2 3

x x
g x

x

 



  

 បរហ ញថ្នអនុគមន៍លនះជាប់ចំល ះស្គប់ចំនួនរិត x  ។ 

ស្បតិបតត២ិ៖ លគឱ្យអនុគមន៍ 
2

2

3

3 2
, 2

( ) 4

2 1, 2

x x
x

h x x

bx bx x

  


 
   

 ។កំណត់តនមល b លេីមបឱី្យអនុគមន៍ h  ជាប់

ស្តង់  2x   ។ 

១.៤.២ ភាពាប់ដលើនដនាែ ោះ 

និយមន័យ 

- អនុគមន៍ f  ជាប់លលីចលន្ធល ះលបីក  ,a b  លុះស្តាដត f ជាប់ចំល ះស្គប់តនមល x  ននចលន្ធល ះលបីកលន្ធះ។ 

- អនុគមន៍ f   ជាប់លលីចលន្ធល ះបិទ្  ,a b   លុះស្តាដត f   ជាប់លលីចលន្ធល ះលបីក  ,a b   និងមានលីមីត 
lim ( ) ( )
x a

f x f a


  និង lim ( ) (b)
x b

f x f


 ( អនុគមន៍ f  ជាប់ស្តង់ខាងសាដ  ំ a  និងជាប់ស្តង់ខាងល វ្ង 

b )។ 

ឧទាហរណ៍១៖ លគមានអនុគមន៍ 2 3
( )

3 1

x
f x

x





។រិកាភារជាប់ននអនុគមន៍ f ។ 
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អនុគមន៍ f  កំណត់បនចំល ះស្គប់ចំនួនរិត x  ដេល 3 1 0x    ឬ 1

3
x    ឬ 

1 1
, ,
3 3

x
   

      
   

។ 

f   ជាអនុគមន៍រនិទាន លន្ធះ f   ជាប់ចំល ះស្គប់តនមល 1
,
3

x
 

  
 

  និងជាប់ចំល ះស្គប់ 

1
,

3
x

 
  
 

។ 

េូចលនះ តាមនិយមន័យ អនុគមន៍  f  ជាប់លល ី
1

,
3

 
 
 

 និង 
1

,
3

 
 

 
 ។ 

ឧទាហរណ៍២៖លគមានអនុគមន៍ 
2

2 3 , 1 3
( )

3, 3 4

x x
g x

x x x

  
 

   

 ។ 

1. បរហ ញថ្ន g ជាប់លលីចលន្ធល ះលបីក  1,3  និង  3,4  

លយងីមានអនុគមន៍ ( ) 2 3g x x   និង 2( ) 3g x x x     រុទ្ធដតជាអនុគមន៍រហុធា តាមលកខ
ណៈខាងលលីលយងីបន  ( ) 2 3g x x   ជាប់ស្គប់  1,3x   និង 2( ) 3g x x x    ជាប់ស្គប់ 

 3, 4x ។ 

2. បរហ ញថ្ន g  ជាប់ខាងសាដ  ំ1 និង ខាងល វ្ង 4 

លយងីមាន 

  
11

lim ( ) lim 2 3 2 1 3 1
xx

g x x
 

        និង (1) 2 1 3 1g     
  

1
lim ( ) (1) 1
x

g x g


     

លគបនអនុគមន៍ g  ជាប់ខាងសាដ  ំ1។ 

 2 2

44
lim ( ) lim 3 4 4 3 9

xx
g x x x

 
        និង 2(4) 4 4 3 9g      

4
lim ( ) (4) 9
x

g x g


    

លគបនអនុគមន៍ g  ជាប់ខាងល វ្ង 4។ 

3. បរហ ញថ្ន g  ជាប់ស្តង់ 3x   

លយងីមាន (3) 2 3 3 3g      
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 
33

lim ( ) lim 2 3 2 3 3 3
xx

g x x
 

       និង  2 2

33
lim ( ) lim 3 3 3 3 3

xx
g x x x

 
        

3 3
lim ( ) lim ( ) (3) 3
x x

g x g x g
  

     

លគបនអនុគមន៍ g  ជាប់ស្តង់ 3x  ។ 

េូចលនះ តាមរយៈ    1 , 2 និង  3 លយងីបនអនុគមន៍ g  ជាប់លៅលលី  1,4 ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ឧទាហរណ៍៣៖ លគមានអនុគមន៍េូចខាងលស្កាម៖ 

ក.  
3

( ) , 2,0
2

f x
x

 


  ខ្.  
2 3

( ) , 0,3
2

x
g x

x





  គ.  ( ) sin 2 x 1, 0,h x    

រង់ស្កាបននអនុគមន៍រចួបញ្ា ក់ភារជាប់លលីចលន្ធល ះដេលឱ្យ។ 

ចលមលីយ 

ក.  
3

( ) , 2,0
2

f x
x

 


 

លដ្ឋយ f ជាអនុគមន៍រនិទានមិនកំណត់  ចំល ះ 2 0x   ឬ 2x   ។ 

េូចលនះអនុគមន៍ f  ជាប់លលីចលន្ធល ះ  2,0 ។ 

 

រូបភារ ១.១៣ 
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ខ្.  
2 3

( ) , 0,3
2

x
g x

x





 

លដ្ឋយអនុគមន៍ g ជាអនុគមន៍រនិទាន មិនកំណត់ចំល ះ 2 0x    ឬ 2x  ។   

លន្ធះអនុគមន៍ g ដ្ឋច់ស្តង់ 2x   ន្ធឱំ្យ អនុគមន៍ g មិនជាប់លលី  0,3 លទ្។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

រូបភារ១.១៤ 

រូបភារ១.១៥ 
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គ.  ( ) sin 2 x 1, 0,h x    

អនុគមន៍ h កំណត់ចំល ះស្គប់ចំននួរិត x ។ លន្ធះអនុគមន៍ h  ជាប់លលី  0, ។ 

មា៉ាងលទ្ៀត  

 
00

lim ( ) lim sin 2 x 1 1
xx

h x
 

     និង  (0) sin 2 0 1 1h       

0
lim ( ) (0) 1
x

h x h


     

លន្ធះអនុគមន៍ h  ជាប់ខាងសាដ  ំ 0 ។ 

 lim ( ) lim sin 2 x 1 0 1 1
xx

h x
  

      និង ( ) sin 2 1 1h       

 lim ( ) ( ) 1
x

h x h





     

លន្ធះអនុគមន៍ hជាប់ខាងល វ្ង  ។ 

េូចលចនះ អនុគមន៍ h  ជាប់លលី  0, ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

រូបភារ១.១៦ 
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ស្បតិបតត ិ

1. លគមានអនុគមន៍ 
2

2
( )

1

x
f x

x





។ 

រិកាភារជាប់ននអនុគមន៍លៅលល ី  3,1 និង  0,3 ។ 

2. លគមានអនុគមន៍ 
2 3 ,0 1

h( )
1 ,1 3

x x
x

x x

   
 

  

 ។  

បរហ ញថ្ន hជាប់លលី  0,3 ។ 

១.៤.៣ ភាពាប់ច្នអនុគមន៍បណ្ដដ ក ់

 ជាទូ្លៅ៖ លបីអនុគមន៍ g  ជាប់ស្តង់ c  និងអនុគមន៍ f ជាប់ស្តង់ ( )g c  លន្ធះអនុគមន៍
បណាដ ក់    ( ) ( )f g x f g x ជាប់ស្តង់ c ។   

ឧទាហរណ៍១៖ លគមានអនុគមន៍ 1
( )

3

x
f x

x





 ។ 

 កំណត់តនមល x លេីមបឱី្យអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ជាប់។ 

យក 1
( )

3

x
g x

x





 និង ( )h x x  លគបន    ( ) ( ) ( )f x h g x h g x  ។ 

លដ្ឋយ g  ជាប់ចំល ះ 3x    ឬ    , 3 3,x       លហយី h  ជាប់ចំល ះ 0x   

ន្ធឱំ្យ អនុគមន៍ f  ជាប់លលី    , 3 1,x     ។ 

មា៉ាងលទ្ៀត 
11

1
lim ( ) lim 0

3xx

x
f x

x 


 


 និង 1 1

(1) 0
1 3

f


 


 

ន្ធឱំ្យ 
1

lim ( ) (1)
x

f x f


  

េូចលនះអនុគមន៍ f ជាប់លលី    , 3 1,x     ។ 

ឧទាហរណ៍២៖ រិកាភារជាប់ននអនុគមន៍ 3( ) 3 2g x x   ស្តង់ 3x   ។  

យក 3( ) 3 2f x x   ជាអនុគមន៍រហុធាជាប់ស្តង់ 3x   និង ( )h x x ជាប់ស្តង់ 3x   
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លន្ធះអនុគមន៍    ( ) ( ) ( )g x h f x h f x   ជាប់ស្តង់ 3x  ។ 

ស្បតិបតត៖ិ កំណត់តនមល x លេីមបឱី្អនុគមន៍ខាងលស្កាមជាអនុគមន៍ជាប់៖ 

 ក. 2( ) cos 2 1g x x x     ខ្.  2 3
( )

1

x
h x

x





 

១.៤.៤ អនុវតតន៍៖ អនុគមន៍បនាែ យតាមភាពាប់ 

ជាទូ្លៅ៖ លបី f   ជាអនុគមន៍មិនកំណត់ស្តង់ x a   និងមានលីមីត lim ( )
x a

f x


   លន្ធះអនុគមន៍

បន្ធល យនន f  តាមភារជាប់ស្តង់ x a  កំណត់លដ្ឋយ៖ ( ) ,
( )

,

f x x a
g x

x a


 


 ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ លគមានអនុគមន៍ 
2 2 3

( )
3

x x
f x

x

 



។ 

 លតីអនុគមន៍ f មានអនុគមន៍បន្ធល យតាមភារជាប់ស្តង់ 3x    ដេរឬលទ្? 

 លយងីមាន៖  

 អនុគមន៍ f  កំណត់បនចំល ះស្គប់ 3 0x   ឬ 3x   ។ 

  
2

3 3

2 3
lim ( ) lim

3x x

x x
f x

x 

 



 រង 0

0
 

  
 

3 3

1 3
lim lim 1 3 1 4

3x x

x x
x

x 

 
      


 

លបីលយងីកំណត់យកអនុគមន៍ g កំណត់លដ្ឋយ៖  

2 2 3
, 3

( ) 3

4 , 3

x x
x

g x x

x

  
 

 
  

លន្ធះ g  ជាអនុគមន៍ជាប់ស្តង់ 3x    ។ 

លគថ្ន g ជាអនុគមន៍បន្ធល យតាមភារជាប់ននអនុគមន៍ f  ស្តង់  3x   ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ លគមានអនុគមន៍ 
2 2

( )
sin 3

x
g x

x

 
 ។  

រកអនុគមន៍បន្ធល យតាមភារជាប់ននអនុគមន៍ g  ស្តង់ 0x  ។ 

លយងីមាន៖  
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អនុគមន៍ g  មិនកំណត់ស្តង់ 0x   

      

 

      
 0

1 3 1 1
lim

sin3 3 6 22 2x

x

xx
   

 
 

េូចលនះអនុគមន៍បន្ធល យតាមភារភារជាប់ននអនុគមន៍  g  ស្តង់ 0x  កំណត់លដ្ឋយ៖  

 
2 2

, 0
sin 3

( )
1

, 0
6 2

x
x

x
h x

x

  



 
 


។ 

ស្បតិបតត ិ៖ h  ជាអនុគមន៍កំណត់លដ្ឋយ  
sin

2( )
2 2

x

h x
x




 

។ 

 រកអនុគមន៍បន្ធល យតាមភារជាប់ននអនុគមន៍ h  ស្តង់ 2x   ។  

១.៥ ដែរដីវច្នអនុគមន៍    

១.៥.១ ដែរដីវច្នអនុគមន៍ម្រតង់មួយនំណុន 

និយមន័យ លេរលីវ '(a)f  ននអនុគមន៍ y ( )f x លៅស្តង់ x a  កំណត់លដ្ឋយ៖ 

 
0

( ) ( )
'( ) lim lim

x x a

y f x f a
f a

x x a  

 
 

 
  

 ឬ 
0

( ) ( )
'( ) lim

h

f a h f a
f a

h

 
  ដេល x a h   ឬ h x a   

ឧទាហរណ៍១៖ រកលេរលីវននអនុគមន៍ 2( ) 2 3f x x   ស្តង់ 2x  ។ 

 លយងីមាន៖  

2(2) 2(2) 3 5f     

   
2 2(2 ) 2 2 3 2 4 4 3f h h h h        2 28 8 2 3 2 8 5h h h h        

លគបន 
2

0 0

(2 ) (2) 2 8 5 5
'(2) lim lim

h h

f h f h h
f

h h 

    
   

 0 0 0

2 2 2 2
lim ( ) lim lim

sin 3 2 2 sin 3x x x

x x
g x

x x x  

   
 

 
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    
 

0 0

2 4
lim lim 2 4 8
h h

h h
h

h 


     

 េូចលនះលេរលីវននអនុគមន៍ 2( ) 2 3f x x   ស្តង់ 2x  គឺ '(2) 8f  ។ 

ឧទាហរណ៍២៖ រកលេរលីវននអនុគមន៍ 2( ) 4 5f x x x    ស្តង់ 0x  ។  

 លយងីមាន   
2

(0) 0 4(0) 5 5f      និង 2(0 ) ( ) 4 5f h f h h h      

 

2

0 0

( ) (0) 4 5 5
'(0) lim lim

h h

f h f h h
f

h h 

   
    

      

2

0 0 0

4 ( 4)
lim lim lim( 4) 4
h h h

h h h h
h

h h  

 
       

េូចលនះលេរលីវននអនុគមន៍ 2( ) 4 5f x x x    ស្តង់ 0x  គឺ '(0) 4f   ។ 

ស្បតិបតត ិរកលេរលីវននអនុគមន៍ខាងលស្កាមស្តង់ចំណុចដេលឱ្យ៖ 

ក. 31
( ) 2

3
g x x   ស្តង់ 1x   ។   ខ្. 22 3y x x    ស្តង់ 0x  ។ 

១.៥.២ ភាពានដែរដីវ និងភាពាប់ 

ជាទូ្លៅ៖អនុគមន៍ f មានលេរលីវស្តង់ 0x x  លុះស្តាដត៖ 

 - អនុគមន៍ f  ជាប់ស្តង់ 0x x  

 - អនុគមន៍ f  មានលេរលីវខាងល វ្ង លរមីនឹងលេរលីវខាងសាដ  ំ 0 0' ( ) ' ( )f x f x   

 ដេល    0 0

0
0

( )
' ( ) lim

h

f x h f x
f x

h


 
  និង  0 0

0
0

( )
' ( ) lim

h

f x h f x
f x

h


 
 ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ លគឱ្យអនុគមន៍ 
2

4 3 , 2
( )

7 , 2

x x
f x

x x

 


 

 ។ 

 រិកាភារមានលេរលីវននអនុគមន៍ f ស្តង់ 2x  ។ 

ចលមលីយ 

- រិកាភារជាប់ននអនុគមន៍ f ស្តង់ 2x   
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លយងីមាន (2) 4 2 3 11f      

 
22

lim ( ) lim 4 3 4 2 3 11
xx

f x x
 

       

 2 2

22
lim ( ) lim 7 2 7 11

xx
f x x

 
      

លគបន 
2 2

lim ( ) lim ( ) (2)
x x

f x f x f
  

  លន្ធះអនុគមន៍ f ជាប់ស្តង់ 2x    

- រិកាភារមានលេរលីវ 

លយងីមាន    
 

2 2

0 0 00

2 (2) 2 7 11 4
' (2) lim lim lim lim 4 4

h h hh

f h f h h h
f h

h h h
  

     
       

   
0 00

2 (2) 4 2 3 11 4
' (2) lim lim lim 4

h hh

f h f h h
f

h h h
 

    
    លន្ធះ ' (2) ' (2)f f  ។ 

េូចលនះអនុគមន៍ 
2

4 3 , 2
( )

7 , 2

x x
f x

x x

 


 

 មានលេរលីវស្តង់ 2x  ។  

ឧទារណ៍ទី្២៖ លគឱ្យអនុគមន៍ 
2 , 1

( )
2 3 , 1

x ax b x
g x

x x

   
 

 

 ។ 

 កំណត់តនមល a  និង b លេីមបឱី្យអនុគមន៍ g មានលេរលីវស្តង់ 1x   ។ 

ចលមលីយ 

លយងីមាន (1) 1 1 1g a b a b         

 
11

lim ( ) lim 2 3 1
xx

g x x
 

    

លដ្ឋយ g ជាប់ស្តង់ 1x   លន្ធះលគបន 
1

(1) lim ( ) 1 1
x

g g x a b


       ឬ  2 1a b    

   
0

1 1
' (1) lim

h

g h g
g

h


 


     
2

0

1 1 1
lim
h

h a h b a b

h

      
  

 
2

0

1 2 1
lim
h

h h a ah b a b

h

       


 
 

0 0

2
lim lim 2 2
h h

h h a
h a a

h 

 
       

       
00

1 1 2 1 3 2 1 3
' (1) lim lim

hh

g h g h
g

h h


      
 

0

2
lim 2
h

h

h
   
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លដ្ឋយ g  មានលេរលីវស្តង់ 1x   លន្ធះលគបន ' (1) ' (1) 2 2g g a     ឬ 0a   

 1 2 2b a       

េូចលនះលេីមបឱី្យអនុគមន៍ g មានលេរលីវស្តង់ 1x   លុះស្តាដត 0, 2a b   ។ 

ស្បតិបតត ិ

១. លគឱ្យអនុគមន៍ 
23 1, 1

( )
5 , 1

x x
h x

x x

   
 

  

។  

 លតីអនុគមន៍ ( )h x មានលេរលីវស្តង់ 1x    ដេរឬលទ្? 

២. លគមានអនុគមន៍ 
2

6 12, 3
( )

, 3

x x
f x

px qx x

 
 

 

។  

 កំណត់តនមល p និង q  លេីមបឱី្យអនុគមន៍ f មានលេរលីវស្តង់ 3x  ។ 

១.៥.៣ ដែរដីវច្នអនុគមន៍ 

និយមន័យ៖ លេរលីវ ( )f x  ននអនុគមន៍ ( )f x គឺជាអនុគមន៍កំណត់លដ្ឋយ៖ 

 
0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h

 
   

លគអាចលស្បីនិមិតតរញ្ញ  , , ( )
dy d

y f x
dx dx

  រស្មាប់តាងឱ្យលេរលីវននអនុគមន៍ ( )y f x ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ លគឱ្យអនុគមន៍ 32
4 2

3
y x x    ។ 

ក. រក y    ខ្. គណន្ធ (1)y  និង ( 2)y  ។ 

ចលមលីយ 

ក. រក y  

លយងីមាន     
32

( ) 4 2
3

y x h x h x h       

      3 2 2 32
3 3 4 4 2

3
x x h xh h x h       3 2 2 32 2

2 2 4 4 2
3 3

x x h xh h x h        
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3 2 2 3 3

0 0

2 2 2
2 2 4 4 2 4 2

( ) ( ) 3 3 3
lim lim
h h

x x h xh h x h x x
y x h y x

y
h h 

   
                     

2 22 2 3

2 2 2

0 0 0

22 2 2 42 2 4
233lim lim lim 2 2 4 2 4
3h h h

h x xh hx h xh h h

x xh h x
h h  

 
      

  
        

 

េូចលនះលេរលីវននអនុគមន៍ 32
4 2

3
y x x    គឺ 22 4y x   ។ 

 ខ្. គណន្ធ (1)y  និង ( 2)y   

 
2

(1) 2 1 4 6y     

     
2

( 2) 2 2 4 12y       

ឧទាហរណ៍២៖ លគឱ្យអនុគមន៍ ( ) cos 1g x x  ។ 

 គណន្ធ ( )g x  រចួទាញរក ( )g   និង g
3

 
 
 

។ 

លយងីមាន៖ ( ) cos( ) 1 cos cosh sin sinh 1g x h x h x x        

   
0 0

cos cosh sin sinh 1 cos 1( ) ( )
( ) lim lim

h h

x x xg x h g x
g x

h h 

    
    

      
0 0 0

1 coshcos cosh sin sinh cos sinh
lim limcos lim sin
h h h

x x x
x x

h h h  

  
      

      cos 0 1 sin sinx x x      

លគបន៖     ( ) sin 0g      

3
g sin

3 3 2

  
     
 

 

េូចលនះ ( ) sing x x    , ( ) 0g   និង 3
g

3 2

 
   
 

។ 

ស្បតិបតត ិ 

១. រកលេរលីវននអនុគមន៍ 3( ) 2f x x x   រចួទាញរក ( 2)f    និង (0)f  ។ 
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២. លគឱ្យអនុគមន៍ ( ) sin 3g x x  ។ គណន្ធ ( )g x  រចួទាញរក ( )g   និង 
4

g
 

 
 

។   

របូមនតមយួចំននួកនុងការគណន្ធលេរលីវ 

អនុគមន៍លេីម អនុគមន៍លេរលីវ 
( )f x c , cជាចំននួលថ្រ ( ) 0f x   

( ) nf x x  
1( ) nf x nx    

( ) ( )f x kf x , k ជាចំននួលថ្រ ( ) ( )f x kf x   

( ) ( )y f x g x   ( ) ( )y f x g x     

( ) ( )y f x g x  ( ) ( ) ( ) ( )y f x g x f x g x     

( )

( )

f x
y

g x
  , g(x) 0  

 
2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

f x g x f x g x
y

g x

 
   , g(x) 0  

ny u  1ny nu u    

siny x  cosy x   

cosy x  
siny x    

tany x  
2

2

1
1 tan

cos
y x

x
     

cotxy   
 2

2

1
y 1 cot

sin
x

x
      

siny u  cosy u u   

cosy u  
siny u u    

tany u  
 2

2
1 tan

cos

u
y u u

u


     

coty u  
 2

2
1 cot

sin

u
y u u

u


       

xy e  xy e   
uy e  uy u e   

lny x  1
y

x
   

lny u  u
y

u


   

ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធលេរលីវននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖ 

ក. 5 34 3 7 10y x x x      ខ្.   4( ) 5 2 5f x x x    

គ.  
6

2( ) 3 2 5g x x x      . 
2 5

( )
6 7

x
h x

x





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ចលមលីយ 

ក. 5 34 3 7 10y x x x       

4 220 9 7y x x     

ខ្.   4( ) 5 2 5f x x x    

      4 4( ) 5 2 5 5 2 5f x x x x x
         

        3 4 4 3 44 2 5 2 5 8 20 2 5x x x x x x         

គ.  
6

2( ) 3 2 5g x x x    

   
5

2 2( ) 6 3 2 5 3 2 5g x x x x x
       

          
5 5

2 26 6 2 3 2 5 12 3 1 3 2 5x x x x x x         

 . 
2 5

( )
6 7

x
h x

x





 

 
      

 

2 2

2

5 6 7 5 6 7
( )

6 7

x x x x
h x

x

     
 


 

     
   

   

2 2 2

2 2

2 6 7 6 5 12 14 6 30

6 7 6 7

x x x x x x

x x

     
 

 
 

     
 

 
 

22

2 2

2 3 7 156 14 30

6 7 6 7

x xx x

x x

  
 

 
 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ គណន្ធលេរលីវននអនុគមន៍៖  

ក. sinxcos 2 x 2 x 5y        ខ្. 3f(x) tan 3 cot 10x x    

គ. 4( ) 5cot(2 x 1) sin 4 cosg x x x       . 
 

cos3 5
( )

sin 3 2

x x
h x

x





 

ចលមលីយ 
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ក. sinxcos 2 x 2 x 5y     

   sin cos 2 sinx cos 2 2y x x x      

   
'

cos cos 2 x 2 sinx sin 2 2x x x    

cos cos 2 x 2sinx sin 2 2x x    

 ខ្. 3( ) tan 3 cot 10f x x x    

      2 2( ) 3 1 tan 3 cot cotf x x x x x      

 

       2 2 23 1 tan 3 1 cot cotx x x     

គ. 4( ) 5cot(2 x 1) sin 4 cosg x x x     

      2 3( ) 5 2 x 1 1 cot (2 x 1) 4 cos 4 4 cos cosg x x x x x              

2 310 1 cot (2 x 1) 4cos 4 4sin cosx x x         

 
210 1 cot (2 x 1) 4cos 4 2sin 2 cosx x x         

 . 
 

cos3 5
( )

sin 3 2

x x
h x

x





 

       

 2

cos3 5 sin 3 2 cos3 5 sin 3 2
'( )

sin 3 2

x x x x x x
h x

x

       


 

   
      

 2

3sin 3 5 sin 3 2 3cos 3 2 cos3 5

sin 3 2

x x x x x

x

     



 

ឧទាហរណ៍ទី្៣៖ គណន្ធលេរលីវននអនុគមន៍៖  

 ក. ln 3 5 xy x x e     ខ្.  3 24 ln 5xy e x      

 គ. 2 3
( ) ln

3 7

x
h x

x

 
  

 
   .   2( ) 1 ln 4xf x e x    
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ចលមលីយ 

ក. ln 3 5 xy x x e    
1

' 3 5 xy e
x

     

ខ្.  3 24 ln 5xy e x     

 
 

 
3 2

5
4 3 2

5

x
x

y x e
x


    

 
 

 
3 2 1

12
5

xe
x

 
 

 

គ.    
2 3

( ) ln ln 2 3 ln 3 7
3 7

x
h x x x

x

 
     

 
 

 

 

 

 

2 3 3 7 2 3
( )

2 3 3 7 2 3 3 7

x x
h x

x x x x

  
    

         

6 14 6 9 23

2 3 3 7 2 3 3 7

x x

x x x x

  
 

   
 

 .   2( ) 1 ln 4xf x e x    

      2 2( ) 1 ln 4 1 ln 4x xf x e x e x           

       2 21
2 ln 4 1x xe x e

x

       

ស្បតិបតត ិគណន្ធលេរលីវននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖  

ក. sin 4
( )

cos 5

x x
f x

x x





   ខ្.  3 3 1 2( ) ln 2 5 13xg x x e x x     

គ. 
3

2

4 3

5

x
y

x

 
  

 
    គ. 2 2 5tan 2 cot 2 13 7y x x x    

១.៥.៤ ដែរដីវច្នអនុគមន៍បណ្ដដ ក់  

ជាទូ្លៅ៖ លបី ( )y f u   និង ( )u g x   លន្ធះ dy dy du

dx du dx
    ឬ  ( ) ( ) ( )

d
f u x f u u x

dx
     ដេលស្តូវ

មាន dy

du
 និង  du

dx
។  

ឧទាហរណ៍១៖ លគឱ្យអនុគមន៍   
7

27 5y x  ។ គណន្ធ dy

dx
។ 

 តាង  27 5u x    7y u   
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លយងីបន៖ 14
du

x
dx

  និង 67
dy

u
du

  

ន្ធឱំ្យ  
6

6 27 14 89 7 5
dy dy du

u x x x
dx du dx

       

េូចលនះ  
6

289 7 5
dy

x x
dx

  ឬ  
6

289 7 5y x x    

ឧទាហរណ៍២៖ លគឱ្យអនុគមន៍ 3 2( ) 9 2 15f x x x   ។ គណន្ធ ( )
d

f x
dx

។ 

តាង  3 29 2 15u x x    2'( ) 27 4u x x x    

 
1

2( )f u u u   

1

2
1 1

( )
2 2

f u u
u



    

លគបន  21
( ) ( ) ( ) 27 4

2
f x f u u x x x

u
      

 2

3 2

27 4

2 9 2 15

x x

x x




 
 

េូចលនះ  2

3 2

27 4
( )

2 9 2 15

x x
f x

x x


 

 
 

១.៥.៥ វិធានម្រនវា៉ា ក់ (The Chain Rule) 

 លបី f   និង g  ជាអនុគមន៍មានលេរលីវ លហយី F  ជាអនុគមន៍ដេលកំណត់លដ្ឋយ 
 ( ) g( )F x f x លន្ធះលេរលីវននអនុគមន៍ F កំណត់លដ្ឋយ៖  ( ) ( ) ( )F x f g x g x    ។ 

ឧទាហរណ៍៖ គណន្ធលេរលីវននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖  

 ក.  
3

24 2 5y x    ខ្. 5 3( ) sin (3 4 3)h x x x    

ចលមលីយ 

ក.    
3

3
2 24 42 5 2 5y x x       យក  2( ) 2 5 ( ) 4g x x g x x     

     
3 1

1
2 24 4

24

3 3 3
( ) 2 5 2 5

4 4 4 2 5
f g x x x

x

 

     


 

លយងីបន  
2 24 4

3 12
( ) ( ) 4

4 2 5 4 2 5

x
y f g x g x x

x x
      

 
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េូចលនះ 
24

12

4 2 5

x
y

x
 


។ 

ខ្.  
5

5 3 3( ) sin (3 4 3) sin(3 4 3)h x x x x x       

យក  3 2 3( ) sin(3 4 3) ( ) 9 4 cos(3 4 3)g x x x g x x x x         

   
4

3 4 3( ) 5 sin(3 4 3) 5sin (3 4 3)f g x x x x x        

លយងីបន៖  

   4 3 2 3( ) ( ) ( ) 5sin (3 4 3) 9 4 cos(3 4 3)h x f g x g x x x x x x            

   2 3 4 35 9 4 cos(3 4 3)sin (3 4 3)x x x x x       

េូចលនះ  2 3 4 3( ) 5 9 4 cos(3 4 3)sin (3 4 3)h x x x x x x         ។ 

ស្បតិបតត ិគណន្ធលេរលីវននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖ 

 ក. 6 35 3 2x xy e     ខ្. 4 6( ) cos( 2 5)k x x x    

១.៥.៦ ដែរដីវបនដបនាា ប់ 

ជាទូ្លៅ៖ លេរលីវទី្1,  ទី្2,  ទី្ 3,……,ទី្n  ននអនុគមន៍ ( )y f x  លៅថ្នលេរបីនដបន្ធេ ប់ដេលតាងលដ្ឋយ 
( ), , ,....., nf f f f   ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធលេរលីវទី្២ ននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖ 

ក.  52 cos 3 4y x x     ខ្.  5 3
( )

3 2

x
f x

x





 

ចលមលីយ 

ក.  52 cos 3 4y x x    

     4 410 3 4 sin 3 4 10 3sin 3 4y x x x x x         

     3 340 3 3 4 cos 3 4 40 9cos 3 4y x x x x x         

េូចលនះលេរលីវទី្២ននអនុគមន៍  52 cos 3 4y x x   គឺ  340 9cos 3 4y x x    ។ 
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ខ្.  5 3
( )

3 2

x
f x

x





 

      

 

   

 
2 2

5 3 3 2 5 3 3 2 5 3 2 3 5 3
( )

3 2 3 2

x x x x x x
f x

x x

        
  

 
 

 
   

2 2

15 10 15 9 19

3 2 3 2

x x

x x

  
  

 
 

 

 

 

   

2

2 4 3
2

3 2 19 6 3 2 114
( ) 19

3 2 3 23 2

x x
f x

x xx

            
   

  

 

េូចលនះលេរលីវទី្២ននអនុគមន៍ 5 3
( )

3 2

x
f x

x





 គឺ 

 
3

114
( )

3 2
f x

x
 


។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ រក y និង  yជាអនុគមន៍នន x និង y  ននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖ 

 ក.  2 22 3 6x y     ខ្. 2 23 5 7x xy y    

ចលមលីយ 

ក. 2 22 3 6x y   

លេរលីវលលីអងាទាងំរីរ    2 22 3 6x y
    

  2
4 6 0

3

x
x y y y

y
      

 
2 2 2

2

2 2 2 3

3 3 3

x
y x

x y xy y xy y
y

y y y

 
        

        
    
 
 

  

 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 3 2 2 2 3 2 6 4

3 3 9 9 3

y x x y

y y y y

    
          

   
េ 

េូចលនះ  2

3

x
y

y
   និង 2

4

3
y

y
   ។ 

ខ្. 2 23 5 7x xy y    



  

39 

លេរលីវលលីអងាទាងំរីរ    2 23 5 7x xy y
     2 3 10 0x x y xy y y        

 2 3 3 10 0x y xy y y      2 3

3 10

x y
y

x y

 
 


 

        

 
2

2 3 3 10 2 3 3 10

3 10

x y x y x y x y
y

x y

       
 


    

              

 
2

2 3 3 10 2 3 3 10

3 10

y x y x y y

x y

       



 

  
 

2

6 20 9 30 6 20 9 30

3 10

x y xy yy x xy y yy

x y

          



 

  
   

2 2

2 3
11

3 1011 11

3 10 3 10

x y
y x

x yy xy

x y x y

  
  

    
 

 

    
 

 
 

2 2 2 2

3 3

11 3 10 2 3 22 5

3 10 3 10

xy y x xy x y

x y x y

   
 

 
 

 េូចលនះ 2 3

3 10

x y
y

x y

 
 


  និង  

 

2 2

3

22 5

3 10

x y
y

x y


 


 

ឧទាហរណ៍ទី្៣៖លគមានអនុគមន៍ cos sin 2y x x  ។គណន្ធលេរលីវទី្ 5 ននអនុគមន៍លនះ។ 

លយងីបន៖  

 
 

 

2

3

4 4

5 5

sin 2cos 2

cos 2 sin 2

sin 2 cos 2

cos 2 sin 2

sin 2 cos 2

y x x

y x x

y x x

y x x

y x x

   

   

  

 

 

 

េូចលនះលេរលីវទី្ 5 ននអនុគមន៍ cos sin 2y x x  គឺ  5 5sin 2 cos 2y x x  ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្៤៖ លគឱ្យអនុគមន៍  3
n

y x  ។ 

 គណន្ធលេរលីវទី្ 250  និងលេរលីវទី្n  ននអនុគមន៍លនះ។  

លយងីបន៖   
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     

  

   

       

1 1

2

3

250250

3 3 3

1 3

1 2 3

.........................................................

1 2 .... 249 3

n n

n

n

n

y n x x n x

y n n x

y n n n x

y n n n n x

 







     

   

    

    

         

        1 2 .... 1 3
n nn

y n n n n n x


         

             
0

1 2 .... 1 3n n n n n x         1 2 ....1 n!n n n     

េូចលនះ            
250250

1 2 .... 249 3
n

y n n n n x


      និង   
!

n
y n  

ស្បតិបតត ិ    

១.លគមានអនុគមន៍ 2cos3x 5e xy   ។ គណន្ធលេរលីវទី្ 6 ននអនុគមន៍។ 

២. លគឱ្យអនុគមន៍ 
 

2

3

2
y

x



។ គណន្ធលេរលីវទី្ 150 និងទី្ n ។ 

១.៥.៧ របូមនត Leibniz 

 លបី f  និង g  ជាអនុគមន៍ដេលមានលេរលីវទី្ n  លន្ធះអនុគមន៍ផលគុណ f g  ក៏មានលេរលីវទី្ n  

ដេរ ដេលកំណត់លដ្ឋយ៖       
     

0

n
n n k k

k

n
fg f g

k





 
  

 
 ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធលេរលីវទី្n  ននអនុគមន៍  3 ln 1 3y x x  ។ 

តាង 3( )f x x  និង  ( ) ln 1 3g x x   

លយងីបន  

 
 

 

2

4

( ) 3

( ) 6

( ) 6

( ) 0

...............................

( ) 0 , 4
k

f x x

f x x

f x

f x

f x k

 

 

 



  
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x x
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x x

 
  

 

       
  
 

        
  
 

 

 

   
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 
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         
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 

 



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     
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


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 


       1 2 3

0 1 2 3

n n n nn n n n
g f g f g f g f

         
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       
លស្ ះ  

( ) 0 , 4
k

f x k    

 

 

   

 
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ស្បតិបតត ិគណន្ធលេរលីវទី្ n ននអនុគមន៍ 2 siny x x  ។ 

១.៥.៨ ឌីដេរ ៉ាង់ថ្សយល 

និយមន័យ លបីអនុគមន៍ ( )y f x មានលេរលីវលន្ធះឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល dy កំណត់១លដ្ឋយ ( )dy f x dx ។ 

ឧទាហរណ៍៖ លគមានអនុគមន៍ 23 1y x  ។  

ក. រក dy លៅស្តង់ 1x  និង ន 0.01dx  ។ 

ខ្. លស្បៀបលធៀប dy  និង y លៅស្តង់ 1x   និង 0.01x  ។ 

ចលមលីយ 

ក. គណន្ធ dy  

លយងីមាន ( )dy f x dx  

លដ្ឋយ 2( ) 3 1 ( ) 6y f x x f x x      

 ( ) (1) 0.01 6 0.01 0.06dy f x dx f         

េូចលនះ 0.06dy  ។ 

ខ្. លស្បៀបលធៀប dy និង y  

លដ្ឋយ ( ) ( ) (1 0.01) (1)y f x x f x f f         

    
2 23 1.01 1 3 1 1 4.0603 4 0.0603         

  0.0603 0.06 0.0003dy y     

េូចលនះ dy y  ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លស្បីឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលគណន្ធតនមលស្បដហលនន៖ 

ក. 26   ខ្. cos59   គ.    
3 2

4 1.001 3 1.001 0.001   

ចលមលីយ 

លស្បីឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលគណន្ធតនមលស្បដហលនន 
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ក. 26  

( )f x x  ដេល 25 , 1x x   26 x x     

លយងីមាន    ( ) ( )y f x x f x f x x f x y           

(26) (25)f f y   26 25 y    

ដត dy y  26 25 dy    

លដ្ឋយ 1
( )

2
dy f x dx dx

x
 

1
(25) 0.1

2 25
dy f      

លយងីបន 26 25 0.1 5.1    

ខ្. cos57  

តាង ( ) cosf x x  ដេល 3
60 , 3

180 60
x dx x

 
          

លដ្ឋយ   ( ) (57 ) (60 )f x x f x dy f f dy        

3
( ) sin sin 60 0.0453

60 2 60
dy f x dx xdx

  
          

 
 

cos57 cos60 0.0453 0.5 0.0453 0.5453       

េូចលនះ cos57 0.5453 ។ 

គ.    
3 2

4 1.001 3 1.001 1.001   

តាង 3 2( ) 4 3f x x x x    ដេល 1, 0.001x x dx     

( ) ( )f x x f x dy    (1.001) (1)f f dy    

លដ្ឋយ (1) 4 3 1 2f      

 ( ) (1) 0.001dy f x dx f     

2( ) 12 6 1 (1) 12 6 1 7f x x x f         7 0.001 0.007dy     
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លគបន (1.001) 2 0.007 2.007f     

េូចលនះ (1.001) 2.007f  ។ 

១.៥.៩ ម្រទ្យឹសដបីទ្យរ ៉ាលូ 

 លបី f ជាអនុគមន៍ជាប់លលីចលន្ធល ះ  ,a b  មាន  

លេរលីវលលីចលន្ធល ះ   ,a b  និង ( ) ( )f a f b លន្ធះមាន  

ចំននួរិត  ,c a b ោ៉ា ងតិចមយួដេល ( ) 0f c    

   

 

ឧទាហរណ៍១៖ លគឱ្យអនុគមន៍ f ដេលកំណត់លដ្ឋយ 2( ) 5 6f x x x   ។ 

 ក. រកចំណុចស្បររវ 1x និង 2x រវាងស្កាបតាងអនុគមន៍ f  នឹងអ័កសអាប់រុីរ។ 

ខ្. បរហ ញថ្នមានចំននួរិត c  មយួដេលរេិតលៅលលីចលន្ធល ះ  1 2,x x   ដេល ( ) 0f c    រចួ
គណន្ធ c ។ 

ចលមលីយ 

 ក. អាប់រុីរចំណុចស្បររវននអ័កសអាប់រុីរ នឹងស្កាបស្តូវនឹង 2( ) 0 5 6 0f x x x      

លយងីបន៖ 1 6x    និង 2 1x  ។ 

 ខ្. f ជាអនុគមន៍រហុធា លន្ធះអនុគមន៍ f ជាប់ចំល ះស្គប់តនមល   6,1x  ។ 

 មា៉ាងលទ្ៀត ( 6) (1) 0f f     តាមស្ទឹ្រដីបទ្រ ៉ាូលមានចំននួ  6,1c   ោ៉ា ងតិចមយួដេល 
( ) 0f c  ។ 

 លយងីបន ( ) 2 5f x x   ( ) 2 5f c c    

  5
( ) 0 2 5 0

2
f c c c         

េូចលនះមាន c ដតមយួគត់គឺ 5

2
c   ដេល  

5
6,1

2
   ។ 
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ឧទាហរណ៍២៖ លគមានអនុគមន៍ 3 2( ) 3 4 12g x x x x    ។ រកស្គប់  c 2,2  ដេល g ( ) 0c  ។ 

ចមមលើយ 

( )g x ជាអនុគមន៍រហុធា លន្ធះ ( )g x ជាប់ចំល ះស្គប់  2,2x   

       
3 2

2 2 3 2 4 2 12 0g           

       
3 2

2 2 3 2 4 2 12 0g       

   2 2 0g g     

តាមស្ទឹ្រដីបទ្រ ៉ាូល មានចំនួន  c 2,2  ោ៉ា ងតិចមយួដេល ( ) 0g c  ។ 

លយងីបន 2 2( ) 3 6 4 (c) 3 6 4g x x x g c c         

 2( ) 0 3 6 4 0g c c c       

 23 3 4 21      លន្ធះ  1

3 21
2,2

3
c

 
    និង  2

3 21
2,2

3
c

 
    

េូចលនះ មាន 3 21

3
c

 
 ដតមយួគត់ដេល  

3 21
2,2

3

 
  ។ 

ស្បតិបតត ិ

១.លគឱ្យអនុគមន៍ g ដេលកំណត់លដ្ឋយ 2( ) 2 15g x x x   ។ 

ក. រកចំណុចស្បររវ 1x និង 2x រវាងស្កាបតាងអនុគមន៍ g  នឹងអ័កសអាប់រុីរ។ 

ខ្. បរហ ញថ្នមានចំនួនរិត c មយួដេលរេិតលៅលលីចលន្ធល ះ  1 2,x x  ដេល ( ) 0g c   រចួគណន្ធ c ។ 

២. លគមានអនុគមន៍ 3 2( ) 4 9 36f x x x x    ។ រកស្គប់  c 3,4  ដេល ( ) 0f c  ។ 

១.៥.១០ ម្រទ្យឹសដបីទ្យតច្មែមធយម  

 លបី f  ជាអនុគមន៍ជាប់លលីចលន្ធល ះ  ,a b  លហយីមានលេរលីវលលី  ,a b   លន្ធះមាន  ,c a b  មយួ

ោ៉ា ងតិចដេល  (b) ( )
( )

f f a
f c

b a


 


។ 
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ឧទាហរណ៍២៖ លគឱ្យអនុគមន៍ 3
( )

1

x
f x

x





ជាប់ និងមានលេរលីវលលីចលន្ធល ះ  1,3 ។  

 រកស្គប់តនមល  1,3c  ដេល (3) (1)
( )

3 1

f f
f c


 


។ 

ចលមលីយ 

3 3 1 3

(3) (1) 13 1 1 1( )
3 1 2 4

f f
f c

 


      


 

      

     
2 2 2

3 1 3 1 1 3 2
( )

1 1 1

x x x x x x
f x

x x x

        
    

  
 

 
2

2
( )

1
f c

c
  


លគបន 

 
2

2 1

41c
  


 

2
1 8c    

   1 2 2 2 2 1 1,3 , 1 2 2 2 2 1 1,3c c c c               

េូចលនះ 2 2 1c   ។ 

ស្បតិបតត៖ិ លគឱ្យអនុគមន៍   2( ) 1 3g x x x    ជាប់និងមានលេរលីវលលីចលន្ធល ះ  2,3  ។ លដ្ឋយលស្បី

ស្ទឹ្រដីបទ្តនមលមធយម រកស្គប់តនមល  2,3c   ដេល (3) ( 2)
(c)

3 ( 2)

g g
g

 
 

 
។ 
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លហំាត់អនុវតតលមលរៀនទី្១ 

១. រកដេនកំណត់ និងរំណំុរូបភារននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖ 

 2) 3 1a y x x    
 

2

8 2
) y

x
b

x


   

2) 16c y x    
ln

) 1
x

d y
x

   

) sin cose y x x   ) 2 1f y x     
2) xg y x e   

1
) ln

1

x
h y

x





 

២. រកអនុគមន៍ស្ចារននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖  

 2 3
. ( )

3 5

x
a f x

x





  7

. ( )
5

x
b f x

x

 



    3 2. 3 3 1c g x x x x     

 . ( ) 1d g x x     
3

. ( ) 2 4 7e h x x     
1

1
.

8

x

f h x



 
 
 

 

៣. លដ្ឋយលស្បីនិយមន័យបរហ ញលីមីតខាងលស្កាម៖ 

 
5

a . lim 2 1 9
x

x


   
2

3

9
b. lim 6

3x

x

x





 

2

1
c. lim

2x x
 


  

7

1
d. lim

7x x
 


  2. lim 4 10

x
e x x


     

2 2 4
. lim

1x

x x
f

x

 
 


 

 ៤. លគមានអនុគមន៍កំណត់លដ្ឋយ 2 1 , 2
( )

2 , 2

x x
f x

x x

  
 

   
។ 

 ក. រង់ស្កាបតាងអនុគមន៍ ( )f x ។ 

 ខ្. លតីអនុគមន៍ ( )f x មានលីមីតស្តង់ 2x   ។ 

៥. លគឱ្យអនុគមន៍កំណត់លដ្ឋយ 3 2
( )

2

x
g x

x

 


 
។  

 រិកាភារមានលីមីតននអនុគមន៍ ( )g x  ស្តង់ 2x  ។ 

៦. ( )h x  ជាអនុគមន៍កំណត់លដ្ឋយ 
2

3 , 4
( )

2 , 4

x a x
h x

ax x

 
 

 
 ដេល a  ជាចំនួនលថ្រ។ 

 ក. គណន្ធ 
4

lim ( )
x

h x


 និង 
4

lim ( )
x

h x


។ 

 ខ្. កំណត់តនមលនន a  លេីមបអីនុគមន៍ ( )h x មានលីមីតស្តង់ 4x  ។ 
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៧. គណន្ធលីមីតននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖  

2

23

4 3
.lim

9x

x x
a

x

 


  

2

2
. lim

4 1 3x

x x
b

x

 

 
  

2

0

cos 1
. lim

tanx

x
c

x x


 

3 2

3

12 1
. lim

3 5 4x

x x x
d

x x

  

 
 

24 3
. lim

3x

x x
e

x

 


   2. lim 2 1x

x
f e x


   

៨. ក. លគមានអនុគមន៍ ( )f x កំណត់លដ្ឋយ 
2 , 0

( )
1 , 0

xx e x
f x

x x

  
 

 
។ រិកាភារជាប់ននអនុគមន៍

ស្តង់ 0x  ។ 

   ខ្. លគឱ្យអនុគមន៍ 

26 2 1
,

2 1 2( )
7 1

,
2 2

x x
x

xg x

x

  
  

 


។ លតីអនុគមន៍ ( )g x  ជាប់ស្តង់ 1

2
x  ដេរឬលទ្?  

  គ. កំណត់តនមល k លេីមបឱី្យអនុគមន៍
2 3 2

, 2
( ) 2

, 2

x x
x

h x x

k x

  
 

 
  

 ជាប់ស្តង់ 2x   ។ 

 

៩.  លគមានអនុគមន៍ 
2

2

16
( ) , 4

3 4

x
f x x

x x


 

 
។  

  រកអនុគមន៍បន្ធល យតាមភារជាប់ននអនុគមន៍ ( )f x ស្តង់ 2x  ។ 

១០. គណន្ធលេរលីវននអនុគមន៍៖  

ក. sin 5 cos3y x x   ខ្. 3 2sin cosy x x x   គ. 
3 2

3

x x
y

x





 

 . 
3

tan

2

x
y

x



   ង.  

3
4 sin cosy x x x   ច.  2ln 2xy x e   

១១. លស្បីឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលគណន្ធតនមលស្បដហលនន៖ 

  ក.      
4 2

5 1.0002 2 1.0002 7 1.0002 5      ខ្. cos89    

 គ. sin 46     . 48  
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ដមដរៀនទ្យី២    ម្រពីមទី្យីវ នងិអងំដតម្រកាលមិនកំណត ់
 

២.១ ម្រពីមីទ្យីវ 

២.១.១ និយមន័យ 

 ( )F x  ជាស្រីមីទី្វនន ( )f x កាលណា ( ) ( )F x f x   ចំល ះស្គប់តនមល x កនុងដេនកំណត់ននអនុ
គមន៍ f  ។  

ឧទាហរណ៍១៖ លគមានអនុគមន៍ 
4 3( ) 2 3 5 1F x x x x    និង 3 2( ) 8 9 5f x x x    កំណត់លលី ។ 

 បរហ ញថ្ន ( )F x  ជាស្រីមីទី្វននអនុគមន៍ ( )f x ។ 

ចលមលីយ 

លយងីមាន 3 2( ) 8 9 5 ( )F x x x f x      

េូចលនះ ( )F x  ជាស្រីមីទី្វននអនុគមន៍ ( )f x ។ 

ឧទាហរណ៍២៖ រកស្រីមីទី្វមយួននអនុគមន៍ ( ) sin 3f x x  និង ( ) 2 1xh x e x   ។ 

ចលមលីយ 

( ) sin 3 ( ) cos 3 ,f x x F x x x c c         

2( ) 2 1 ( ) ,x xh x e x H x e x x c c          

ស្បតិបតត១ិ. រកស្រីមីទី្វ ( )G x  មយួននអនុគមន៍ 2( ) cos 2 3 2g x x x   ។ 

   ២. លគមានអនុគមន៍  
1

( ) 1 xH x x e


  កំណត់លលី  0, ។  

បរហ ញថ្ន H ជាស្រីមីទី្វមយួនន 
12

2

1
( ) x

x x
h x e

x

  
  
 

។ 

 ២.១.២ ម្រទ្យឹសដបីទ្យ 

 លបី ( )F x   ជាស្រីមីទី្វមយួនន ( )f x   លន្ធះស្រីមីទី្វទាងំអរ់នន f   មានទ្ស្មង់ទូ្លៅ ( ) cF x   

ដេល c  ជាចំនួនរិតលថ្រ។  

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ រកស្រីមីទី្វ ( )F x  នន 3( ) 3f x x   ដេល ( 2) 5F   ។ 
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ចលមលីយ 

3 41
( ) 3 ( ) 3

4
f x x F x x x c       ដេល c  

ដត    
41

( 2) 5 2 3 2 5
4

F c         

  4 6 5 5c c       

េូចលនះ 41
( ) 3 5

4
F x x x    ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ រកស្រីមីទី្វ G( )x នន 5( ) cos sing x x x ដេល 3
2

G
 

 
 

។ 

ចលមលីយ 

លដ្ឋយ 5 61
( ) cos sin G( ) sin

6
g x x x x x c     

ដត 
6

1
3 sin 3

2 6 2
G c

    
      

   
 

1 17
3

6 6
c c     

េូចលនះ 61 17
G( ) sin

6 6
x x  ។ 

ស្បតិបតត ិរកស្រីមីទី្វននអនុគមន៍ដេលកំណត់លដ្ឋយ៖  

 ក. 6k( ) sin cosx x x  និង 10
3

K
 

 
 

 ។ 

 ខ្. 
 

6
2

2
( )

5

x
h x

x



និង (0) 3H   ។ 

២.២ អងំដតម្រកាលមិនកំណត់ 

២.២.១ និយមន័យ 

លបី ( )F x   ជាស្រីមីទី្វមយួនន ( )f x   លន្ធះអាងំលតស្កាលមិនកំណត់នន ( )f x  កំណត់លដ្ឋយ 
( ) ( )f x dx F x c   ដេល c  ជាចំននួរិតលថ្រ។ 
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ឧទាហរណ៍៖ លយងីមានអនុគមន៍ 2( ) cos 3 2g x x x    មានស្រីមីទី្វ 3( ) sin 2G x x x x c     

ដេល c  ជាចំនួនរិតលថ្រ។ 

លយងីបន  2 3cos 3 2 sin 2x x dx x x x c       ដេល c  ជាចំនួនរិតលថ្រ។ 

២.២.២ របូមនដម្រគឹោះច្នអងំដតម្រកាលមិនកណំត់ 

 លបី 0k   លន្ធះ k dx kx c  , c  

 លបី 0k   លន្ធះ ( ) ( )kf x dx k f x dx   

  ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx      

 លបី 1n    លន្ធះ 
1

1

n
n x

x dx c
n



 
  , c  

 លបី 0x   លន្ធះ 1 1
lnx dx dx x c

x

      , c  

 
1

2dx x c
x

  , c  

 
x xe dx e c  , c  

 sin cosxdx x c   , c  

 cos sinxdx x c   , c  

  2

2

1
tan 1 tan

cos
x dx dx x c

x
      , c  

  2

2

1
cot 1 cot

sin
x dx dx x c

x
      , c  

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ គណន្ធអាងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖  

ក.  9 5 3 25 4 7 3 5x x x x dx     ខ្. 6

2

1
3 4x x dx

x

 
  

 
  

គ. 3 5
6 xe dx

xx

 
  

 
     . 

5 4 3

5

3 5 3 1x x x x
dx

x

    
  
 
  

ចលមលីយ 

ក.  9 5 3 25 4 7 3 5x x x x dx     

 9 5 3 25 4 7 3 5x dx x dx x dx x dx dx          
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        10 6 4 35 4 7 3
5 ,

10 6 4 3
x x x x x c c        

 10 6 4 31 2 7
5 ,

2 3 4
x x x x x c c        

ខ្. 
1

6 6 22
2

1
3 4 3 4x x dx x dx x dx x dx

x

 
     

 
     

 
1

1
7 2 1 72

3 4 1 4 1
2 ,

1 7 2 1 7
1

2

x x x c x x x c c
x


         

 


 

គ. 3 5 1 1
6 3 5 6x xe dx dx dx e dx

x xx x

 
     

 
     

  6 5ln 6 ,xx x e c c       

 . 
5 4 3

5

3 5 3 1x x x x
dx

x

    
  
 
  

5 4 3

5 5 5 5 5

3 5 3 1x x x x
dx dx dx dx dx

x x x x x
          

1
5

52
2

1 1
3 5 3dx dx dx x dx x dx

x x


          

9
1

5 110
1 1 1

3 5ln 3 ,
9 5 1

1
10

x x x x c c
x

 
  

        
    

 

10

4

3 1
3 5ln 10 ,

4
x x x c c

x x
        

ឧទាហរណ៍ទី្២៖  គណន្ធអាងំលតស្កាលននអនុគមន៍ខាងលស្កាម៖  

ក. 2
6sin cos

3
x x dx

 
 

 
  ខ្. 2

2

5
3tan 2

sin
x dx

x

 
  

 
  គ. 2

2

5
cot

cos
x dx

x

 
 

 
  

ចលមលីយ 

ក. 2 2
6sin cos 6 sin cos

3 3
x x dx x dx x dx

 
   

 
  

2
6cos sin ,

3
x x c c      
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ខ្. 2 2

2 2

5 1
3tan 2 5 3 tan 2

sin sin
x dx dx x dx dx

x x

 
     

 
     

  25cot 3 tan 1 1 2 5cot 3tan 3 2x x dx x x x x x c           

 5cot 3tan 5 ,x x x c c       

គ. 2 2

2 2

5 1
cot 5 cot

cos cos
x dx dx x dx

x x

 
   

 
    

  25 tan cot 1 1 5 tan cot ,x x dx x x x c c          

ស្បតិបតត ិគណន្ធអាងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖  

ក. 10

2 5

5 15 3
6 3x x dx

x xx

 
    

 
   ខ្. 5 13

7ln 5
4

xe
dx

x

 
  

 
  

គ.  
2

tan cotx x dx       . 2 2

2 2

13 7
sin cos

sin cos
x x dx

x x

 
   

 
  

២.២.៣ អងំដតម្រកាលបដូរអដលរ   

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ គណន្ធអាងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 

ក.   
7

22 3 3 5x x x dx       ខ្. 
 

5

cos

7 sin

x
dx

x
        

ចលមលីយ 

ក.   
7

22 3 3 5x x x dx    

តាង   2 3 5 2 3t x x dt x dx       

លគបន   
 

8
28

7
2 7

3 5
2 3 3 5 ,

8 8

x xt
x x x dx t dt c c c

 
           

ខ្. 
 

5

cos

7 sin

x
dx

x
  

តាង 7 cos sin sint x dt x dx dt x dx         



  

54 

លយងីបន 
   

5 45 4

sin 1 1 1
,

47 cos 4 7 cos

x
dx dt c c c

t tx x

  
      

  
   

ជាទូ្លៅ 

 
 

    

 

1

( ) ( )

1

2

( ) ( ) ,

( )
( ) ( ) , , 1

1

( ) ,

( )
ln ( ) ,

( )

( ) 1
,

( ) 1 ( )

( ) 1
,

( )( )

n
n

f x f x

n n

kf x dx kf x c c

f x
f x f x dx c c n

n

f x e dx e c c

f x
dx f x c c

f x

f x
dx c c

f x n f x

f x
dx c c

f xf x





   

     


   


  


  




   













   

( )
2 ( ) ,

( )

( )sin ( ) cos ( ) ,

f x
dx f x c c

f x

f x f x dx f x c c


  

    





 

   ( )cos ( ) sin ( ) ,f x f x dx f x c c     

  
 

 

  
 

 

2

2

2

2

( )
( ) 1 tan ( ) tan ( ) ,

cos ( )

( )
( ) 1 cot ( ) cot ( ) ,

sin ( )

f x
f x f x dx dx f x c c

f x

f x
f x f x dx dx f x c c

f x


     


     

 

 

 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ គណន្ធអាងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖  

2

3 2

3 4 5

2 5 3

x x
A dx

x x x

 


  
      sin 3 5

2cos 6
x x

B x e dx
 

   

ចលមលីយ 

 3 22

3 2 3 2

2 5 33 4 5

2 5 3 2 5 3

x x xx x
A dx dx

x x x x x x


   

 
     

 
3 22 2 5 3 ,x x x c c       

       sin 3 5 sin 3 5
2cos 6 2 cos 3

x x x x
B x e dx x e dx

   
      

       sin 3 5 sin 3 5
2 sin 3 5 2 ,

x x x x
x x e dx e c c

          
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 ស្បតិបតត ិគណន្ធអាងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖  

ក. 710cos2 sin 2x xdx   ខ្. 
 

9

5

3

x

x

e
dx

e 
   គ.  2 2 36 cot 4x x dx  

២.២.៤ អងំដតម្រកាលដោយថ្េៃក 

 លគមានអនុគមន៍រីរ f  និង g  ដេលមានលេរលីវ f  និង  g   ។ 

លគបន៖  fg f g fg       fg dx f g fg dx       

  fg f g dx fg dx fg dx fg f g dx            

លគអាចររលររ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx     

 កំណត់ចំណា ំ

លបី 
 

 
 

cos

( ) sin

ax b

ax b

P x ax b

e


 
 

 
 
 

 ដេល ( )P x ជារហុធា លន្ធះលយងីស្តូវតាង ( ) ( )f x P x ។ 

លបី  P( ) ln( )x ax b   ដេល ( )P x ជារហុធា លន្ធះលយងីស្តូវតាង ( ) ( )g x P x  ។ 

ឧទាហរណ៍៖ លដ្ឋយលស្បីអាងំលតស្កាលលដ្ឋយដផនកគណន្ធ៖  

 ក.  2 1 cos3x x dx   ខ្. 2 lnx x dx  គ. 3 cos 2xe x dx  

ចលមលីយ 

ក.  2 1 cos3x x dx  

តាង ( ) 2 1 ( ) 2f x x f x     

1
( ) cos3 ( ) cos3 sin 3

3
g x x g x x dx x      

 2 1 cos3 ( ) ( ) ( ) ( )x x dx f x g x f x g x dx    

   
1 1 1 2

2 1 sin 3 2 sin 3 2 1 sin 3 cos3 ,
3 3 3 9

x x x dx x x x c c          
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ខ្. 2 lnx x dx  

2 31 1
( ) ln ( ) , g ( ) ( )

3
f x x f x x x g x x

x
      

2 3 3 3 31 1 1 1 1
ln ln ln ,

3 3 3 9
x x dx x x x dx x x x c c

x
          

គ. 3 cos 2xe x dx  

តាង 3 3 1
( ) ( ) 3 , ( ) cos 2 ( ) cos 2 sin 2 x

2

x xf x e f x e g x x g x xdx         

 3 3 3 3 31 1 1 3
cos 2 sin 2 x 3 sin 2 x sin 2 x sin 2

2 2 2 2

x x x x xe x dx e e dx e e x dx          

យក 3 sin 2xI e x dx   គណន្ធអាងំលតស្កាលលដ្ឋយដផនកមដងលទ្ៀត 

តាង 3 3 1
( ) ( ) 3 , ( ) sin 2 ( ) sin 2 cos 2

2

x xf x e f x e g x x g x xdx x          

3 3 3 3 31 1 1 3
sin 2 cos 2 3 cos 2 cos 2 cos 2

2 2 2 2

x x x x xe x dx e x e x dx e x e x dx
 

         
 

    

  3 3 3 31 3 1 3
cos 2 sin 2 cos 2 cos 2

2 2 2 2

x x x xe x dx e x e x e x dx
 

      
 

   

3 3 3 31 3 9
cos 2 sin 2 cos 2 cos 2

2 4 4

x x x xe x dx e x e x e x dx      

3 3 3 39 1 3
cos 2 cos 2 sin 2 cos 2

4 2 4

x x x xe x dx e x dx e x e x      

3 3 313 1 3
cos 2 sin 2 cos 2

4 2 4

x x xe x dx e x e x   

3 3 32 3
cos 2 sin 2 cos 2 ,

13 13

x x xe x dx e x e x c c      

ស្បតិបតត ិលដ្ឋយលស្បីអាងំលតស្កាលលដ្ឋយដផនក ចូរគណន្ធអាងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖ 

ក.   3 5 lnx x dx    

ខ្.  2 1 xx e dx  
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២.២.៥ អងំដតម្រកាលម្របភាគសនិទាន 

ជាទូ្លៅ លបីលយងីមានចននួរនិទាន ( )

( )

P x

Q x
 លេីមបរីយស្រួលកនុងការគណន្ធអាងំលតស្កាលលយងីស្តូវ

បំដបកវាជាស្បភាគរយតាមករណី ( )Q x េូចខាងលស្កាម៖  

ក. ករណី ( ) ( )(c )( )...Q x ax b x d ex f     

លយងីបន 31 2( )
( ) ...

( )

AA AP x
A x

Q x ax b cx d ex f
    

  
 ដេលចំននួលថ្រ 1 2 3, , ...A A A   ជាចំននួដេល

ស្តូវកំណត់។ 

ខ្. ករណី  ( ) ( )nQ x ax b   

លយងីបន 
     

31 2

2 3

( )
( ) ...

( )

n

n

A AA AP x
A x

Q x ax b ax b ax b ax b
     

   
 ដេលចំននួលថ្រ 

1 2 3, , ..., nA A A A  ជាចំននួដេលស្តូវកំណត់។ 

 ចំណា ំ

លបីេឺលស្កនន ( )P x  ខ្ពរ់ជាងេឺលស្កនន ( )Q x  លន្ធះ ( )A x  ជារហុធា 

លបីេឺលស្កនន ( )P x  លរមីនឹងេឺលស្កនន ( )Q x  លន្ធះ ( )A x  ជាចំននួលថ្រ 

លបីេឺលស្កនន ( )P x  ទាបជាងេឺលស្កនន ( )Q x  លន្ធះ ( ) 0A x   

ឧទាហរណ៍៖ គណន្ធអាងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖  

ក. 
  

5

2 1 2
dx

x x    ខ្. 
2

2

3 2

3 2

x
dx

x x



    គ.  
3

2

1

4 4

x
dx

x x



   

ចលមលីយ 

ក. 
  

5

2 1 2
dx

x x   

តាង 
  

   

  
1 21 2

2 2 15

2 1 2 2 1 2 2 1 2

A x A xA A

x x x x x x

  
  

     
 

    1 2 1 25 2 2A A x A A     1 2 1 2

1 2 1 2

2 0 2 0

2 5 4 2 10

A A A A

A A A A

    
  

    
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1 1 2 15 10 2, 2 5 4 5 1A A A A          

លគបន 
  

5 2 1

2 1 2 2 1 2x x x x
 

   
 

 
  

 

 

 

 

2 1 25 2 1

2 1 2 2 1 2 2 1 2

x x
dx dx dx dx

x x x x x x

   
    

      
     

      ln 2 1 ln 2 ,x x c c       

ខ្. 
2

2

3 2

3 2

x
dx

x x



   

លយងីបន 
2

1 2

2 2

3 2 9 8 9 8
3 3 3

3 2 3 2 ( 1)( 2) 1 2

A Ax x x

x x x x x x x x

  
      

       
 

     2 2 2

1 2 1 2 1 23 2 3 3 2 ( 2) ( 1) 3 9 6 2x x x A x A x x A A x A A                  

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

9 0 9
1, 10

6 2 2 2 8

A A A A
A A

A A A A

      
      

        
 

 
2

2

3 2 1 10
3

3 2 1 2

x

x x x x

 
  

   
 

 
2

2

3 2 1 10
3 3 ln 1 10ln 2 ,

3 2 1 2

x
dx dx x x x c c

x x x x

  
          

    
   

គ.  
3

2

1

4 4

x
dx

x x



   

លយងីបន 
   

3

1 2

2 22

1 12 16
4 4

4 4 22 2

A Ax x
x x

x x xx x

 
      

   
 

 3 3 2 2 3

1 1 2 1 1 21 4 4 4 16 16 2 ( 12 ) 2 16x x x x x x A x A A x A x A A                   

1

1 2 1

1 2

12 0
12 , 2 16 1 9

2 16 1

A
A A A

A A

  
      

   
 

ន្ធឱំ្យ 
 

3

22

1 12 9
4

4 4 2 2

x
x

x x x x


   

   
 

 

3 2

22

1 12 9 9
4 4 12ln 2 ,

4 4 2 2 22

x x
dx x dx x x c c

x x x xx

 
           

     
   
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ស្បតិបតត ិគណន្ធអាងំលតស្កាលខាងលស្កាម៖  

 
3

3

2 3

4

x x
A dx

x x




    
4

23 13 10

x
B dx

x x


   

លហំាត់អនុវតតលមលរៀនទី្២ 

១. គណន្ធអាងំលតស្កាលននអនុគមន៍៖  

  
2

25 3I x dx    
2

1 2 3
J dx

x xx

 
   

 
   

2

2 1

3

x
K dx

x x




   

6sin cosL x xdx      2 3 sin 3M x xdx     
2 sinxN e xdx     

 
2

sin cosO x x dx    
  

3 5

1 3

x
P dx

x x




     
3 lnQ x xdx   

២. លគឱ្យអនុគមន៍ ( )f x  កំណត់លលី 0, លដ្ឋយ  

  
1 2

( )
1

x

x x

x e
f x

e e x

 


 
។ 

 ក. កំណត់ A និង B លេីមបឱី្យ  
   

1
( )

1

x x

x x

A e Be
f x

e x e


 

 
។ 

 ខ្. គណន្ធ  

  
1 2

1

x

x x

x e
I dx

e e x

 


 
 ។ 

៣. ( )h x  ជាអនុគមន៍កំណត់លដ្ឋយ 
  

2

2

4 1
( )

1 1

x x
h x

x x x

 


  
, 1x   ។ 

 ក. រកតនមល ,m n  និង p  លេីមបឱី្យ 
2

( )
1 1

m nx p
h x

x x x


 

  
។ 

 ខ្. គណន្ធ ( )K h x dx  ។ 

៤. លគឱ្យអាងំលតស្កាល 2sinI x xdx   និង 2cosJ x xdx  ។ 

  គណន្ធ I J  និង I J  រចួទាញរក I  និង  J ។ 
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ដមដរៀនទ្យ៣ី    អងំដតម្រកាលកណំត ់
 

៣.១អងំដតម្រកាលកំណត់ 

៣.១.១ និយមន័យ 

អាងំលតស្កាលកំណត់រី a  លៅ b  ននអនុគមន៍ ( )y f x គឺជាកំលណីនននអនុគមន៍ស្រីមីទី្វ 
( )F x  ដេលស្តូវនឹងកំលណីននន x  រី a  លៅ b ។ 

លគកំណត់ររលររ  ( ) ( ) ( ) F(a)
bb

a a
f x dx F x F b   ។ 

ឧទាហរណ៍៖ គណន្ធអាងំលតស្កាល 

ក.  
24

2

2
2 3x dx    ខ្.  

ln3

ln 2
3x xe e dx  

ចលមលីយ 

ក.    
1

21 4
2 4 2 5 3

1 2
1

4 12
2 3 4 12 9 9

5 3
x dx x x dx x x x




 
       

 
   

     5 3 5 34 4 138
(1) 4(1) 9(1) ( 1) 4( 1) 9( 1)

5 5 5

   
            
   

 

េូចលនះ  
21

2

1

138
2 3

5
x dx


   

ខ្.    
ln3

ln3 ln3
2 2

ln 2 ln 2
ln 2

1
3 3 3

2

x x x x x xe e dx e e dx e e
 

     
 

   

       2ln3 ln3 2ln 2 ln 21 1 9 11
3 3 9 2 6

2 2 2 2
e e e e

     
             
     

 

េូចលនះ  
ln3

ln 2

11
3

2

x xe e dx   ។ 

៣.១.២ លកេណៈ 

1. លបីអនុគមន៍ f  កំណត់និងជាប់លលីចលន្ធល ះ  ,a b  លន្ធះ ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx   ។ 

2. ( ) 0
a

a
f x dx   
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3. លបីអនុគមន៍ f  កំណត់និងជាប់លលីចលន្ធល ះ  ,a c  និង a b c   លន្ធះ

( ) ( ) ( )
b c c

a b a
f x dx f x dx f x dx      

4. ( ) ( ) ,
b b

a a
kf x dx k f x dx k    

5. លបី ( )
b

a
f x dx  និង ( )

b

a
g x dx  លន្ធះ  ( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx      

6. លបី ,    លន្ធះ  ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx         

ឧទាហរណ៍៖ គណន្ធអាងំលតស្កាល៖ 

ក.  2 23

4

tan cot 2x x dx


     ខ្. 1

22

3 5
2xe x dx

x x





 
   

 
  

ចលមលីយ 

ក.    2 2 2 23 3

4 4

tan cot 2 tan 1 cot 1x x dx x x dx
 

         

       2 23 3 3 3

4 4 4 4

tan 1 1 cot tan cotx dx x dx x x
   

           

3 2 3
tan tan cot cot 3 1 1

3 4 3 4 3 3

      
           
   

 

េូចលនះ  2 23

4

2 3
tan cot 2

3
x x dx



     

ខ្. 
1

1 1 11 2

2 22 22
2

3 5 5
2 3lnx xe x dx e x x

x x x


  

 


   
                  

   
  

      1 2

2 2

1 1 1 5 1 11
3 ln1 ln 2 5 1 1 4 3ln 2 3 3ln 2

2 2 2

e
e e

e e e

   
                 

 
 

េូចលនះ 1

2 21

3 5 1 11
2 3ln 2

2

x e
e x dx

x x e

 
      

 
  

៣.១.៣ គណនាអងំដតម្រកាលកំណត់ដោយបដូរអដលរ 

ជាទូ្លៅ៖ លបី ( )u g x  ជាប់ និងមានលេរលីវលលី  ,a b  លន្ធះ  
( )

( )
( ) ( ) ( )

b g b

a g a
f g x g x dx f u du   ។ 
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ឧទាហរណ៍៖ គណន្ធអាងំលតស្កាល៖ 

ក. 32

4

cos(2 )sin (2 )x x dx


     ខ្.  
22

1

1
4 2 x xx e dx    គ.

2
1

3 21

6 8

2 5

x x
dx

x x

 
 

  
  

ចលមលីយ 

ក. 32

4

cos(2 )sin (2 )x x dx


  

តាង 1
sin 2 2cos 2 cos 2

2
u x du x dx du x dx      

sin 2 1, sin 0
4 4 2

x u x u
  

          

លគបន  
0 0

3 3 42

11
4

1 1 1 1
cos(2 )sin (2 ) 0 1

2 8 8 8
x x dx u du u




           

េូចលនះ 32

4

1
cos(2 )sin 3(2 )

8
x x dx



     

ខ្.    
2 22 2

1 1

1 1
4 2 2 2 1x x x xx e dx x e dx        

តាង  2 1 2 1u x x du x dx       

លបី 1 1, 2 3x u x u       

លគបន      
22 3 3

1 3 2

11 1
4 2 2 2 2 2 1x x u ux e dx e du e e e e e             

េូចលនះ    
22

1 2

1
4 2 2   1  x xx e dx e e     

គ.  
 

3 22 2
1 1 1

3 2 3 2 3 21 1 1

2 56 8 3 4
2 2

2 5 2 5 2 5

x xx x x x
dx dx dx

x x x x x x  


     

    
        

    

   
1

3 2

1
2 ln 2 5 2 ln 1 2 5 ln 1 2 5 2 ln8 ln 6x x



            
 

8 4
2ln 2ln

6 3
   

េូចលនះ 
2

1

3 21

6 8 4
2ln

2 5 3

x x
dx

x x

 
 

  
   
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៣.១.៣ គណនាអងំដតម្រកាលកំណត់ដោយថ្េៃក 

លបី f  និង g ជាអនុគមន៍ជាប់លលីចលន្ធល ះ  ,a b  និងមានលេរលីវលលីចលន្ធល ះ  ,a b  លន្ធះ  

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
bb b

a aa
f x g x dx f x g x f x g x dx    ។ 

ឧទាហរណ៍៖ គណន្ធអាងំលតស្កាល៖ 

ក. 1

1
ln(2 3)x dx


     ខ្.  23

0
sinx xdx



  

ចលមលីយ 

ក. 1

1
ln(2 3)x dx


  

តាង 2
( ) ln(2 3) ( ) , ( ) 1 ( )

2 3
f x x f x g x g x x

x
       


 

លគបន  
1 1 11

11 1 1

2
ln(2 3) ( ) ( ) ( ) ( ) ln(2 3)

2 3

x
x dx f x g x f x g x dx x x dx

x  
     

    

    
1 1 1 1

111 1

2 3 3 3 3
ln 5 ln1 ln 5 1 ln 5 ln 2 3

2 3 2 3 2

x
dx dx x x

x x  

   
          

  
   

    
3 3 5

ln 5 1 1 ln 5 ln1 ln 5 2 ln 5 ln 5 2
2 2 2

           

េូចលនះ   1

1

5
ln(2 3) ln 5 2

2
x dx


    

ខ្.  23

0
sinx xdx



  

2( ) ( ) 2 , ( ) sin ( ) cosf x x f x x g x x g x x         

លគបន    2 23 33

00 0
sin cos 2 cosx xdx x x x xdx

 

        

គណន្ធ 3

0
cosx xdx



  អាងំលតស្កាលលដ្ឋយដផនកមដងលទ្ៀត 

( ) ( ) 1, ( ) cos ( ) sinf x x f x g x x g x x        

លយងីបន      3 33 3 3
0 0 00 0

cos sin sin sin cosx xdx x x xdx x x x
   

      
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     2 23 3 3 3
0 000

sin cos 2 sin cosx xdx x x x x x
    

       
 

  

2 2 1 3
cos 2 sin 2 cos cos0 2 2 cos cos0

3 3 3 3 3 9 2 3 2 3

               
                            

 

2 3
1

18 3

 
     

េូចលនះ 
2

23

0

3
sin 1

18 3
x xdx


 

     

ស្បតិបតដ ិគណន្ធអាងំលតស្កាល៖ 

    ក.  23

6

cosx xdx


     ខ្. 3

1
(3 2) xx e dx  

៣.២ ច្េាម្រកឡាថ្េៃកច្នបែង់ 

៣.២.១ច្េាម្រកឡាថ្ែលខណឌ ដោយម្រកាបតាងអនុគមន៍ អ័កសអប់សុសីនិង 

បនាា ត់ឈរ 

ជាទូ្លៅ៖ លបីអនុគមន៍ ( )y f x   ជាប់លលីចលន្ធល ះ  ,a b   លន្ធះនផេស្កឡាននដផនកបលង់ដេលខ្ណា លដ្ឋយ
ដខ្សលកាង អ័កសអាប់រុីរ និងបន្ធេ ត់ឈរ x a  និង x b  កំណត់លដ្ឋយ៖   ( )

b

a
S f x dx   លបី 

( ) 0f x   និង ( )
b

a
S f x dx  លបី ( ) 0f x  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 រូបភារ ៣.១ 
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ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធនផេស្កឡាខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 
3 2y x   និងអ័កសអាប់រុីរស្តូវនឹង

ចលន្ធល ះ  0,2 ។ 

ចលមលីយ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

តាមស្កាបលយងីបន  
2

2
3 4

0
0

1
2 2

4
S x dx x x

 
    

 


41
2 2 2 0 8

4

 
      
 

 

េូចលនះ 8S  ឯកតានផេស្កឡា 

ឧទាហរណ៍២៖ គណន្ធនផេស្កឡាខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 2 9y x   និងអ័កសអាប់រុីរស្តូវនឹង
ចលន្ធល ះ  3, 4 ។ 

ចលមលីយ 

តាមរូបលយងីបន៖  

   
3 4

2 2

3 3
9 9S x dx x dx


       

3 4

3 3

3 3

1 1
9 9

3 3
x x x x



   
       

   
 

រូបភារ ៣.២ 

រូបភារ ៣.៣ 

រូបភារ៣.៣ 
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3 31 1
3 9 3 ( 3) 9( 3)

3 3

    
            

    

3 31 1
4 9 4 3 9 3

3 3

    
           

    
 

 
64 118

18 18 36 18
3 3

 
        

 
ឯកតានផេ 

ស្បតិបតត ិ ១.គណន្ធនផេស្កឡាខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 2 2y x x    និងអ័កសអាប់រុីរស្តូវនឹង
ចលន្ធល ះ  2, 2 ។ 

២.គណន្ធនផេស្កឡាខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 5

2 1
y

x



 និងអ័កសអាប់រុីរស្តូវនឹងចលន្ធល ះ 

 4, 1  ។ 

៣.២.២ ច្េាម្រកឡាខណឌ ដោយម្រកាបពីរ 

ជាទូ្លៅ៖  

-លបី f   និង g  ជាអនុគមន៍ជាប់លលីចលន្ធល ះ  ,a b   លន្ធះលគបននផេស្កឡាលៅចលន្ធល ះដខ្សលកាង តាងអនុ

គមន៍ទាងំរីរកំណត់លដ្ឋយ  ( ) ( )
b

a
S f x g x dx   ដេល ( ) ( )f x g x ។ 

-លបីស្កាបតាង f   និង g  ស្បររវោន ស្តង់ x a   និង x b   លន្ធះលគបននផេស្កឡាននដផនកបលង់ដេលលៅ
ចលន្ធល ះដខ្សលកាងទាងំរីរគឺ  ( ) ( )

b

a
S g x f x dx   ដេល ( ) ( )f x g x ។ 
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ឧទាហរណ៍ទី្១៖ គណន្ធនផេស្កឡាដផនកននបលង់ដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបរីរដេលតាងលដ្ឋយអនុគមន៍ 
2( ) 2f x x x    និង 2y x  ។ 

ចលមលីយ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

រូបភារ ៣.៥ 

រូបភារ ៣.៦ 
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រកកូរអរលដ្ឋលនរននចំណុចស្បររវរវាងស្កាបទាងំរីរ៖  

2 2 2x x x      

2 4 4 2x x       

ស្កាបទាងំរីរស្បររវោន ស្តង់ចំណុច 2x    និង 2x   មា៉ាងលទ្ៀតលៅលលីចលន្ធល ះលនះ ស្កាបតាងឱ្យអនុ
គមន៍ 2( ) 2f x x x    លៅលលីស្កាបតាងឱ្យអនុគមន៍ 2y x  ។ 

លគបន៖      
2 2

2

2 2
( ) 2 2S f x y dx x x x dx

 

        
    

   
2

2
2 3 3 3

2
2

1 1 1 32
4 4 (2) 4 2 ( 2) 4( 2)

3 3 3 3
x dx x x




     
                   

     
  

េូចលនះនផេស្កឡាននស្កាបដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបទាងំរីរគឺ 32

3
S  ឯកតានផេ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ គណន្ធនផេស្កឡាដផនកននបលង់ដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 3( )f x x  និង 
2( ) 2g x x  និងបន្ធេ ត់ឈរ 1 , 2x x   ។ 

ចលមលីយ 

រកកូអរលដ្ឋលនរចំណុចស្បររវរវាងស្កាបទាងំរីរ 
3 2 3 22 2 0x x x x        

2( 1)( 2 2) 0x x x    1 0 1x x       

លយងីបននផេស្កឡាកំណត់លដ្ឋយ៖  

   
1 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )S g x f x dx f x g x dx


      

   
1 2

2 3 3 2

1 1
2 2x x dx x x dx



          
      

1 2

4 3 4 3

1 1

1 1 1 1
2 2

4 3 4 3
x x x x x x



   
         
   

 

1 1 1 1
2 2

4 3 4 3

   
          
   

 

4 31 1 1 1 89
(2) (2) 2(2) 2

4 3 4 3 12

   
          
   

 

រូបភារ ៣.៧ 



  

69 

េូចលនះនផេស្កឡាដផនកននបលង់គឺ  89

12
S   ឯកតានផេស្កឡា។ 

ស្បតិបតត ិ

១.  គណន្ធនផេស្កឡាដផនកននបលង់ដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបរីរដេលតាងលដ្ឋយអនុគមន៍ 2( ) 2g x x x    

និង 6y x   ។ 

២. គណន្ធនផេស្កឡាដផនកននបលង់ដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 2( ) 2 3f x x x    និង
3y x   និងបន្ធេ ត់ឈរ 2, 4x x   ។ 

៣.៣ ាឌច្នសលូតី 

៣.៣.១ ាឌច្នសលូតីបរវិតតថ្ែលបានពីរងវលិជុំវិញអ័កសអប់សុសីច្នច្េា
ខណឌ ដោយថ្ខសដកាង និងអ័កសអប់សុសី 

ជាទូ្លៅ៖ អនុគមន៍ ( )y f x  ជាអនុគមន៍ជាប់មិនអវជិាមានលលីចលន្ធល ះ  ,a b  លន្ធះមាឌ្រូលីតបរវិតត
ដេលកលកីតលឡងីលដ្ឋយរងវិលជំុវញិអ័កសអាប់រុីរនននផេខ្ណា លដ្ឋយដខ្សលកាងតាងអនុគមន៍ ( )y f x  
និងអកសអាប់រុីរ បន្ធេ ត់ឈរ x a  និង x b  កំណត់លដ្ឋយ៖  

     
2 2

1

lim ( ) ( )
n b

k
an

k

V f x x f x dx 




    ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធមាឌ្រូលីតបរវិតតដេលកំណត់បនរីរងវិលជំុវញិអ័កសអាប់រុីរនននផេដេលខ្ណា
លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 2 2y x   អ័កស x ox លហយីស្តូវនឹងចលន្ធល ះ  2, 2 ។ 

ចលមលីយ 

មាឌ្រូលីតបរវិតតដេលកំណត់បនរីរងវិលជំុវញិអ័កស
អាប់រុីរនននផេដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 

2 2y x   អ័កស x ox  លហយីស្តូវនឹងចលន្ធល ះ  2, 2

កំណត់លដ្ឋយ៖ 

  
2 2 2

2 2

2 2
2V y dx x dx 

 
     

 
2

2
4 2 5 3

2
2

1 4
4 4 4

5 3
x x dx x x x 




 
      

 
  រូបភារ ៣.៨ 
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   
2

2 2 22
2 2 4 2 5 3

2 2 2
2

1 4
2 4 4 4

5 3
V y dx x dx x x dx x x x   

  


 
         

 
    

   5 3 5 31 4 1 4 32 32 752
2 2 4 2 ( 2) ( 2) 4( 2) 2 8

5 3 5 3 5 3 15


 
      

                     
      

 

េូចលនះ 752

15
V


 ឯកតាមាឌ្។ 

ឧទាហរណ៍២៖ គណន្ធមាឌ្រូលីតបរវិតតដេលកំណត់បនរីរងវិលជំុវញិអ័កសអាប់រុីរនននផេដេលខ្ណា
លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 1xy e   អ័កស x ox លហយីស្តូវនឹងចលន្ធល ះ  2,0 ។ 

ចលមលីយ 

 មាឌ្រូលីតបរវិតតដេលកំណត់បនរីរងវិលជំុវញិអ័កស
អាប់រុីរនននផេដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 

1xy e   អ័កស x ox  លហយីស្តូវនឹងចលន្ធល ះ  2,0

កំណត់លដ្ឋយ៖  

   
0 02

2

2 2
1 2 1x x xV e dx e e dx   

 
     

0

2

2

2 0 0 2( 2) 2

1
2

2

1 1
4 0 4 2

2 2

x xe e x

e e e e





 



   

 
   

 

    
         

    

 

2 4
4 21 1 5 8

4 4 2
2 2 2

e e
e e 

   
        

   
 

េូចលនះ 
2 45 8

2

e e
V 

  
  
 

 ឯកតាមាឌ្ 

ជាទូ្លៅ៖មាឌ្រូលីតបរវិតតកំណត់បនរីរងវិលជំុវញិអ័កសអាប់រុីរនននផេដេលខ្ណា លដ្ឋយដខ្សលកាងតាង
អនុគមន៍ ( )y f x  និង ( )y g x  លលីចលន្ធល ះ  ,a b  ដេលដខ្សលកាងតាងអនុគមន៍ ( )y f x  រេិតលៅ
លលីដខ្សលកាងតាងអនុគមន៍ ( )y g x កំណត់លដ្ឋយ៖  

       
2 2

( ) ( )
b b

a a
V f x dx g x dx     ។ 

ឧទាហរណ៍៖ គណន្ធមាឌ្រូលីតដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ ( ) 2f x x   និង 
( ) 1g x x    លៅចលន្ធល ះ  0,2 ។ 

រូបភារ ៣.៩ 
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ចលមលីយ 

   
2 22 2

0 0
( ) ( )V f x dx g x dx     

22 2 2

0 0
2 1x dx x dx      

    

   
2 2

2

0 0
2 2 1x dx x x dx        

2

2 3 2

0

1 1
2

2 3
x x x x x

 
     

 
 

3 21 3 16
2 2 2

3 2 3



 

       
 

 

េូចលនះមាឌ្រូលីតគឺ 16

3
V


 ឯកតាមាឌ្។ 

 

លហំាត់អនុវតតន៍លមលរៀនទី្៣ 

១. គណន្ធអាងំលតស្កាល៖ 

ក.  
2

2

1
2 x x dx    ខ្. 3

2

1
3 2

1
x dx

x

 
  

 
   គ.  

1 2
2

0
1x dx  

 .  
ln 6 2

0
1xe dx   ង. 4

0

1
cos 2 cos 4

2
x x dx


 

 
 

   ច.  24

0
1 2sin x dx



  

្.  44

0
sin 3 sin cosx x x dx



   ជ.  
22

1

20

1

1

x x
dx

x

 

  ឈ. 3

20 1

x
dx

x 
  

រូបភារ ៣.១០ 
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២. លគឱ្យអនុគមន៍ ( )f x កំណត់លដ្ឋយ   
2

1 4
( ) ,

2

x x
f x x

x x

 
 

 
។ 

 ក. កំណត់តនមល m , n និង p  លេីមបឱី្យ 
2

( )
2

nx p
f x m

x x


 

 
។ 

 ខ្. គណន្ធ 5

1
( )f x dx ។  

៣. ( )h x  ជាអនុគមន៍កំណត់លដ្ឋយ 
  

1 sin cos
( ) , 0,

1 sin cos 2

x x x
h x x

x x x

   
     

។ 

 ក. លផេៀងផ្លេ ត់ថ្ន cos 1 sin
( ) , 0,

1 sin cos 2

x x
h x x

x x x

  
      

។ 

 ខ្. គណន្ធ 
  

2

0

1 sin cos

1 sin cos

x x x
dx

x x x


 

  ។ 

៤. លគឱ្យអនុគមន៍ f  កំណត់លលី  0,  លដ្ឋយ  

  
1 2

( )
1

x

x x

x e
f x

e e x

 


 
។  

 ក. ចូរបរហ ញថ្នលគអាចកំណត់រីរចំនួនរិត A និង B លេីមបឱី្យអនុគមន៍ f ខាងលលីអាចររលររ

ជារង  
   

1
( )

x x

x x

A e Be
f x

e x e x


 

 
។ 

 ខ្. គណន្ធអាងំលតស្កាលកំណត់  

  
1

0

1 2

1

x

x x

x e
I dx

e e x

 


 
 ។  

៥. លគឱ្យអាងំលតស្កាល 
2

2

20

3 3

2

x x
K dx

x x

 


   និង 2

20

2 1

2

x
L dx

x x




  ។ 

 គណន្ធ K L  និង K L  រចួទាញរក K  និង L ។ 

៦. លគឱ្យអាងំលតស្កាល 4

0

1 cos

2 cos sin

x
I dx

x x





   និង 4

0

1 sin

2 cos sin

x
J dx

x x





  ។  

 ក. គណន្ធ I J  និង I J ។ 

 ខ្. ទាញរក I  និង J ។ 

៧.លគមានអនុគមន៍រីរកំណត់លលី លដ្ឋយ  
22

2( ) 2 2 3 3 xf x x x e   និង 

 
23 2( ) 2 4 3 9 2 3 xF x x x x e    ។ 
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 ក. ចូរស្សាយបញ្ា ក់ថ្ន ( )F x  ជាស្រីមីទី្វមយួនន ( )f x លលី ។ 

 ខ្. គណន្ធអាងំលតស្កាល  
221

2

0
2 2 3 3 xI x x e dx   ។ 

៨. គណន្ធនផេស្កឡាដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 2( ) 2 3h x x x    នឹងអ័កសអាប់រុីរលលី
ចលន្ធល ះ  1,3x ។ 

៩. គណន្ធនផេស្កឡាដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍ 
3g( ) 2x x   អ័កសអាប់រុីរ នឹងអ័កសឈរ 

3, 2x x    ។ 

១០. គណន្ធនផេស្កឡាដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍រីរគឺ ( ) 2 1f x x   និង ( ) 3 2g x x 

លលីចលន្ធល ះ  0, 2 ។ 

១១.គណន្ធនផេស្កឡាដេលខ្ណា លដ្ឋយស្កាបតាងអនុគមន៍រីរគឺ 1( ) xh x e   និង ( )g x x លលីចលន្ធល ះ 
 1,4 ។ 

១២. គណន្ធមាឌ្រូលីតបរវិតតន៍ដេលកំណត់បនរីរងវិលជំុវញិអ័កស x ox នននផេស្កឡាដេលខ្ណា លដ្ឋយ
ស្កាបតាងអនុគមន៍ 2( ) 2 3f x x x    និង ( ) 9g x x  ។ 
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ដមដរៀនទ្យី៤  សមីការឌីដេរ ៉ាង់ថ្សយល 
៤.១ សមីការឌីដេរ ៉ាង់ថ្សយលលោំប់ទ្យី១ 

 ៤.១.១ និយមន័យ 

 រមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលំដ្ឋប់ទី្១ ជាទំ្ន្ធក់ទំ្នងរវាងអនុគមន៍ លេរលីវទី្១របរ់អនុគមន៍លនះ 
អលថ្រ និងចំននួលថ្រ ។ 

 ចលមលីយននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល ជាអនុគមន៍មយួដេលអនុគមន៍លនះ និងលេរលីវរបរ់វាលផេៀង
ផ្លេ ត់រមីការ។ 

រមាា ល់៖ អនុគមន៍ចលមលីយននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលមានលស្ចីនរប់មិនអរ់។ ស្គប់ដខ្សលកាងដេលតាង
ចលមលីយនីមយួៗរបរ់រមីការបលងកីតបនជាស្គួសារដខ្សលកាង។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លគមានអនុគមន៍ 6y Ax  កំណត់លលី ចំល ះស្គប់ចំនួនរិត A ។  

 គណន្ធលេរលីវទី្១ រចួររលររទំ្ន្ធក់ទំ្នងរវាងអនុគមន៍លនះ នឹងលេរលីវទី្១ របរ់វា។ 

ចលមលីយ 

លយងីមាន 6y Ax y A     

លយងីបន 6
6

y
y y x y

x x
     

1 6
y y

x x
     

េូចលនះទំ្ន្ធក់ទំ្នងរវាងអនុគមន៍ នឹងលេរលីវទី្១របរ់វាគឺ 1 6
y y

x x
      លៅថ្នរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល

លំដ្ឋប់ទី្ ១ដេលមានអនុគមន៍ 6y Ax   ជាចលមលីយទូ្លៅននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលនះ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគឱ្យអនុគមន៍ 4xy Be កំណត់លលី ចំល ះស្គប់ចំននួរិត B ។ 

 ររលរររមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលដេលមានរមីការ 4xy Be  ជាចលមលីយទូ្លៅ។ 

ចលមលីយ 

លយងីមាន 4 44 4 4 0x xy Be y Be y y y y           

េូចលនះ 4 0y y    ជារមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលដេលមានអនុគមន៍ 4xy Be  ជាចលមលីយទូ្លៅ។ 
ឧទាហរណ៍ទី្៣៖ បរហ ញថ្នអនុគមន៍ lny x x   ជាចលមលីយននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល 

1 lnxy y x    ។ 
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ចលមលីយ 

លយងីមាន 1
ln 1y x x y

x
      ជំនរួកនុងរមីការ 1 lnxy y x     លយងីបន  

 
1

1 ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 lnx x x x x x x x x x
x

 
               

 
រិត 

េូចលនះអនុគមន៍ lny x x   ជាចលមលីយននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល 1 lnxy y x    ។ 

ស្បតិបតត ិ 

១. លគឱ្យអនុគមន៍ 32 xy x e  កំណត់លលី ចំល ះស្គប់ចំននួរិត B ។ 

ររលរររមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលដេលមានរមីការ 32 xy x e   ជាចលមលីយទូ្លៅ។ 

២. បរហ ញថ្នអនុគមន៍ 41 1

5
y x

x
   ជាចលមលីយននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល 31

y y x
x

   ។ 

៤.១.២ ែំដណ្ដោះម្រសាយសមីការឌីដេរ ៉ាង់ថ្សយលលោំប់ទ្យី១ 

៤.១.២.១ សមីការានទ្យម្រមង់ ( )
dy

f x
dx

  

វធិាន៖ លេីមបលីដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលដេលមានទ្ស្មង់ ( )
dy

f x
dx

  លយងីស្តូវ៖  

 ររលររ ( )
dy

f x
dx

  ជាទ្ស្មង់ ( )dy f x dx ។ 

 រកអាងំលតស្កាលននអងាទាងំរីរ ( )dy f x dx   ឬ ( )y f x dx c   ដេល c ។ 

 ( )y f x dx c   ជាចលមលីយទូ្លៅននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល ( )
dy

f x
dx

 ។ 

 លេីមបរីកចលមលីយរិលររតាមលកខខ្ណា លេីម 0 0( )y x y  គឺយក 0x  និង 0y លៅជំនរួកនុង
ចលមលីយទូ្លៅ រចួទាញរក 0 0( )c y F x  ។ 

 0 0( ) ( )y f x dx y F x    ជាចលមលីយរិលររតាមលកខខ្ណា លេីម 0 0( )y x y ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការ   
2 4 54 8 x xy x e     ។ 

ចលមលីយ 

លយងីមាន    
2 24 5 4 54 8 4 8x x x xdy

y x e x e
dx

          
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   
2 24 5 4 54 8 4 8x x x xdy x e dx dy x e dx        

   
2 2 24 5 2 4 5 4 52 2 4 2 4 5 2 ,x x x x x xy x e dx x x e dx e c c     

           

េូចលនះ ចលមលីយទូ្លៅននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលគឺ 2 4 52 ,x xy e c c    ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល  
2

sin cosy x x   តាមលកខខ្ណា   
3

0
2

y  ។ 

ចលមលីយ 

លយងីបន      
2 2 2

sin cos sin cos sin cos
dy

y x x x x dy x x dx
dx

           

   
2 2 2sin cos sin 2sin cos cosdy x x dx y x x x x dx         

     
2 2 2 1

sin cos sin 2sin cos cos 1 sin 2 cos 2 ,
2

dy x x dx y x x x x dx x dx x x c c                

ដត    
3 1 3 3 1

0 0 cos 2 0 2
2 2 2 2 2

y c c            

េូចលនះចលមលីយរិលររមយួននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលគឺ 1
cos 2 2

2
y x x   ។ 

ស្បតិបតត ិ

១. លដ្ឋះស្សាយរមីការ 
 

5

sin

3 cos

x
y

x
 


។ 

២. លដ្ឋះស្សាយរមីការ 
1

2

6 xe
y

x
   កនុងលកខខ្ណា  (1)y e  ។ 

៤.១.២.២ សមីការមានទម្មង់ ( ) ( )
dy

g y f x
dx

 ( សមីការថ្ែលអន
ថ្ញកអដលរបាន) 

និយមន័យ៖ រមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលំដ្ឋប់ទី្១ ដេលអាចដញកអលថ្របនជារមីការដេលលស្កាយរី

រស្មួលរចួមានទ្ស្មង់ទូ្លៅ ( ) ( )
dy

g y f x
dx

 ។ 

វធិាន៖ លេីមបលីដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលំដ្ឋប់ទី្១ ដេលអាចដញកអលថ្របនលយងីស្តូវ៖  



  

77 

 ររលរររមីការឱ្យលៅជារង ( ) ( )
dy

g y f x
dx

 ។ 

 គណន្ធអាងំលតស្កាលលលីអងាទាងំរីរ លធៀបនឹងអលថ្រ x  គឺ៖ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,g y dy f x dx g y dy f x dx G y F x c c         

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការ 3 (2 5)y x y   ។ 

ចលមលីយ 

លយងីបន 1
3 (2 5) 3 (2 5) 3

(2 5)

dy
y x y x y dy xdx

dx y
       


 

21 1 (2 5) 1 3
3 3 ln 2 5 ,

(2 5) 2 (2 5) 2 2

y
dy xdx dy xdx y x c c

y y


       

      

េូចលនះចលមលីយទូ្លៅននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលគឺ៖ 21 3
ln 2 5 ,

2 2
y x c c     ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការ 
2

3 5
0

1

dy y

dx x


 


 កនុងលកខខ្ណា  (0) 1y  ។  

ចលមលីយ 

លយងីបន 
2 2

3 5 3 5
0

1 1

dy y dy y

dx x dx x

 
    

 
 

2

1 1 1 1

3 5 1 3 5 ( 1)( 1)
dy dx dy dx

y x y x x
    

       

 
 

3 51 1 1 1 1 1
ln 3 5 ln 1 ln 1

3 3 5 2 1 1 3 2

y
dy dx y x x c

y x x

  
           

   
   

ដត  
1 1 1

(0) 1 ln 3 1 5 ln 0 1 ln 0 1 ln 2
3 2 3

y c c             

េូចលនះ ចលមលីយរិលររននរមីការគឺ  
1 1 1

ln 3 5 ln 1 ln 1 ln 2
3 2 3

y x x       ។ 

ស្បតិបតត ិ១. លដ្ឋះស្សាយរមីការ 
5

cos
0

sin 2 (sin 3)

x
y

y x
  


។ 

២. រកអនុគមន៍ចលមលីយមួយននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល  2 1
9 ln 2

dy
y x

dx x
    ដេលស្កាបនន 

អនុគមន៍ចលមលីយលន្ធះកាត់តាមចំណុច  1,0A ។ 
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៤.១.២.៣ សមីការឌីមេរ៉ង់សសយែលលមីនស ៊ែលំដាប់ទី១ មមគុណមេរ ូម ូ
សសន( ងគទី២មសមើសនូយែ) 

រមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលីលនដអ លំដ្ឋប់ទី្១ លមគុណលថ្រអូម៉ាូដរន(អងាទី្២លរមីរូនយ) ជារមីការ
ដេលមានរងទូ្លៅ 0y ay    ( aជាចំនួនលថ្រ)។ 

 ចលមលីយទូ្លៅននរមីការគឺ axy Ae  ដេល A ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល 2 4 0y y   ។ 

ចលមលីយ 

លយងីបន 2 4 0 2 0y y y y        ( 2) 2 ,Ax xy Ae Ae      

េូចលនះចលមលីយទូ្លៅននរមីការគឺ 2 ,Axy Ae  ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ រកអនុគមន៍ចលមលីយមយួននរមីការ 3 2 0y y    ដេលស្កាបននអនុគមន៍ចលមលីយលនះ

កាត់តាមចំណុច 1
3,I

e

 
 
 

។ 

ចលមលីយ 

លយងីបន 
2

3
2

3 2 0 0
3

x

y y y y y Ae


         

ដតស្កាបននចលមលីយកាត់តាម 
2 2

3
3

1 1
3,

e
I Ae A e

e e e

  
     

 
 

2 2
1

3 3
x x

y e e e
  

     

េូចលនះ អនុគមន៍ 
2

1
3

x

y e
 

  ជាចលមលីយមយួននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល។ 

ស្បតិបតត ិលគឱ្យរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល 2
2 0

3
y y   ។ 

 ក. លដ្ឋះស្សាយរកចលមលីយទូ្លៅននរមីការ។ 

 ខ្. រកចលមលីយរិលររមយួននរមីការដេលស្កាបននអនុគមន៍ចលមលីយកាត់តាមចំណុច  1, 2Q ។ 

 

 



  

79 

៤.១.២.៣ សមីការឌីដេរ ៉ាង់ថ្សយលលដីនថ្អ៊ាលោំប់ទ្យី១ ដមគុណដលរមិន
អូម៉ាូថ្សន(អងគទ្យី២ ខសុពីសនូយ) 

 រមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលីលនដអ លំដ្ឋប់ទី្១ លមគុណលថ្រមិនអូម៉ាូដរន(អងាទី្២ ខុ្ររីរូនយ) 
ជារមីការដេលមានរងទូ្លៅ ( )y ay p x    ដេល a  ជាចំននួលថ្រ និង ( )p x  ជាអនុគមន៍នន x ។ 

 វធីិទី្១៖ លេីមបលីដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលីលនដអ លំដ្ឋប់ទី្១ លមគុណលថ្រមិនអូម៉ាូដរន(អងាទី្
២ ខុ្ររីរូនយ) ដេលមានរងទូ្លៅ ( )y ay p x    , ( ) 0p x   លយងីស្តូវ៖  

 លដ្ឋះស្សាយរកចលមលីយទូ្លៅននរមីការ 0y ay    

 រកអនុគមន៍ចលមលីយរិលររននរមីការ ( )y ay p x    

 ចលមលីយទូ្លៅននរមីការ ( )y ay p x    គឺជាផលបូកននអនុគមន៍ចលមលីយទាងំរីរខាងលលី។ 

ឧទាហរណ៍៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការ  24 3 5y y x E    ។ 

ចលមលីយ 

 លដ្ឋះស្សាយរមីការ 4 0y y   4 ,x

cy Ae A    

 លដ្ឋះស្សាយរកចលមលីយរិលររននរមីការ  24 3 5y y x E     

តាង 2 2p py ax bx c y ax b       ជំនរួកនុងរមីការ  E  លយងីបន៖  
 2 2 2 2(E) : 4 2 3 5 ( 8 ) (4b c) 3 5ax bx c ax b x ax b a x x              

3 3

8 0 24

4 5 101

a a

b a b

b c c

  
 

      
    

   23 24 101py x x     

េូចលនះរមីការទូ្លៅននរមីការ  E  គឺ៖ 4 23 24 101 ,x

c py y y Ae x x A        

វធីិទី្២( បដស្មបស្មលួចំននួលថ្រ)៖ 

លេីមបលីដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលលីនដអ លំដ្ឋប់ទី្១  

លមគុណលថ្រមិនអូម៉ាូដរន(អងាទី្២ ខុ្ររីរូនយ) ( )y ay p x    , ( ) 0p x   លយងីស្តូវ៖  

-  រកចលមលីយទូ្លៅននរមីការ 0y ay    ដេលមានទ្ស្មង់ ,axy Ae A   

-  កនុងអនុគមន៍ចលមលីយ axy Ae  ជំនរួ A  លដ្ឋយ ( )A x លយងីបន ( ) axy A x e  

-  គណន្ធ y  រចួយក y  និង y  លៅជំនរួកនុងរមីការ  ( )y ay p x   លេីមបទីាញរក ( )A x  
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ឧទាហរណ៍១៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការ  23 xy y e E   ។ 

ចលមលីយ 

រកចលមលីយទូ្លៅននរមីការ 0 xy y y Ae      

ជំនរួ A  លដ្ឋយ ( )A x  លយងីបន ( ) ( ) ( )x x xy A x e y A x e A x e      

យក y  និង y  ជំនរួចូលកនុងរមីការ   2: ( ) ( ) ( ) 3 ( ) 3x x x x xE A x e A x e A x e e A x e       

( ) 3 3x xA x e dx e c     

េូចលនះចលមលីយទូ្លៅននរមីការគឺ៖  ( ) 3 ,x x xy A x e e c e c     

ឧទាហរណ៍៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការ 2 2 cosy y x    រកចលមលីយមួយដេលស្កាបននចលមលីយកាត់តាម

ចំណុច 7
0,

4

 
 

 
 ។ 

ចលមលីយ 

រកចលមលីយទូ្លៅននរមីការ 2 2 0 0 xy y y y y Ae         

ជំនរួ A  លដ្ឋយ ( )A x  លយងីបន ( ) ( ) ( )x x xy A x e y A x e A x e        

យក y  និង y  ជំនរួចូលកនុងរមីការលេីម លយងីបន៖ 

3 3

2 22 ( ) ( ) 2 ( ) cos 2 ( ) cos
x x

x xA x e A x e A x e x A x e x
 

 
 

      
 

1 1
( ) cos ( ) cos

2 2

x xA x e x A x e xdx      

គណន្ធអាងំលតស្កាលលដ្ឋយដផនក 

តាង ( ) ( ) , ( ) cos ( ) sinx xf x e f x e g x x g x x        

   
1

( ) sin sin
2

x xA x e x e xdx     

គណន្ធអាងំលតស្កាលលដ្ឋយដផនកមដងលទ្ៀត 

sinxe xdx   
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តាង ( ) ( ) , ( ) sin ( ) cosx xf x e f x e g x x g x x         

sin cos cos cos 2 ( )x x x xe xdx e x e xdx e x A x         

ជំនរួកនុង    
1

( ) sin cos 2 ( )
2

x xA x e x e x A x     
 

 

1 1
( ) sin cos ( )

2 2

x xA x e x e x A x     

 
1 1 1

2 ( ) sin cos ( ) sin cos
2 2 4

x x xA x e x e x A x e x x c       

   
1 1

( ) sin cos sin cos ,
4 4

x x x xy A x e e x x c e x x ce c   
         

 
 

ដតស្កាបននចលមលីយកាត់តាមចំណុច   07 7 1
0, sin 0 cos0 2

4 4 4
ce c

 
         

 
 

េូចលនះចលមលីយមយួននរមីការគឺ៖  
1

sin cos 2
4

xy x x e    

ស្បតិបតត ិលដ្ឋះស្សាយរមីការ៖ 

១. 2
2 4

3
y y x     តាមលកខខ្ណខ លេីម 1

(0)
2

y  ។ 

២. 33 6 1xy y e      ស្កាបននអនុគមន៍ចលមលីយកាត់តាមចំណុច (0,0) ។  

៤.២ សមីការឌីដេរ ៉ាង់ថ្សយលលោំប់ទ្យី ២ 

៤.២.១ និយមន័យ 

រមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលីលនដអ លំដ្ឋប់ទី្២ អូម៉ាូដរន និងមានលមគុណលថ្រជារមីការដេលអាចររលររ
ជារងទូ្លៅ 0ay by cy     ដេល , ,a b c ជាចំននួរិត និង 0a  ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ លគមានអនុគមន៍  2 1 xy x e  ។  

ក. គណន្ធលេរលីវទី្១ និងលេរលីវទី្២ ននអនុគមន៍លនះ។ 

ខ្.  រចួរកទំ្ន្ធក់ទំ្នងរវាង អនុគមន៍លនះ លេរលីវទី្១ និងលេរលីវទី្២របរ់វា។ 
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ចលមលីយ 

ក.      2 1 2 2 1 2 1x x x xy x e y e x e x e             

    2 2 2 1 2 3x x x xy e e x e x e            

ខ្. ទំ្ន្ធក់ទំ្នងរវាង អនុគមន៍លនះ លេរលីវទី្១ និងលេរលីវទី្២ 

លយងីមាន  2 2 1 2x x xy e x e e y          

 2 xy e y y y y            លស្ ះ  2 xe y y    

2 2 0y y y y y y          

េូចលនះទំ្នងរវាង អនុគមន៍លនះ លេរលីវទី្១ និងលេរលីវទី្២គឺ 2 0y y y    លៅថ្នរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយ
លលីលនដអ លំដ្ឋប់ទី្២អូម៉ាូដរន។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖  លផេៀងផ្លេ ត់ថ្នអនុគមន៍  ( ) 2cos3 3sin 3 xh x x x e   ជាចលមលីយននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់
ដរយល ( ) 2 ( ) 10 ( ) 0h x h x h x     ។ 

ចលមលីយ 

លយងីមាន   ( ) 2cos3 3sin 3 xh x x x e   

 ( ) ( 6sin 3 9cos3 ) 2cos3 3sin 3 ( 9sin 3 7cos3 )x x xh x x x e x x e x x e          

 ( ) 27cos3 21sin 3 ( 9sin 3 7cos3 ) (12sin 3 34cos3 )x x xh x x x e x x e x x e          

លយងីបន ( ) 2 ( ) 10 ( ) 0h x h x h x     

 (12sin 3 34cos3 ) 2( 9sin 3 7cos3 ) 10 2cos3 3sin 3 0x x xx x e x x e x x e         

0 0  រិត 

េូចលនះអនុគមន៍  ( ) 2cos3 3sin 3 xh x x x e  ជាចលមលីយននរមីការ ( ) 2 ( ) 10 ( ) 0h x h x h x    ។ 
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៤.២.២ ែំដណ្ដោះម្រសាយសមីការឌីដេរ ៉ាង់ថ្សយលលដីនថ្អ៊ាលោំប់ទ្យី២ អូម៉ាូថ្សន 
ានដមគុណដលរ 

 

ជាទូ្លៅ៖ រមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលលីនដអ លំដ្ឋប់ទី្២ អូម៉ាូដរន និងមានលមគុណលថ្រមានរងទូ្លៅ  

 0y by cy E     ដេល ,b c   លហយីមានរមីការរមាា ល់ 2 0r br c    ដេលមានឫរ 1r  
និង 2r  លយងីបន៖ 

ក. លបីរមីការរមាា ល់មានឫររីរជាចំននួរិតលផសងោន គឺ 1 2,r r     លន្ធះចលមលីយទូ្លៅននរមីការ        
 E គឺ៖ , ,x xy Ae Be A B    ។ 

ខ្. លបីរមីការរមាា ល់មានឫររីរលរមីោន (ឫរឌុ្ប)គឺ  1 2r r    លន្ធះចលមលីយទូ្លៅននរមីការ  E

 គឺ៖   , ,x x xy Axe Be Ax B e A B       ។ 

គ. លបីរមីការរមាា ល់មានឫររីរជាចំននួកំុផលិចឆ្ល រ់ោន គឺ 1 2,r i r i        លន្ធះចលមលីយទូ្លៅ
ននរមីការ  E គឺ៖  cos sin , ,xy e C x D x C D     ។ 

ឧទាហរណ៍៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការ ៖ 

ក. 6 9 0y y y     តាមលកខខ្ណា លេីម 3(1)y e  និង (0) 5y  ។ 

ខ្. 3 5 2 0y y y    ។ 

គ. 2 5 0y y y     តាមលកខខ្ណា លេីម (0) 2y   និង (0) 3y  ។ 

ចលមលីយ 

ក. 6 9 0y y y     តាមលកខខ្ណា លេីម 3(1)y e  និង (0) 5y   

រមីការរមាា ល់ 2 6 9 0r r    

 
2

1 23 9 0 3r r         

លន្ធះចលមលីយទូ្លៅននរមីការគឺ   3 , ,xy Ax B e A B    

  3 33x xy Ae Ax B e     
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លដ្ឋយ   3 33 1(1)

2(0) 5 3 5

AA B e ey e

By A B

     
   

     
 

េូចលនះចលមលីយមយួននរមីការគឺ   32 xy x e   ។ 

ខ្. 3 5 2 0y y y     

រមីការរមាា ល់ 2

1 2

2
3 5 2 0 1,

3
r r r r        

េូចលនះចលមលីយទូ្លៅននរមីការគឺ 
2

3 , ,
x

xy Ae Be A B   ។ 

គ. 2 5 0y y y     តាមលកខខ្ណា លេីម (0) 2y   និង (0) 3y   

រមីការរមាា ល់ 2 2 5 0r r    

 
2 21 5 4 4 2i i            លន្ធះ 1 21 2 , 1 2r i r i     

លយងីបនចលមលីយទូ្លៅ  cos 2 sin 2 , ,xy C x D x e C D    

   2 sin 2 2 cos 2 cos 2 sin 2x xy C x D x e C x D x e       

ដត 
2

(0) 2 2
1

(0) 3 2 3
2

C
y C

y D C D


   

   
      



 

េូចលនះចលមលីយមយួននរមីការគឺ 1
2cos 2 sin 2

2

xy x x e
 
  
 

។ 

ស្បតិបតត ិលដ្ឋះស្សាយរមីការខាងលស្កាម៖ 

ក. 6 0y y y     តាមលកខខ្ណា លេីម (0) 3, (0) 2y y  ។  

ខ្. 2 8 0y y    តាមលកខខ្ណា លេីម 3 , 0
4 12

y y
    

    
   

។ 

៤.១.៣ ែំដណ្ដោះម្រសាយសមីការឌីដេរ ៉ាង់ថ្សយលលដីនថ្អ៊ាលោំប់ទ្យ២ី មិនអូម៉ាូ
ថ្សន ានដមគុណដលរ 

 រមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលីលនដអ លំដ្ឋប់ទី្២ មិនអូម៉ាូដរន មានលមគុណលថ្រ ជាអនុគមន៍ដេលមានរង
ទូ្លៅ ( )ay by cy p x     ដេល 0, ( ) 0a p x   និង , ,a b c ។   
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រលបៀបលដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលលីលនដអ លំដ្ឋប់ទី្២ មិនអូម៉ាូដរន មានលមគុណលថ្រ
( )ay by cy p x    ដេល 0, ( ) 0a p x   និង , ,a b c ៖  

 រកចលមលីយទូ្លៅននរមីការ 0ay by cy    ។ 

 រកចលមលីយរិលររននរមីការ ( )ay by cy p x     ដេលមានទ្ស្មង់េូចអងាទី្២ ។ 

 ចលមលីយទូ្លៅននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលគឺជាផលបូកននចលមលីយទូ្លៅ និងចលមលីយរិលររ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការ  24y y x E   ។ 

ចលមលីយ 

 រកចលមលីយទូ្លៅននរមីការ 4 0y y    

រមីការរមាា ល់ 2

1 24 0 2, 2r r r       2 2 , ( , )x x

cy Ae Be A B     

 រកចលមលីយរិលររននរមីការ  24y y x E    

តាង 2 2 , 2py ax bx c y ax b y a         

ជំនរួកនុងរមីការ    2 2 2 2:2 4 4 4 2 4E a ax bx c x ax bx a c x           

2

1

4 1 4
1 1

4 0 0
4 8

2 4 0 1

8

p

a
a

b b y x

a c
c


  


         

     


 

េូចលនះចលមលីយទូ្លៅននរមីការគឺ៖  2 2 21 1
, ,

4 8

x x

c py y y Ae Be x A B       ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគមានរមីការ  4 13 40siny y y x E    ។ 

ក. រកចលមលីយរិលររននរមីការ  E ។  

ខ្. លដ្ឋះស្សាយរមីការ  E  កនុងលកខខ្ណា លេីម    0 2, 0 0y y  ។ 

ចលមលីយ 

ក. រកចលមលីយរិលររននរមីការ  E  
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តាង sin cos cos sin , sin cosp py A x B x y A x B x y A x B x          

ជំនរួកនុង      : sin cos 4 cos sin 13 sin cos 40sinE A x B x A x B x A x B x x        

      12 4 sin 4 12 cos 40sinA B x A B x x      

12 4 40 3 10 9 3 30 3

4 12 0 3 0 3 0 1

A B A B A B A

A B A B A B B

         
      

          
 

េូចលនះចលមលីយរិលររននរមីការ   E  គឺ 3sin cospy x x  ។ 

ខ្. លដ្ឋះស្សាយរមីការ  E  

រមីការរមាា ល់ 2 24 13 0 2 13 9, 3r r i             

   2

1 22 3 , 2 3 cos3 sin 3 , ,x

cr i r i y A x B x e A B           

ចលមលីយទូ្លៅនន  E គឺ    2cos3 sin 3 3sin cos , ,x

c py y y A x B x e x x A B        

   2 23 sin 3 3 cos3 2 cos3 sin 3 3cos sinx xy A x B x e e A x B x x x          

លដ្ឋយ  

 

0 2 1 2 3

3 2 3 0 10 0

y A A

B A By

    
   

      

 

េូចលនះចលមលីយននរមីការ  E គឺ   23cos3 sin 3 3sin cosxy x x e x x    ។ 

ស្បតិបតត ិ  

១. លគឱ្យរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល   2: 2 2 2E y y y x x      ។ 

      ក. រកអនុគមន៍រហុធាេឺលស្កទី្២ ដេលជាចលមលីយរិលររនន  E ។ 

      ខ្. លដ្ឋះស្សាយរកចលមលីយទូ្លៅននរមីការ  E ។ 

២. លគឱ្យរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល  siny y x E    ។ 

 ក. លដ្ឋះស្សាយរមីការ 0y y   ។ 

 ខ្. កំណត់ចំនួនរិត A  ដេលអនុគមន៍ ( ) cosg x Ax x  ជាចលមលីយរិលររននរមីការ  E ។ 

 គ. លដ្ឋះស្សាយរមីការ  E  កនុងលកខខ្ណខ លេីម    
5

0 3 , 0
2

y y  ។ 
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លហំាត់អនុវតតន៍លមលរៀនទី្៤ 

១. លដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល៖  

ក. 3 2( ) 2 5f x x x      ខ្. 2

2 5
y

x
 


    គ.   22 3 3 6

dy
t t t

dt
     

 . 2

2 3xdz
xe x

dx
     ង.  

 

2

3 2

6 4
y

2

x x

x x


 

 
  ច. ( ) cos3 tf t t   

្.    2 3
dy

y y x
dx

    ជ. 2 25y y       ឈ.  22 3 1
x

dy x x dx
y

    

២. លដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលតាមលកខខ្ណា ដេលឱ្យ៖ 

ក.  23 , 1 4
dy

x x y
dx

      ខ្. 2 1 cos , (0) 1
dy

x x y
dx

      

គ.   2 2 , 0 5
xy

x y
y


       . 1

1 , ln 2
cot 6

y y
x

 
   

 
 

ង.      23 2 6 , 1 4x f x x y     ច.  2 1 , 0 5xy e y    

្.  
1 2

, 2 0
1

dx x
y

y dy y
 


   ជ.    2 , 1 1

1

xy
x y e

y


   


 

៣. រកចលមលីយទូ្លៅននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលខាងលស្កាម៖ 

ក. 3 0y y     ខ្. 5 0
dy

y
dx

    គ. 3 2 0y y    

 . 2 ln 6 0
dy

y
dx

   ង. 1y y x      ច. 2 3y y x x     

្. 22 xy y e     ជ. 2y y cosx    ឈ. cos sin
dy

y x x
dx

    

៤. លដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលតាមលកខខ្ណា ដេលឱ្យេូចខាងលស្កាម៖  

 . 1 , 0 0
dy

a y y
dx

       . 2 0 , 1 3b y y y       . 2 0 , 3 2c y y y     

  5. 7 4 ln1 , 7d y y y e      

៥. លគឱ្យរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល  1 : 2 0E y y    និង  2 :E y y  ។ 
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 ក. លដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល  1E  និង  2E  រចួរកចលមលីយរិលររ 1y  នន  1E ដេល 
 1 0 4y   និង 2y  នន  2E  ដេល  2 0 1y  ។ 

ខ្. លគឱ្យ  f x  ជាអនុគមន៍កំណត់លលី លដ្ឋយ   1 2f x y y  ។ លដ្ឋះស្សាយរមីការ   0f x  ។ 

៦. លគមានរមីការឌី្លផរ ៉ាងដរយល   2: 2E y y x   ។ 

 ក. កំណត់រហុធាេឺលស្កទី្២ g  ដេលជាចលមលីយរិលររនន   E ។ 

 ខ្. តាង h  ជាអនុគមន៍ដេល      h x f x g x  ។ លបី  h  ជាចលមលីយននរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល 
2 0y y    លន្ធះបរហ ញថ្ន f  ជាចលមលីយទូ្លៅននរមីការ  E ។ 

គ. លដ្ឋះស្សាយរមីការ 2 0y y    រចួទាញរកអនុគមន៍ f  ដេលជាចលមលីយទូ្លៅននរមីការ  E ។ 

៧. លដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលខាងលស្កាម៖  

. 2 0a y y y      . 2 2 0b y y y      . 13 0c y y y     

. 2 0d y y      . 4 7 2 0e y y y       . 2 11 11 0f y y y     

. 2 3 6g y y y      . 2 4 xh y y y e      3. 3 5 4 2i y y y x x      

៨. លដ្ឋះស្សាយរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយលតាមលកខខ្ណា ដេលឱ្យេូចខាងលស្កាម៖ 

ក.    
1 3 2

0 , 0 , 0 3 2
4 2

y y y y      ខ្.    6 13 0 , 0 1, 0 0y y y y y        

គ.    4 0 , 0 , 0 2y y y y e y e          .    5 6 , 0 0, 0 10y y x y y         

ង.    44 5 35 , 0 3, 0 1xy y y e y y          ច.    4 sin , 0 1, 0 2y y x y y      

៩. លគមានរមីការឌី្លផរ ៉ាង់ដរយល  9 2cosy y x E   ។ លគតាង cosy z k x   ដេល z  ជាអនុ
គមន៍នន x  និង k  ជាចំននួលថ្រ។ 

ក. រក k  ដេល z  ជាចលមលីយននរមីការ 9 0z z    កាលណា cosy z k x   ជាចលមលីយនន  E ។ 

ខ្. លដ្ឋះស្សាយរមីការ 9 0z z    រចួទាញរកចលមលីយទូ្លៅននរមីការ  E ។ 

គ. រកចលមលីយមួយនន  E  ដេលលផេៀងផ្លេ ត់  0 0y   និង   3y   ។ 

១០. លគឱ្យរមីការ  2 4 2cos 2y y y x E      ។ 
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ក. លដ្ឋះស្សាយរមីការ 2 4 0y y y     ។ 

ខ្. កំណត់ចនួនរិត a  និង b  លេីមបឱី្យអនុគមន៍ g  កំណត់លលី លដ្ឋយ 
  cos 2 sin 2g x a x b x   ជាចលមលីយរបរ់រមីការ  E ។ 

១១. ក. លដ្ឋះស្សាយរមីការ   : 4 0E y y    (តាង  g x  ជាចលមលីយននរមីការ  E )។ 

  ខ្. រកចលមលីយនន  E  លដ្ឋយេឹងថ្ន  0 1g   និង  0 4g  ។ 

  គ. កំណត់ចំនួនរិត m  និង n  លេីមបឱី្យ  f x mx n   ជាចលមលីយននរមីការ 
  : 4 1F y y x    ។ 

   . បរហ ញថ្ន    g x f x  ជាចលមលីយនន  F ។  
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ដមដរៀនទ្យី៥      នំននួកុំេែនិ 
៥.១ នំនួនកុំេែិនទ្យម្រមង់ពិជគណិត 

៥.១.១ សញ្ជា ណច្ននំនួនកុំេែិន 

ជាទូ្លៅ៖ 

 ចំននួកំុផលិចទ្ស្មង់រិជគិតជាចំននួដេលមានរង z a bi  ដេល ,a b លហយី a លៅថ្នដផនក
រិត b លៅថ្នដផនកនិមិតត  ។ iជាឯកតានិមិតតដេល 2 1i   ។  
 ចំននួកំុផលិចឆ្ល រ់នន z a bi  គឺ z a bi   ។ 

 ចំននួកំុផលិចផេុយនន z a bi  គឺ z a bi    ។ 

ឧទាហរណ៍៖ លយងីមានចំននួកំុផលិច 3 2 , 2 5 ,1 4 ,7 , 9 ,0,i i i i i     ។ 

រកដផនករិត ដផនកនិមិតត ចំនួនកំុផលិចឆ្ល រ់ និងចំននួកំុផលិចផេុយននចំននួកំុផលិចទាងំលនះ។ 

ចលមលីយ 

ស្បតិបតត ិលគមានចំននួកំុផលិច 2 1
5 , , 6 , 10, 13

3 2
i i i i      ។ 

រកដផនករិត ដផនកនិមិតត ចំនួនកំុផលិចឆ្ល រ់ និងចំននួកំុផលិចផេុយននចំននួកំុផលិចលនះ។ 

៥.១.២ ម្របាណវិធីដលើនំនួនកុំេែិន 

ជាទូ្លៅ៖ លបីលគមានចំននួកំុផលិចរីរ  លន្ធះលគបន៖  

        1 2z z a bi c di a c b d i          

        1 2z z a bi c di a c b d i          

       1 2z z a bi c di ac bd ad bc i        

1 2,z a bi z c di   

ចំននួកំុផលិច ដផនករិត ដផនកនិមិតត ចំននួកំុផលិចឆ្ល រ់ ចំននួកំុផលិចផេុយ 

3 2i  3  2  3 2i  3 2i   

2 5i   2  5  2 5i   2 5i  

1 4i  1 4  1 4i  1 4i   

7  7  0  7  7  

9i  0  9  9i  9i  

0  0  0  0  0  

i  0  1 i  i  
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 
  

1

2 2

2

a bi c diz a bi

z c di c d

 
 

 
 

រមាា ល់៖ លបីចំននួកំុផលិចរីរលរមីោន  1 2z z  ឬ a c
a bi c di

b d


    


 

ឧទាហរណ៍១៖ គណន្ធ 1 2 1 2 1 2, ,z z z z z z   និង 1

2

z

z
ចំល ះលកខខ្ណខ ខាងលស្កាម៖  

ក. 1 26 , 5z i z i      ខ្. 1 22 3 , 1 2z i z i     

ចលមលីយ 

ក. 1 26 , 5z i z i    

  

 

1 2

1 2

2

1 2

2

1

2

2

6 5 6 6

6 5 6 4

5 6 30 5 5 30

66 6 1 6 1 6

5 5 5 5 5 5

z z i i i

z z i i i

z z i i i i i

i iz i i i i
i

z i i i i

       

       

       

      
     

 

 

ខ្. 1 22 3 , 1 2z i z i     

 

 

  

  

    

1 2

1 2

2

1 2

2

1

22
2

2 3 1 2 3

2 3 1 2 1 5

2 3 1 2 2 4 3 6 8

2 3 1 22 3 2 4 3 6 4 7 4 7

1 2 1 2 1 2 5 5 51 2

z z i i i

z z i i i

z z i i i i i i

i iz i i i i i
i

z i i i i

      

      

        

      
      

   

 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគមានចំននួកំុផលិចរីរ 1 21 , 2 2z i z i    ។  

   ររលររ 
2

2 1

1 2

2

3

z z
A

z z i





ជាទ្ស្មង់រិជគណិត។ 

ចលមលីយ 

   

  

22 2

2 1

2

1 2

2 2 2 12 4 8 4 2 2

3 1 2 2 3 2 2 2 2 3

i iz z i i i
A

z z i i i i i i i i

      
  

       
 

  

    

2

22

2 6 4 32 6 8 6 24 18 10 30 2 6

4 3 4 3 4 3 16 9 5 54 3

i ii i i i i
i

i i i i

      
      

   
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េូចលនះ 2 6

5 5
A i    ជាទ្ស្មង់រិជគណិត។ 

ឧទាហរណ៍ទី្៣៖ កំណត់តនមល ,a b ចំល ះរមីការ    2 3 1 2 5 12a i bi i     ។ 

ចលមលីយ 

កំណត់តនមល ,a b  

       2 3 1 2 5 12 2 1 2 3 5 12a i bi i a b i i            

2 1 5

2 3 12

a

b

 
 

 
 ឬ 

2

9

2

a

b








 

  េូចលនះ 9
2 ,

2
a b   ។ 

ស្បតិបតត ិ

១. គណន្ធរចួររលររជាទ្ស្មង់រិជគណិត៖  

 ក.    4 7 10 30i i         ខ្. 4 1 5 7

3 3 6 6
i i

   
     

   
 

 គ.   4 3 11 5i i         .  3 2

5 4

i

i




 

២. លគមានចំននួកំុផលិច 
2

1 3

3 3

i
z

i

 
    

 និង    1 2z x y i     ។ 

 ក. ររលររ z ជាទ្ស្មង់រិជគណិត ។ 

 ខ្. គណន្ធ ,x y  លេីមបេីឱ្យ  z z  ។ 

៥.១.២ នំនួនកុំេែិនដលើបែង់កុំេែិន 

លគអាចតាងចំននួកំុផលិច z a bi   កនុងតស្មុយអរតូណរលម  xoy លដ្ឋយចំណុច  ,M a b ។ លគថ្ន
ចំណុច M ជាចំណុចរូបភារននចំននួកំុផលិច z a bi   ដេលកំណត់ររលររ  M z ។ 

មា៉ាងលទ្ៀតលគក៏អាចតាងចំននួកំុផលិច z a bi   លដ្ឋយវុចិទ័្រ  ,OM a b ។ លគថ្នវុចិទ័្រ OM ជាវុចិទ័្រ

រូបភារននចំនួនកំុផលិច z a bi   លហយីកំណត់ររលររលដ្ឋយ  OM z ។ 
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ឧទាហរណ៍៖ ក.តាងរូបភារននចំនួនកំុផលិ 2 ,3 2 ,5,3i i i  លដ្ឋយចំណុចលៅកនុងបលង់កំុផលិច។ 

 ខ្.តាងរូបភារននចំននួកំុផលិច 1 2 , 4 , 3, 2i i i      លដ្ឋយវុចិទ័្រលៅកនុងបលង់កំុផលិច។ 

ចលមលីយ 

ក. តាងចំណុច , , ,A B C Dជារូបភារលរៀងោន ននចំននួកំុផលិច 2 ,3 2 ,5,3i i i   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ខ្. តាងចំណុច , , ,M N O P  ជារូបភារលរៀងោន ននចំននួកំុផលិច 1 2 , 4 , 3, 2i i i     ។ 

រូបភារ ៥.៣ 

រូបភារ ៥.១ រូបភារ ៥.២ 
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ស្បតិបតត៖ិ កំណត់រូបភារននចំននួកំុផលិច 5 3 ,2 3, 4 1, 7,i i i i       កនុងបលង់កំុផលិច។ 

៥.១.៣ វុិនទ្យ័ររបូភាពច្នេលបូក េលែកននំួនកុំេែិន និងេលគណុនំនួនកុំ
េែិននឹងនំនួនពិតដលើបែង់កុំេែិន 

ឧទាហរណ៍៖ លគមានចំននួកំុផលិចរីរ 1 21 2 , 2z i z i    ។ 

កំណត់រូបភារននចំនកំុផលិច  លដ្ឋយវុចិទ័្រកនុងបលង់កំុផលិច។ 

កំណត់រូបភារននចំនកំុផលិច  លដ្ឋយវុចិទ័្រកនុងបលង់កំុផលិច។ 

ចលមលីយ 

តាងវុចិទ័្រ  ជារូបភារលរៀងោន ននចំននួកំុផលិច  

1 21 2 , 2z i z i     

1 2 1 2 2 1 3z z i i i         

 13 3 1 2 3 6z i i     

 22 2 2 4 2z i i        

1 2 1 2 1 2, ,3 , 2z z z z z z  

1 2 1 2 1 2, ,3 , 2z z z z z z  

, ,OP,OQOM ON 1 2 1 2 1 2, ,3 , 2z z z z z z  

រូបភារ ៥.៤ 
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ស្បតិបតត ិលគឱ្យចំននួកំុផលិចរីរ  1 23 3 , 6 5z i z i    ។ 

 កំណត់រូបភារននចំនួនកំុផលិច 1 2 2 1 1 2 1 2 1

1 2
, , ,2 ,

3 3
z z z z z z z z z     លដ្ឋយវុចិទ័្រកនុងបលង់កំុផលិច។ 

 

៥.២ នំនួនកុំេែិនទ្យម្រមង់ម្រតីដកាណាម្រត 

៥.២.១ ម៉ាូឌុលច្ននំននួកុំេែិន 

 លបីលយងីមានចំននួកំុផលិច z a bi   លហយី 
M ជាចំណុចរូបភារនន z  កនុងបលង់កំុផលិច 
 xoy  លន្ធះស្បដវង OM ជាម៉ាូឌុ្លននចំននួកំុផលិច
នដេលកំណត់លដ្ឋយ៖ 

2 2 2 2 2OM a b OM a b     លគតាងម៉ាូឌុ្
លនន z  លដ្ឋយ z  ឬ  r  លហយីលគកំណត់ររ

លររ៖   

 

2 2r z a b  

រូបភារ ៥.៥ 

រូបភារ ៥.៦ 
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ឧទាហរណ៍ទី្១៖លគឱ្យចំនួនកំុផលិច  1 2

3 1
4 3 ,

2 2
z i z i    ។ គណន្ធ 

1 2,z z ។ 

ចលមលីយ 

2 2

1 4 3 16 9 25 5z        

2 2

2

3 1 3 1
1

2 2 4 4
z

   
            

 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគមានចំននួកំុផលិច 1 3z i  ។ គណន្ធ , ,z z z ។ 

ចលមលីយ 

1 3 , 1 3 , 1 3z i z i z i         

លយងីបន  

 

លកខណៈម៉ាូឌុ្លននចំននួកំុផលិច 

 លបី 1 2,z z  ជាចំននួកំុផលិចលន្ធះលគបន ៖ 

1 1 1

2

1 1 1

1 2 1 2

11

2 2

1 2 1 2

z z z

z z z

z z z z

zz

z z

z z z z

  



  



  

 

ឧទាហរណ៍ទី្៣៖ លគមានចំននួកំុផលិច 1 22 2 , 1z i z i     ។ លផេៀងផ្លេ ត់ថ្ន៖ 

ក. 2

1 1 1z z z   ខ្. 
1 2 1 2z z z z     គ. 11

2 2

zz

z z
     . 

1 2 1 2z z z z    

 

   

 

2
2

22

2
2

1 3 1 3 4 2

1 3 1 3 4 2

1 3 1 3 4 2

z

z

z

     

        

      
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ចលមលីយ 

ក. 2

1 1 1z z z    

លយងីមាន  
222 2 2

1 12 2 2 2 2 2 2 2 8z z         

       
22

1 1 2 2 2 2 2 2 4 4 8z z i i i         

េូចលនះ 2

1 1 1z z z  រិត។ 

ខ្. 
1 2 1 2z z z z      

លយងីមាន    2

1 2 1 22 2 1 2 2 2 2 4 4z z i i i i i z z                

    
22 2 2

1 2 2 2 1 1 2 2 2 4z z          

 េូចលនះ 
1 2 1 2z z z z    រិត។ 

គ. 11

2 2

zz

z z
     

លយងីមាន 
  

    

2

1 1

2 2
2 2

2 2 12 2 2 2 2 2 4
2 2

1 1 1 21

i iz zi i i i i
i

z i i i zi

       
       
       

 

   

 

2 2
1

2 2
2

2 2 2 2
2

21 1

z

z


  

 

 

េូចលនះ 11

2 2

zz

z z
  រិត។ 

លយងីមាន 2 2

1 2 1 22 2 1 1 3 1 3 1 9 10z z i i i z z                

    
22 2 2

1 2 2 2 1 1 2 2 2 3 2 11z z           

 េូចលនះ 
1 2 1 2z z z z    រិត។ 

ស្បតិបតត ិលគឱ្យចំននួកំុផលិចរីរ 3 2 , 4z i w i    ។ គណន្ធ , , , ,
zz

z w z w z w
w w

   ។ 
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៥.២.២ អគុយម៉ាង់ច្ននំនួនកុំេែិន 

លបីលគមានចំនួនកំុផលិច z a bi   រេិតលៅកនុងបលង់កំុផលិច 

 xoy លហយី OM ជាវុចិទ័្ររូបភារនន z   

លន្ធះមំុដេលកំណត់លដ្ឋយ  ,OX OM លៅថ្នអាគុយម៉ាង់

ននចំននួកំុផលិច z ដេលតាងលដ្ឋយ  ឬ arg z។   

 លេីមបរីកអាគុយម៉ាង់នន z លយងីស្តូវលដ្ឋះស្សាយស្បរ័នធរ
មីការ៖  

  
cos

sin

a

r

b

r









 


  ដេល 2 2r z a b    

ឧទាហរណ៍៖ គណន្ធអាគុយម៉ាង់ននចំននួកំុផលិច ៖ 

ក. 1z i    ខ្. 1 3z i     គ. 4z i     . 7z   

ចលមលីយ 

ក. 2 21 1 1 2z i r       

លយងីបន   
1 2

cos
22

2 ,
41 2

sin
22

k k




 




 


   


 




 

េូចលនះ argz 2 ,
4

k k


     ។ 

ខ្.  
22

1 3 1 3 4 2z i r          

លយងីបន 
1

cos
22

2 ,
33

sin
2

k k




 




 

   
 


 

េូចលនះ 2
argz 2 ,

3
k k


     ។ 

រូបភារ ៥.៧ 
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គ.  
224 0 4 4z i r        

លយងីបន 
cos 0

3
2 ,4

2sin 1
4

k k




 





    
  



 

េូចលនះ 3
arg 2 ,

2
z k k


      

 . 2 27 7 0 7z r      

លយងីបន 
7

cos 1
7

2 ,
0

sin 0
7

k k



 




 

  
  


 

េូចលនះ argz 2 ,k k     

ស្បតិបតត ិ រកអាគុយម៉ាង់ននចំននួកំុផលិច 3 3 , 2 3 2 , 1 3z i w i v i       ។ 

៥.២.៣ ទ្យម្រមង់ម្រតីដកាណាម្រតច្ននំនួនកុំេែនិ 

 លយងីមានចំនួនកំុផលិចទ្ស្មង់រិជគណិត z a bi   លដ្ឋយ cos cos
a

a r
r

     និង

sin sin
b

b r
r

     លន្ធះលយងីបន  cos sin cos sinz r ir r i        លៅថ្នទ្ស្មង់ស្តី

លកាណមាស្តននចំនួនកំុផលិច។ 

ជាទូ្លៅ៖ ចំននួកំុផលិចទ្ស្មង់រិជគណិត z a bi   អាចររលររលៅជាទ្ស្មង់ធរណីមាស្ត
 cos sinz r i   ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ បំដបលងចំននួកំុផលិចខាងលស្កាមជាទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត៖ 

ក. 5 5i    ខ្. 2 3 2i       គ. 3 3 3i        . 3 1

4 4
i  

ចលមលីយ 

ក. 2 2 25 5 5 5 2 5 5 2i r        
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5 2
cos

25 2

45 2
sin

25 2









 


 


 




 

េូចលនះទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្តននចំនួនកំុផលិចគឺ   5 5 5 2 cos sin
4 4

i i
  

   
 

។   

ខ្.  
2

22 3 2 2 3 2 12 4 4i r          

2 3 3
cos

54 2

62 1
sin

4 2








 
  

 
  


 

េូចលនះទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្តននចំនួនកំុផលិចគឺ 5 5
2 3 2 4 cos sin

6 6
i i

  
    

 
។ 

គ.    
22

3 3 3 3 3 3 9 27 36 6i r            

3 1
cos

46 2

33 3 3
sin

6 2









  

 
   



 

េូចលនះទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្តននចំនួនកំុផលិចគឺ 4 4
3 3 3 6 cos sin

3 3
i i

  
    

 
។ 

 . 3 1 1 3 1 1 1
cos sin cos sin

4 4 2 2 2 2 6 6 2 6 6
i i i i

           
                         

 

េូចលនះទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្តននចំនួនកំុផលិចគឺ 3 1 1
cos sin

4 4 2 6 6
i i

     
        

    
។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ ររលររចំននួកំុផលិចខាងលស្កាមជាទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត៖  

 ក. 3
cos sin

2 3 3
z i

  
   

 
  ខ្. 5 cos sin

4 4
w i

  
   

 
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ចលមលីយ 

ក. 3 3 3 2 2
cos sin cos sin cos sin

2 3 3 2 3 3 2 3 3
z i i i

     
 

        
                

        
 

 េូចលនះទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្តគឺ  3 2 2
cos sin

2 3 3
z i

  
  

 
 ។ 

ខ្. 5 5
5 cos sin 5 cos sin 5 cos sin

4 4 4 4 4 4
w i i i

     
 

        
                

        
 

េូចលនះទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្តគឺ 5 5
5 cos sin

4 4
w i

  
  

 
 ។ 

ស្បតិបតត ិបំដបលងចំននួកំុផលិចខាងលស្កាមលៅជាទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត៖ 

ក. 3z i   ខ្. 3 1

6 6
w i    គ. 4 4

3 3
v i      . 7 cos sin

6 6
u i

  
   

 
 

៥.២.៤ េលគុណនិងេលថ្នកច្ននំនួនកុំេែនិតាមទ្យម្រមង់ម្រតីដកាណាម្រត 

ជាទូ្លៅ៖ លបីលយងីមានចំនួនកំុផលិចទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត  1 1 1 1cos sinz r i    និង 
 2 2 2 2cos sinz r i    លន្ធះលយងីបន៖  

    1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i           និង    1 1
1 2 1 2

2 2

cos sin
z r

i
z r

          

 (រស្មាយបញ្ា ក់លមីលកនុងលរៀវលៅគណិតថ្នន ក់ទី្១១កស្មិតខ្ពរ់ទំ្រ័រ ១៥២ ១៥៣ និង ១៥៥) 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លគមានចំននួកំុផលិច 3 3
4 cos sin

4 4
z i

  
  

 
 និង 2 cos sin

4 4
w i

  
  

 
។ 

  គណន្ធ z w  និង z

w
។ 

ចលមលីយ 

 
3 3

4 2 cos sin 8 cos isin
4 4 4 4

z w i
   

 
    

           
      

4 3 3
cos sin 2 cos sin

2 4 4 4 4 2 2

z
i i

w

           
           

      
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ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគមានចំននួកំុផលិច 1

2 2

3 3
z i    និង 2 3z i  ។ លដ្ឋយលស្បីទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត

គណន្ធ 1 2z z  និង  2

1

z

z
 លដ្ឋយឱ្យចលមលីយជាទ្ស្មង់រិជគណិត។

 

ចលមលីយ 

លយងីមាន 

2 2

1 1

2 2 2 2 4 4 2
2

3 3 3 3 9 9 3
z i r

   
             

   
 

 

 2

3 3
3 3 0 3 cos sin

2 2
z i i i

  
      

 
’ 

លគបន  

1 2

2 5 3 5 3 11 11
2 3 cos sin 2 2 cos sin

3 4 2 4 2 4 4
z z i i

           
             

      

3 3 3 3 2 2
2 2 cos 2 sin 2 2 2 cos sin 2 2 2 2

4 4 4 4 2 2
i i i i

   
 

       
                            

2

1

3 3 5 3 5 9 2
cos sin cos sin

2 2 4 2 4 4 4 4
2

3

z
i i

z

           
           

      

 
9 2 2 2 9 9

4 2 2 4 4
i i

 
     

 
 

េូចលនះ 1 2 2 2z z i     និង 2

1

9 9

4 4

z
i

z
  ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្៣៖ លគមានចំននួកំុផលិច ។ គណន្ធ លដ្ឋយឱ្យលទ្ធផលជា 

3 2 cos sin
4 4

1 3

i

z
i

  
 

 



z

1

1 1

1

2

23cos
2 2

2
5 2 5 53

, 2 cos sin
2 4 3 4 4

23sin
2 2

2
3

z i



  







  

  

     
  

   



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ទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត រចួទាញរកតនមលស្បកេនន 7
cos

12

  និង 7
sin

12

 ។ 

ចលមលីយ 

3 2 cos sin 3 2 cos sin 3 2 cos sin
4 4 4 4 4 4

1 3 1 3
2 cos sin2

3 32 2

i i i

z
i

ii

     

 

     
       

       
       

         
     

 

3 2 3 2 7 7
cos sin cos sin

2 4 3 4 3 2 12 12
i i

           
           

      
 

ទាញរកតនមលស្បកេនន 7
cos

12

  និង 7
sin

12


 

 រក z  ជាទ្ស្មង់រិជគណិត 

  
  

2 2
3 23 2 cos sin 3 3 1 32 24 4

1 3 1 3 1 3 1 3

ii i i
z

i i i i

         
     

   
 

2

2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

1 3 4 4

i i i
i

    
  


 

លដ្ឋយ 
3 2 7 7 3 2 7 3 3 3 7 2 6

cos sin cos cos
2 12 12 2 12 4 12 4

3 2 7 3 3 3 7 2 63 3 3 3 3 3
sin sin

2 12 4 12 44 4

z i

z i

   

 

     
       

   
   

    
     

 

េូចលនះ 7 2 6
cos

12 4

 
  និង 7 2 6

sin
12 4

 
 ។ 

ស្បតិបតត១ិ លគមានចំននួកំុផលិច 5z i និង 3 cos sin
6 6

w i
  

   
 

។ លដ្ឋយលស្បីទ្ស្មង់ស្តីលកាណ

មាស្តគណន្ធ z w  និង w

z
។ 

ស្បតិបតត២ិ លគមានចំននួកំុផលិច 4 4 3

3 3

i
w

i





។ រកទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្តនន w  រចួទាញរកតនមលស្បក

េនន  cos
12


 និង sin

12

 ។ 

 



  

104 

៥.២.៥ សវយ័គុណទ្យី n  ច្ននំនួនកុំេែិន 

ជាទូ្លៅ៖ លបីលគមានចំននួកំុផលិចទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត  cos sinz r i   លន្ធះរវ័យគុណទី្ n  នន 
z  កំណត់លដ្ឋយ   cosn sinnn nz r i   ដេល nជាចំននួគត់រុឡឺាទី្បវជិាមាន។  

(រស្មាយបញ្ា ក់លមីលលរៀវលៅគណិតវទិ្ាថ្នន ក់ទី្១១កស្មិតខ្ពរ់ទំ្រ័រ ១៦៤)។ 

 តាមរយៈរូបមនដលនះលគទាញបន៖    cos sin cosn sinn
n

i i       លៅថ្នរូបមនដេឺម័រ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លគមានចំននួកំុផលិច  3 cos sin
10 10

z i
  

  
 

 និង  
8

5 5w i  ។ 

 គណន្ធ 5z  និងw  លដ្ឋយឱ្យលទ្ធផលជាទ្ស្មង់រិជគណិត។  

ចលមលីយ 

5

5 53 cos sin 3 cos sin 243 cos5 sin 5
10 10 10 10 10 10

z i z i i
          

             
     

 

  243 cos sin 243 0 0 243
2 2

i i i
  

      
 

 

 េូចលនះ 5 0 243z i  ។  

   
8 8

88 2 2
5 5 5 2 5 2 cos sin

2 2 4 4
w i i i

        
                       

 

    4 450 cos8 sin8 50 cos 2 sin 2
4 4

i i
 

 
    

              
    

    4 4 450 cos 2 sin 2 50 1 0 50 0i i i        

  េូចលនះ 450 0w i   ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ គណន្ធ 
36

3

2 2

i
z

i

 
    

។ 

36

cos sin cos36 sin 36 cos3 sin 3 1 0
12 12 12 12

i i i i
   

 
   

             
   

 

  េូចលនះ 1 0z i   ។ 
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ស្បតិបតត ិលគឱ្យ
21

1

1 3

2 2
z i

 
    
 

 និង   
48

2 1 2 3 2z i i   
 

។  

  ររលររ 1z  និង 2z ជាទ្ស្មង់រិជគណិត។ 

៥.២.៦ ឫសទ្យីn  ច្ននំនួនកុំេែិន 

ជាទូ្លៅ៖ លបីលគមានចំនួនកំុផលិចមិនរូនយទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត  cos sinz r i    លហយី nជា
ចំននួគត់រុឡឺាទី្បវជិាមាន លន្ធះ z មាន n  ឫរទី្ n កំណត់លដ្ឋយ៖  

  2 2
cos sin , 0,1,2,..., n 1n

k

k k
w r z i k

n n

         
       

    
 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ គណន្ធឫរទី្4 ននចំននួកំុផលិច 8 8 3z i    រចួតាងឫរទាងំលន្ធះលលីរងវង់។ 

ចលមលីយ 

1 3 2 2
8 8 3 16 16 cos sin

2 2 3 3
z i i i

    
              

 

ឫរទី្4 ននចំននួកំុផលិច 8 8 3z i    កំណត់លដ្ឋយ៖ 

4

2 2
2 2

3 316 cos sin
4 4

k

k k

w i

 
 

 
  

  
 
 

 

2 6 2 6
2 cos sin

12 12

k k
i

     
  

 
   ដេល 0,1,2,3k   

0

3 1
0 : 2 cos sin 2 3

6 6 2 2
 k w i i i

    
             

 

1

8 8 2 2 1 3
1: 2 cos sin 2 cos sin 2 1 3

12 12 3 3 2 2
k w i i i i

        
                     

 

2

14 14 7 7 3 1
2 : 2 cos sin 2 cos sin 2 3

12 12 6 6 2 2
k w i i i i

        
                     

 

3

20 20 5 5 1 3
3: 2 cos sin 2 cos sin 2 1 3

12 12 3 3 2 2
k w i i i i

        
                   

 

រូបភារ ៥.៨ 
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ឧទាហរណ៍ទី្2៖ លដ្ឋះស្សាយរមីការ 5 243 0z   ។ 

ចលមលីយ 

5 5243 0 243z z      

ឫរទី្ 5 នន 243  កំណត់លដ្ឋយ៖ 

 5 2 2 2 2
243 cos sin 3 cos sin

5 5 5 5
k

k k k k
z i i

             
      

   
  , 0,1, 2,3, 4k   

លបី 00 : 3 cos sin
5 5

k z i
  

   
 

 

លបី 1

3 3
1: 3 cos sin

5 5
k z i

  
   

 
 

លបី  22 : 3 cos sink z i     

លបី 3

7 7
3: 3 cos sin

5 5
k z i

  
   

 
 

លបី 4

9 9
4 : 3 cos sin

5 5
k z i

  
   

 
 

ឧទាហរណ៍ទី្3៖ គណន្ធ  
3

4 1 3i  ។ 

ចលមលីយ 

   

3 3
3

3 1 3 2 2 2 2
1 3 2 8 cos sin 8 cos3 sin 3 8 cos 2 sin 2

2 2 3 3 3 3
i i i i i

   
 

     
                       

  

ឫរទី្4 នន  
3

1 3i  កំណត់លដ្ឋយ៖  

4 2 2 2 2
8 cos sin , 0,1,2,3

4 4
k

k k
w i k

     
   

 
 

លបី 4 4 4
0

2 2
k 0 : 8 cos sin 8 cos sin 8

4 4 2 2
w i i i

      
        

   
 

លបី  4 4 4
1

4 4
k 1: 8 cos sin 8 cos sin 8

4 4
w i i

 
 

 
       

 
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លបី 4 4 4
2

6 6 3 3
2 : 8 cos sin 8 cos sin 8

4 4 2 2
k w i i i

      
         

   
 

លបី  4 4 4
3

8 8
k 3: 8 cos sin 8 cos 2 sin 2 8

4 4
w i i

 
 

 
      

 
 

ស្បតិបតត ិ 

១. គណន្ធឫរទី្ 6 នន 2 2 3i   រចួតាងឫរទាងំលន្ធះលលីរងវង់ស្តីលកាណមាស្ត។ 

២. លដ្ឋះស្សាយរមីការ 3 4 4 0z i   ។ 

៣. គណន្ធ 
4

5
1 1

2 2
i

 
 

 
។ 

៥.២.៧ ទ្យម្រមង់អុិនស្ ៉ាណូង់ថ្សយលច្ននំនួនកុំេែិន 

ជាទូ្លៅ៖ ទ្ស្មង់អិុចរបូណង់ដរយលននចំននួកំុផលិចកំណត់លដ្ឋយ៖  

iz re   ដេល r z  និង arg z    

លដ្ឋយ  cos siniz re r i      លន្ធះ cos sinie i     

 ឧទាហរណ៍១៖ រកទ្ស្មង់រិជគណិតននចំននួកំុផលិច៖  ក. ie 
     ខ្. 6

i

e


         គ. 4
i

e


  ។ 

ចលមលីយ 

ក.    cos sin cos sin 1 0ie i i i               

ខ្. 6
3 1

cos sin
6 6 2 2

i

e i i


 
     

គ. 4
2 2

cos sin
4 4 2 2

i

e i i


 
     

ឧទាហរណ៍២៖ រកទ្ស្មង់អិុចរបូណង់ដរយលននចំននួកំុផលិចខាងលស្កាម៖  

ក. 2 2
3 cos sin

3 3
z i

  
  

 
  ខ្. 3 1

4 4
w i    
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ចលមលីយ 

ក. 
2

3
2 2 2 2

3 cos sin 3 cos sin 3
3 3 3 3

i

z i i e


          
            

      
 

ខ្. 
7

6
3 1 1 3 1 1 7 7 1

cos sin
4 4 2 2 2 2 6 6 2

i

w i i i e


    
               

 

ស្បតិបតត ិ

១. ររលររចំននួកំុផលិចទ្ស្មង់អិុចរបូណង់ដរយលលៅជាទ្ស្មង់រិជគណិត៖ 

 ក.  
5

4
i

e


    ខ្. 5 ie 
 

២. ររលររចំននួកំុផលិចខាងលស្កាមលៅជាទ្ស្មង់អិុចរបូណង់ដរយល៖  

 ក. 
4

4 cos sin
12 12

z i
  

  
 

  ខ្. 
8

1 1

3 2 3 2
w i

 
  
 

 

លហំាត់អនុវតតលមលរៀនទី្៥ 

១. ររលររចំននួកំុផលិចខាងលស្កាមជាទ្ស្មង់រិជគណិត៖ 

ក.   2 3 2z i i     ខ្.  
2

1 3v i    គ.   
2

1 2w i i    

 .  
3

2 3z i     ង. 5 3

1

i
w

i





 ច. 7 4

3 2

i
z

i





  

្.  

  

5 1 3

1 2

i
u

i i




 
  ជ. 

3
1 5

3 2

i
w

i

 
  

 
 

២. លគឱ្យចំននួកំុផលិច  1

1

2

i
z


  និង 2 2 3 2z i   ។ 

 ក. គណន្ធ 1 2.z z  និង 1

2

z

z
។ 

 ខ្. ររលររ 1 2 1 2, , .z z z z  និង 1

2

z

z
ជាទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត។  

៣. លគមានចំននួកំុផលិច 1 22 6, 2 2z i z i     និង 1
3

2

z
z

z
 ។ 
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 ក. ររលររ 1 2,z z  និង 3z  ជាទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត។ 

 ខ្. ទាញរកតនមលស្បកេនន cos
12

  និង sin
12

 ។ 

 គ. គណន្ធជាទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្តនន 2023

3z ។ 

៤. លគឱ្យចំននួកំុផលិច    3 1 3 1A i     និង 
1

x iy
B

i





 ដេល x និង y ជាចំននួរិត។ 

 ក. ររលររ 2A  ជាទ្ស្មង់រិជគណិត រចួជាទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត។ 

ខ្. ររលររ B  ជាទ្ស្មង់រិជគណិត រចួទាញរក x និង y លេីមបឱី្យ 22 0B A   ដេល Bជា
ចំននួកំុផលិចឆ្ល រ់នន B ។ 

៥. លគឱ្យចំននួកំុផលិច 1

2 cos sin
12 12

1 3

i

z
i

  
 

 



 និង     2 1 1 1z i x y i     ។  

 ក. ររលររ 1z  ជាទ្ស្មង់ស្តីលកាណមាស្ត និងជាទ្ស្មង់រិជគណិត។ 

 ខ្. កំណត់ចំនូនរិត x  និង y លេីមបឱី្យ  1 22 1 0z z y    ។ 

៦. ររលររ 1 2 2 3z i   និង 4
2 1

i

z e


   ជាទ្ស្មង់អិុចរប ៉ាូណង់ដរយល។ 

៧. លដ្ឋះស្សាយរមីការ sin 3x    កនុងរំណំុចំននួកំុផលិច។ 

៨. លគឱ្យចំនួនកំុផលិច 62
i

z e


  និង 123
i

w e


 ។ គណន្ធ .z w  និង z

w
។ 
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ដមដរៀនទ្យី៦ ធរណីាម្រតវិភាគកៃងុលហំ 
៦.១ កអូរដោដនរកៃងុលហំ 

៦.១.១ តម្រមុយកៃងុលហំ 

និយមន័យ៖ លគលៅតស្មុយកនុងលំហគឺស្គប់ចតុធាតុ  , , j, ko i  ដេល o  ជាចំណុចមយួកនុងលំហ និង 

, ,i j k  ជាបីវុចិទ័្រមិនរេិតលៅកនុងបលង់ដតមយួ។  

 ចំណុច o  លៅថ្នគល់តស្មុយ 

 , j, ki  លៅថ្នវុចិទ័្រឯកតាននអ័កស 
     , ,x x y y z z    លរៀងោន  

      , ,x x y y z z    លៅថ្នអ័កស 
 

 

 

 

 

 

 

៦.១.២ កអូរដោដនច្ននំណុន 

ស្ទឹ្រដបីទ្ និងនិយមន័យ៖  លគមានស្មុតយ  , , j, ko i មយួលៅកនុងលំហចំល ះស្គប់ចំណុច P  មានស្តី

ធាតុ   , ,x y z  ដតមយួគត់ដេល j kOP xi y z   ។ ស្តីធាតុ  , ,x y z  លៅថ្នកូអរលដ្ឋលននន
ចំណុច P  លគកំណត់ររលររ  , ,P x y z  លហយី x  ជាអាប់រុីរ y  ជាអរលដ្ឋលន និង z ជាកូត។ 

(រស្មាយបញ្ា ក់លមីលកនុងលរៀវលៅគណិតថ្នន ក់ទី្១១កស្មិតខ្ពរ់ទំ្រ័រ ១៩៦ និង ១៩៧) 

ករណីរិលររ 

 វុចិទ័្រឯកតាមានកូអរលដ្ឋលន      1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1i j k   ។ 

 លបី    , , z , , , ,x y x y z x x y y z z          ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ លគមានរីរចំណុច  3, 1,2A   និង  0,5, 6B   លៅកនុងតស្មុយ  , , j, ko i ។  

រូបភារ ៦.១ 
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ររលររវុចិទ័្រ OA  និង OBជាអនុគមន៍ននវុចិទ័្រឯកតា , j, ki ។ 

ចលមលីយ 

3 2kOA i j     និង 5 6 kOB j   

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគមានវុចិទ័្រ 3 2k , 3 5 k , 4 4kOM i j ON i j OP i         ។ 

រកកូអរលដ្ឋលន និងរង់ចំណុច , ,M N P  កនុងតស្មុយ  , , j, ko i ។ 

ចលមលីយ 

កូអរលដ្ឋលនននចំណុចគឺ      1, 3,2 , 3,5, 1 , 4,0,4M N P  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ស្បតិបតត ិលគមានចំណុច    
3

0,1,4 , 2, ,0 , 1, 3, 5
2

M N Q
 
    
 

 និង 10 3 ,OA i j k    

។ 

 ក. ររលររវុចិទ័្រ ,OM ON  និង OQ  ជាអនុគមន៍ននវុចិទ័្រឯកតា ។ 

 ខ្. រកកូអរលដ្ឋលនននចំណុច ,A B   និង C ។ 

3
7 , 8

4
OB j k OC j    

, j, ki

រូបភារ ៦.២ 
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គ. រង់ចំណុច , , , ,M N Q A B  និង C កនុងតស្មុយ ដតមយួ។ 

៦.១.៣ លកេណៈកអូរដោដន 

ក. លបី  , , zP x y និង  , ,P x y z     ជារីរចំណុចលៅកនុងលំហស្បកបលដ្ឋយតស្មុយ  , , ,O i j k  លន្ធះលគ

បន៖  

P P x x     និង y y  និង z z ។ 

PP  មានកូអរលដ្ឋលន  , ,PP x x y y z z       ។ 

I  ជាចំណុចកណាដ លនន PP លន្ធះលគបន , ,
2 2 2

x x y y z z
I

     
 
 

 ។ 

ខ្. លបី  , , zu x y  និង  , ,v x y z    ជារីរវុចិទ័្រលៅកនុងលំហស្បកបលដ្ឋយតស្មុយ  , , ,O i j k  លន្ធះ

លគបន៖  

u v x x    និង  y y  និង z z ។ 

u v  មានកូអរលដ្ឋលន  , y , zu v x x y z       ។ 

u v  មានកូអរលដ្ឋលន  , y , zu v x x y z       ។ 

k  វុចិទ័្រ kuមានកូអរលដ្ឋលន  , y, zku kx k k ។ 

  2,k k   វុចិទ័្រ ku k v  មានកូអរលដ្ឋលនរ  , y , zku k v kx kx k ky k kz        ។ 

ឧទាហរណ៍១៖ លគមាន    5,3,1 , 1, 6,0A B   និង  1, 2,3C x y z    ជាបីចំណុចរេិតលៅកនុង
លំហស្បកបលដ្ឋយតស្មុយ  , , ,O i j k ។ 

ក. រកតនមល ,x y  និង z  លបី ចំណុច C  រេិតលៅស្តួតលលីចំណុច A ។ 

ខ្. រកកូអរលដ្ឋលន ននវុចិទ័្រ BC  និងកូអរលដ្ឋលនននចំណុចកណាដ លននវុចិទ័្រលនះដេលតាងលដ្ឋយ I ។ 

ចលមលីយ 

ក. រកតនមល ,x y  និង z  

 , , j, ko i
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   

1 5

1, 2,3 5,3,1 2 3

3 1

x

C x y z A y

z

  


       
  

 ឬ 
6

5

2

x

y

z

 



 

 

ខ្.  1, 6,0B   និង  5,3,1C   

   5 1,3 6,1 0 6,9,1BC         និង 1 5 6 3 0 1 3 1
, , 2, ,

2 2 2 2 2
I

      
     

   
 

ឧទាហរណ៍២៖ លគមាន    1,4,2 , 5,0, 6a b      និង  10,2,0c    ជាបីវុចិទ័្រដេលរេិតលៅកនុង
លំហស្បកបលដ្ឋយតស្មុយ  , , ,O i j k ។  

រកកូអរលដ្ឋលនននវុចិu  និង v  លបី  2 5u b a   និង 1
3

2
v a c b   ។ 

ចលមលីយ 

         2 5 2 5,0, 6 5 1,4,2 10,0, 12 5,20,10 15, 20, 22u b a              

           
1 1

3 3 1,4,2 10,2,0 5,0, 6 3,12,6 5,1,0 5,0, 6
2 2

v a c b              

    3 5 5,12 1 0,6 0 6 3,13,12           

េូចលនះ  15, 20, 22u     និង  3,13,12v   ។ 

ស្បតិបតត ិ លគមាន      , , , 0, 2,4 , 5,0,10D x y z E F   និង  6,3,9G  ជាបនួចំណុចរេិតលៅកនុងលំហ
ស្បកបលដ្ឋយតស្មុយ  , , ,O i j k ។ 

ក. រកកូអរលដ្ឋលនននវុចិទ័្រ ,EF EG  និង FG ។ 

ខ្.រកកូអរលដ្ឋលនចំណុចកណាដ លននវុចិទ័្រ ,EF EG   និង FG   ដេលតាងលដ្ឋយ ,M N   និង Q
 លរៀងោន ។ 

គ. រកកូអរលដ្ឋលនចំណុច   , ,D x y z  លបី DE FG ។ 

 . តាង ,u EF v EG   និង w FG ។ គណន្ធ 4 3a u w   និង 3 5 2b u v w    ។ 
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៦.១.៤ ទ្យិសដៅកសូុនីុស                   

លគឱ្យវុចិទ័្រ  , ,u a b c  និងចំណុច P  លៅកនុងលំហស្បកបលដ្ឋយតស្មុយ  , , ,O i j k  ដេល 

u OP ។ យក ,   និង   ជាមំុដេលបលងកីតលឡងីលដ្ឋយ OP នឹងអ័កស      , ,Ox Oy Oz លរៀងោន ។ 

តាមទំ្ន្ធក់ទំ្នងមាស្តកនុងស្តីលកាណដកង
លយងីបន៖  

 cos , cos
a

a OP
OP

    

 cos , cos
b

b OP
OP

    

 cos , cos
c

c OP
OP

    

តនមល cos ,cos   និង cos  បញ្ា ក់រី
ទិ្រលៅកូរុីនុរននវុចិទ័្រ u OP ។ 

លយងីមាន 

     
2 2 22 2

2 2 2 cos cos cosOP u a b c OP OP OP          

 
2 2

2 2 2 2 2 2cos cos cos cos cos cos 1OP OP              

េូចលនះ 2 2 2cos cos cos 1      

ឧទាហរណ៍១៖ លគឱ្យចំណុច   1,2, 3A  និង   1, 2,1B   ។ 

 រកទិ្រលៅកូរុីនុរនន OA  និង AB ។ 

ចលមលីយ 

រកទិ្រលៅកូរុីនុរនន OA  

លយងីមាន  
22 21 2 3 1 4 9 14OA          

រូបភារ ៦.៣ 
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លន្ធះលយងីបន 1 14 2 14 3 3 14
cos ,cos , cos

14 7 1414 14 14
  

 
       

រកទិ្រលៅកូរុីនុរនន  2, 4,4AB     

លយងីមាន      
2 2 2

2 4 4 4 16 16 36 6AB            

លន្ធះលយងីបន 2 1 4 2 4 2
cos ,cos , cos

6 3 6 3 6 3
  

   
       

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគឱ្យវុចិទ័្រ 3 4 5u i j k   ។ 

 រកទិ្រលៅកូរុីនុរននវុចិទ័្រ u  រចួបរហ ញថ្ន 2 2 2cos cos cos 1     ។ 

ចលមលីយ 

រកទិ្រលៅកូរុីនុរននវុចិទ័្រ u  

លយងីមាន      
2 2 2

3 4 5 9 16 25 50 5 2u           

លន្ធះ  3 3 2 4 2 2 5 2
cos ,cos , cos

10 5 25 2 5 2 5 2
         

បរហ ញថ្ន 2 2 2cos cos cos 1      

លយងីមាន 
2 2 2

2 2 2 3 2 2 2 2 18 8 2 18 32 50
cos cos cos 1

10 5 2 100 25 4 100
  

       
                   

     
រិត 

ស្បតិបតត ិ

១. រកទិ្រលៅកូរុីនុរននវុចិទ័្រ OM លបីចំណុច  1,5,1M   រចួបរហ ញថ្ន 
2 2 2cos cos cos 1     ។ 

២. រកទិ្រលៅកូរុីនុរននវុចិទ័្រ 7 5v i j k    រចួទាញបរហ ញថ្ន 2 2 2cos cos cos 1      
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៦.២ េលគុណសាា ថ្លច្នវុិនទ្យ័រកៃងុលហំ 

៦.២.១ និយមន័យ  

 `  ផលគុណសាក ដលននរីរវុចិទ័្រ u  និង v  កនុងលំហគឺជា
ចំននួរិត k  មយួដេលកំណត់លដ្ឋយ៖  

 0k u v    លបី  0u   ឬ 0v  ។ 

 cosk u v u v     លបី 0u  និង 0v  លហយី 
 ជាមំុផាុ ំលដ្ឋយវុចិទ័្រ u  និង v ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លគឱ្យរីរវុចិទ័្រ  u  និង v  ដេល 5u   
, 2 5v  និង 180   ដេល  ជាមំុផាុ ំលឡងីលដ្ឋយវុចិទ័្រ u  និង v ។ 

ចលមលីយ 

cosu v u v    5 2 5 cos180 10 1 10         

 េូចលនះ 10u v   ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគឱ្យរីរវុចិទ័្រ a និង b  ដេល 16a b  , 4a   និង 8b  ។ 

 គណន្ធ cos  រចួទាញរក   ដេល ជាមំុដេលផាុ ំលឡងីលដ្ឋយវុចិទ័្រ a និង b ។ 

ចលមលីយ 

លយងីមាន 16 1
cos cos

4 8 2

a b
a b a b

a b
 


     


 

េូចលនះ 1
cos

2
  ។ 

ទាញរក   

លដ្ឋយ 1
cos 60

2
     

ស្បតិបតត ិលគឱ្យស្តីលកាណរម័ងស MNP  ដេលមានររវ រ់ស្ជុង 3cm។គណន្ធផលគុណសាក ដល 
MN MP  និង MN NP ។ 

រូបភារ ៦.៤ 
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៦.២.២ លកេណៈ 

 ចំល ះបីចំណុច , ,CA B ដេល A B  និង 
A C  លគបន  cosAB AC AB AC    

ដេល   ជាមំុផាុ ំលឡងីលដ្ឋយវុចិទ័្រ AB  និង 
AC ។ 

 លបី H ជាចំលណាលដកងនន C  លលី AB លគបន៖   

o AB AC AB AH   លបី AB  និង 

AH មានទិ្រលៅេូចោន  

o AB AC AB AH    លបី AB  និង AH មានទិ្រលៅផេុយោន ។ 

 ចំល ះស្គប់វុចិទ័្រ u  លគបន 22

u u u u   លៅថ្នកាលរសាក ដលននវុចិទ័្រ u  លហយី u u u   

លៅថ្នណមនន u ។ 
 ចំល ះរីរចំណុចលផសងោន   , ,A A AA x y z និង  , ,B B BB x y z  លគបន 

 
2 2

2AB AB AB AB AB     លហយី 

       
2 2 2

, B A B A B Ad A B AB AB x x y y z z         លៅថ្នចមាា យរវាងចំណុច 
A និង B ។ 

 ចំល ះស្គប់ ,u v  និង ចំនួនរិត mមយួលគបន៖  
o u v v u    
o  0 , 0, 0u v u v u v       
o    mu v m u v    
o u v u v    លៅថ្នវរិមភារកូរុី។ 

ឧទាហរណ៍៖ លគឱ្យគូបមយួដេលមានររវ រ់ស្ជុង5cm  
េូចរូប។គណន្ធ ៖

, , , ,MN MR TM NS MR NS MT OR MR PS     ។   

ចលមលីយ 

 cosMN MR MN MR NMR      

រូបភារ ៦.៥ 

រូបភារ ៦.៦ 
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លដ្ឋយ  
2

5 , 5 2,cos cos 45
2

MN cm MR NMR      

2
5 5 2 25

2
MN MR       

cos180TM NS TM NS    លដ្ឋយ 5 2 , 5 2 ,cos180 1TM NS     

 

cos60MR NS MR NS     លដ្ឋយ 1
5 2, cos60

2
MR NS  

1
5 2 5 2 25

2
MR NS       

cos90MT OR MT OR     លដ្ឋយ 5 2 ,cos90 0MT OR    

5 2 5 2 0 0MT OR       

cos0MR PS MR PS    លដ្ឋយ 5 2 ,cos0 1MR PS    

5 2 5 2 1 50MR PS       

ស្បតិបតត ិ 

លគឱ្យស្បលលរីដប៉ាតដកងមយួេូចរូប។ គណន្ធ , , ,HD DC FG BC FE AB AE AB    ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5 2 5 2 1 50TM NS       

រូបភារ ៦.៧ 



  

119 

៦.២.៣  េលគុណសាា ថ្លកៃងុដោលអរតូណរា៉ា ល ់ 

ស្ទឹ្រដបីទ្៖ កនុងលោលអរតូណរមា៉ា ល់ននលំហ ផលគុណសាក ដលននរីរវុចិទ័្រ  , , zu x y  និង 

 , , zv x y    គឺ u v xx yy zz      ។ 

កូរដូល 

ក. រីរវុចិទ័្រ  , , zu x y  និង  , , zv x y    អរតូកូណាល់ោន លុះស្តាដត 0u v   ឬ 
0xx yy zz      មានន័យថ្ន ៖ 

 , , zu x y  ខ្. សាក ដល និងណមននវុចិទ័្រ 
កំណត់លដ្ឋយ៖ 

 
2

2 2 2u u u x y z      និង  2 2 2u x y z    

គ.  (គិតជារ៉ាេយង់) ជាមំុដេលបលងកីតលឡងីលដ្ឋយរីរវុចិទ័្មិនរូនយ  , , zu x y  និង  , , zv x y    
លន្ធះផលគុណសាក ដលននរីរវុចិទ័្រលនះកំណត់លដ្ឋយ៖  

 

 

 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លគមានរីរវុចិទ័្រ  1, 3,1a     និង  7, 3, 2b    ។ 

គណន្ធ  , ,a b a b  និង   (មំុដេលផាុ ំលឡងីលដ្ឋយវុចិទ័្រ a  និង b ) ។ 

ចលមលីយ 

   
2 2 21 3 1 1 9 1 11a               

2 2 2
, 7 3 2 49 9 4 62b           

        1 7 3 3 1 2 7 9 2 0a b              

0
cos 0

211 62

a b

a b


 


    


 

េូចលនះ 11, 62 , 0,
2

a b a b


      ។ 

 ឬ  

 
2 2 2 2 2 2

cos cos
u v xx yy zz

u v u v
u v x y z x y z

 
    

    
      

 

0u v u v    0xx yy zz    
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ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគមានរីរវុចិទ័្រ 2 3u i j k    និង 4 2 6v i j k   ។  

 គណន្ធ , ,u v u v  និង  (មំុដេលផាុ ំលឡងីលដ្ឋយ u  និង v )។ 

ចលមលីយ 

 
22 22 1 3 4 1 9 14u        

   
2 2 24 2 6 16 4 36 4 14 2 14v             

     2 4 1 2 6 3 8 2 18 28u v              

28
cos 1

14 2 14

u v

u v
  

 
     


 

េូចលនះ 14 , 2 14 , 28,u v u v        ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្៣៖ លគមានបីចំណុច    4,5, 1 , 5,3,1A B និង  2,3, 2C  ។ 

ក. គណន្ធ ,AB AC  និង BC      ខ្. គណន្ធ AB AC  រចួទាញរកស្បលភទ្នន ABC ។ 

ចលមលីយ 

ក. គណន្ធ ,AB AC  និង BC       

            
2 2 2 2 2 2

5 4 3 5 1 1 9 3B A B A B AAB x x y y z z               

           
2 2 2 2 2 2

2 4 3 5 2 1 9 3C A C A C AAC x x y y z z                

           
2 2 2 2 2 2

2 5 3 3 2 1 9 2 3 2C B C B C BBC x x y y z z                 

ខ្. គណន្ធ AB AC  រចួទាញរកស្បលភទ្នន ABC  

      1 2 2 2 2 1 2 4 2 0AB AC              

លដ្ឋយ 
0

3

AB AC AB AC
ABC

AB AC

    


 
 



 ជាស្តីលកាណដកងរមបត។ 
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ស្បតិបតត ិ  

១. លគមានរីរវុចិទ័្រ  1,3,5u    និង  2,6,10v   ។ 

 គណន្ធ , ,u v u v  និង  (មំុផាុ ំលឡងីលដ្ឋយ u  និង v )។ 

២. លគមានរីរវុចិទ័្រ 2 2a i j k    និង 4b i j k   ។ 

 គណន្ធ , ,a b a b  និង  (មំុដេលផាុ ំលឡងីលដ្ឋយវុចិទ័្រ a  និង b )។ 

 លកខណៈផលគុណសាក ដលវុចិទ័្រកនុងលំហ 

o  u v w u v u w       

o  u v w u w v w       

o    mu v m u v    

o    u mv m u v    

(រស្មាយបញ្ា ក់លមីលលរៀវលៅគណិតថ្នន ក់ទី្១១ កស្មិតខ្ពរ់ទំ្រ័រ ២០៧ ) 

ឧទាហរណ៍៖ លគមានបីវុចិទ័្រ    2,3, 4 , 2, 2,1u v     និង w u kv   ដេល k ជាចំននួរិត។ 

 កំណត់ចំននួរិត k  និង វុចិទ័្រ w  លបី v w ។ 

 

ចលមលីយ 

លយងីមាន      2,3, 4 2, 2,1 2 2 ,3 2 , 4w u kv k k k k            

លដ្ឋយ      0 2 2 2 2 3 2 1 4 0v w v w k k k             

     6 2
4 4 6 4 4 0

9 3
k k k k            

លគបន 2 2 2 10 5 10
2 2 ,3 2 , 4 , ,

3 3 3 3 3 3
w

    
           
   

 

េូចលនះ 2 10 5 10
k , , ,

3 3 3 3
w

 
    

 
។ 
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ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគឱ្យបីវុចិទ័្រ  7 9 8 , 4, 2,5a i j k b     និង c xi y j zk   ។ 

រកវុចិទ័្រ c ដេលលផេៀងផ្លេ ត់ 3 4 2 4b a c c b    ។ 

ចលមលីយ 

រកវុចិទ័្រ c  

លយងីមាន 3 4 2 4b a c c b              3 4, 2,5 4 7,9, 8 2 , , 4 , , 4, 2,5x y z x y z         

   12 28 2 , 6 36 2 ,15 32 2 4 4,4 2,4 5x y z x y z            

លយងីបន៖  

16 2 4 4 2 12

42 2 4 2 2 44

47 2 4 5 2 52

x x x

y y y

z z z

      
 
       
     

  ឬ 
6

22

26

x

y

z

 


 
 

 

េូចលនះ  6, 22,26c     ឬ 6 22 26c i j k    ។ 

ស្បតិបតត ិ

១. លគឱ្យរីរវុចិទ័្រ  1,4, 3u    និង  3, 5,0v   ។ រកវុចិទ័្រ  1, 3, 5c x y z    លេីមបលីផេៀង
ផ្លេ ត់លកខខ្ណខ  2 3 7 4u v c u v    ។ 

២. លគមានរីរវុចិទ័្រ  3,2 1,4a k k k    និង  3,6, 2b   ។ កំណត់តនមល k លេីមបឱី្យ a b ។ 

៦.៣ េលគុណច្នពីរវុិនទ្យ័រកៃងុលហំ 

៦.៣.១ និយមន័យ 
 

លគមានរីរវុចិទ័្រ 
1 2 3u u i u j u k    និង 

1 2 3v v i v j v k    ជារីរវុចិទ័្រកនុងលំហ។ ផលគុណននវុចិ 

ទ័្រ u  និង v  គឺជាវុចិទ័្រកំណត់លដ្ឋយ៖      2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1u v u v u v i u v u v j u v u v k       ។  

រមាា ល់៖ លេីមបរីយស្រលួកនុងការគណន្ធផលគុណននរីរវុចិទ័្រ លគលស្បីលេដទ្រមីណង់លំដ្ឋប់បីេូចខាង
លស្កាម៖  
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1 2 3

1 2 3

i j k

u v u u u

v v v

    (ដ្ឋក់វុចិទ័្រឯកតាជរួទី្១ កូអរលដ្ឋលនននវុចិទ័្រ u   ជរួទី្២ និងកូអរលដ្ឋលនននវុចិទ័្រ 

v  ជរួទី្៣)។ លគបន៖ 2 3 1 3 1 2

1 2 3

2 3 1 3 1 2

1 2 3

i j k
u u u u u u

u v u u u i j k
v v v v v v

v v v

      

              2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1u v u v i u v u v j u v u v k       

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លគឱ្យរីរវុចិទ័្រ 2 4a i j k     និង  3, 2,1b    ។ 

 គណន្ធ ,a b b a   និង a a ។ 

ចលមលីយ 

1 4 2 4 2 1
2 1 4

2 1 3 1 3 2
3 2 1

i j k

a b i j k
 

     
 



     1 8 2 12 4 3 9 24i j k i j k           

2 1 3 1 3 2
3 2 1

1 4 2 4 2 1
2 1 4

i j k

b a i j k
 

     
 



 

     8 1 12 2 3 4 9 24i j k i j k            

1 4 2 4 2 1
2 1 4

1 4 2 4 2 1
2 1 4

i j k

a a i j k
 

     
 



 

     4 4 8 8 2 2 0 0 0i j k i j k            

េូចលនះ 9 24a b i j k     ឬ  9,24,1a b   , 9 24b a i j k      ឬ  9, 24, 1b a       

, 0 0 0a a i j k    ឬ  0,0,0a a  ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគឱ្យបីចំណុច    2, 1,3 , 3,2, 2A B  និង  1,3, 5C  ។គណន្ធ AB AC ។ 
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ចលមលីយ 

លយងីមាន        3 2,2 1, 2 3 1,3, 5 , 1 2,3 1, 5 3 1,4, 8AB AC                

3 5 1 5 1 3
1 3 5

4 8 1 8 1 4
1 4 8

i j k

AB AC i j k
 

      
   

 

     24 20 8 5 4 3 4 13 7i j k i j k             

េូចលនះ 4 13 7AB AC i j k      ឬ  4,13,7AB AC   ។ 

ស្បតិបតត ិ

១. លគឱ្យរីរវុចិទ័្រ  1,3,4u   និង  2,7, 5v   ។ គណន្ធ  , ,u v v u v v   ។ 

២. លគមានបីចំណុច    0,1, 3 , 4, 2,1M N   និង  5,1, 3P  ។ គណន្ធ NM NP ។ 

៦.៣.២ លកេណៈេលគុណច្នពីរវុិនទ្យ័រ 

លបី ,u v  និង w  ជាបីវុចិទ័្រលៅកនុងលំហ លហយី c  ជាចំនួនរិតលន្ធះលគបន៖  

  u v v u         0 0 0u v     

     u v w u v u w         0u u   

     c u v cu v u cv           u v w u v w      

(រស្មាយបញ្ា ក់លមីលលរៀវលៅគណិតវទិ្ាថ្នន ក់ទី្១២ កស្មិតខ្ពរ់ទំ្រ័រ ១៧៦ និង ១៧៧) 

ឧទាហរណ៍៖ លគមានរីរវុចិទ័្រ  2,0, 3n    និង  1, 2,0p   ។ 

គណន្ធ n p , ,p n n n   និង p p ។ 

ចលមលីយ 

0 3 2 3 2 0
2 0 3

2 0 1 0 1 2
1 2 0

i j k

n p i j k
 

     
 



     0 6 0 3 4 0 6 3 4i j k i j k            
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តាមលកខណៈលយងីបន៖   

  6 3 4 , 0 , 0p n n p i j k n n p p            

េូចលនះ  6 3 4 , 6 3 4 , 0 , 0n p i j k p n n p i j k n n p p                 ។ 

៦.៣.៣ បំណកម្រសាយេលគុណច្នពីរវុិនទ្យ័រតាមថ្បបធរណីាម្រត 

លបី u  និង v  ជារីរវុចិទ័្រខុ្ររី 0  លៅកនុងលំហ និង   ជា
មំុផាុ ំរវាង u  និង v  លន្ធះលគបន៖  

 u v   អរតូកូណាល់លៅនឹង u  ផងនឹង v  ផង មានន័យថ្ន 

 u v u   និង  u v v   ។ 

 sinu v u v    ។ 

 លបី 0u v    លន្ធះ u   និង v   ជាវុចិទ័្រកូលីលនដអ ោន  មាន
ន័យថ្នu v  ។ 

 u v   នផេស្កឡារបរ់ស្បលលឡូស្កាមដេលរង់លលីវុចិទ័្រ 

u  និង v  ។ 

 
1

2
u v  នផេស្កឡារបរ់ស្តីលកាណដេលរង់លលីវុចិទ័្រ v u  ។ 

(រស្មាប់រស្មាយបញ្ា ក់លមីលលរៀវលៅគណិតវទិ្ាថ្នន ក់ទី្១២ កស្មិតខ្ពរ់ទំ្រ័រ ១៧៨) 

វបិក 

ក. លបី n  ជាវុចិទ័្រឯកតា លហយីអរតូកូណាល់លៅនឹង u ផងនឹង v ផង លន្ធះ u v u v n      ។ 

ខ្. លគរលងកតល ញីថ្ន u v  និង v u  ជាវុចិទ័្រដេលដកងលៅនឹងបលង់ដេលកំណត់លដ្ឋយ v u  ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លគមានរីរវុចិ  1,0,2a  និង  1,1,0b   ។  

 គណន្ធនផេស្កឡាស្បលលឡូស្កាម និងស្តីលកាណដេលរង់លលីវុចិទ័្រទាងំរីរលនះ។ 

ចលមលីយ 

តាមរូបមនត  1
,

2
S a b S a b     

រូបភារ ៦.៨ 
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ដត 0 2 1 2 1 0
1 0 2

1 0 1 0 1 1
1 1 0

i j k

a b i j k    
 



 

         0 2 0 2 1 0 2 2i j k i j k           

   
2 2 22 2 1 4 4 1 3S           ឯកតានផេ 

  1 1 3
3

2 2 2
S AB AC       ឯកតានផេ 

 េូចលនះ 3S  ឯកតានផេ និង 3

2
S  ឯកតានផេ។  

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគមានបនួចំណុច      2, 1,3 , 4,5,1 , 3, 2,0A B C    និង  1,4, 2D   ។ 

 ក. បរហ ញថ្នចតុលកាណ ABCD  ជាស្បលលឡូស្កាម។ 

 ខ្. គណន្ធនផេស្កឡាស្បលលឡូស្កាម ABCD  និងនផេស្កឡា ABC ។ 

ចលមលីយ 

ក. បរហ ញថ្នចតុលកាណ ABCD  ជាស្បលលឡូស្កាម 

លយងីមាន៖        4 2,5 1,1 3 2,6, 2 , 1 3,4 2, 2 0 2,6, 2AB DC               

លយងីបន AB DC  

េូចលនះ ចតុលកាណ ABCD  ជាស្បលលឡូស្កាម។ 

ខ្. គណន្ធនផេស្កឡាស្បលលឡូស្កាម ABCD  និងនផេស្កឡា ABC  

តាមរូបមនត ABCDS AB AC   

ដត 6 2 2 2 2 6
2 6 2

1 3 5 3 5 1
5 1 3

i j k

AB AC i j k
 

     
     

  

 

       18 2 6 10 2 30 20 16 18i j k i j k              

 
2 2 2 220 16 18 980 14 5 14 5ABCDS          ឯកតានផេ 
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1 1
14 5 7 5

2 2
ABCS AB AC       ឯកតានផេ 

េូចលនះ 14 5ABCDS  ឯកតានផេ  , 7 5ABCS  ឯកតានផេ។ 

ស្បតិបតត ិកនុងលំហស្បកបលដ្ឋយតស្មុយអរតូណរមា៉ា ល់លគមានបនួចំណុច    7, 2,1 , 5, 1,1M N    

 , 3, 3,4P  និង  , ,Q a b c ។ 

 ក. កំណត់កូអរលដ្ឋលនននចំណុច Q លេីមបឱី្យចតុលកាណ MNPQជាស្បលលឡូស្កាម។ 

 ខ្. គណន្ធនផេស្កឡាននស្បលលឡូស្កាម MNPQ  និងនផេស្កឡា MNP ។ 

៦.៤ អនុវតតេលគុណពីរវុិនទ្យ័រដៅកៃងុរបូវទិ្យា៖ ម៉ាូម៉ាង់M ច្នកាែ ងំ F  

នំដ ោះនំណុន P  

លបី  ជាចំណុចចាប់ននកមាល ងំ លន្ធះម៉ាូម៉ាង់ននកមាល ងំ 
ចំល ះចំណុច  គឺ ។ 

 

 

 

 

ឧទាហរណ៍៖ កមាល ងំបញ្ឈរ  មានអំលរីស្តង់ចុងននេងថ្លឹងមយួដេលលជីងននេងថ្លឹងលនះភាា ប់ស្តង់
ចំណុច េូចបរហ ញកនុងរូប ។រកម៉ាូម៉ាង់ននកមាល ងំលនះចំល ះចំណុច កាលណាមំុ ។ 

 ចលមលីយ  

 

 

 

 

 

 

 

Q F F

P M PQ F 

50N

P P 60 

រូបភារ ៦.៩ 

រូបភារ ៦.១០ 
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លយងីតាងកមាល ងំ 50N  លដ្ឋយ 50F k   

និង    
1 3

cos60 sin 60
2 2

PQ j k j k     

លន្ធះលយងីបន៖ 

11 3 3
01 3 0

0 2522 2 2
2 2

0 00 50 0 50
0 0 50

i j k

M PQ F i j k i       

 


 

 
2

25 25M PQ F Nm     
 

៦.៥ បនាា ត់ និងបែង់កៃងុលហំ 

៦.៥.១ បនាា ត់កៃងុលហំ 

ស្ទឹ្រដបីទ្៖ លគមានបន្ធេ ត់  L  ស្របលៅនឹងវុចិទ័្រ 
 , ,v a b c  លហយីកាត់តាមចំណុច 

 0 0 0, ,P x y z  ។ 

 រមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាតននបន្ធេ ត់  L  កំណត់លដ្ឋយ៖ 

0 0, ,x x at y y bt     0z z ct t    

ឬ  
0

0

0

: ,

x x at

L y y bt t

z z ct

 


  
  

 

 លបី ,a b  និង c  ខុ្ររីរូនយ លន្ធះរមីការ ល្ុះនន

បន្ធេ ត់  L  គឺ:  0 0 0x x y y z z

a b c

  
  ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ រករមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាស្ត និងរមីការ ល្ុះននបន្ធេ ត់  L  ដេលកាត់តាមចំណុច  2,4, 5M   

លហយីស្របលៅនឹងវុចិទ័្រ  1,3,7u  ។ 

 

រូបភារ ៦.១១ 
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ចលមលីយ 

 រមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាតមានរង  
0

0

0

: ,

x x at

L y y bt t

z z ct

 


  
  

 

 ចំណុចកាត់  2,4, 5M   និងវុចិទ័្រស្បប់ទិ្រ  1,3,7u   

លយងីបន  

2

: 4 3 ,

5 7

x t

L y t t

z t

 


  
   

 

 រមីការ ល្ុះមានរង   0 0 0:
x x y y z z

L
a b c

  
   

 ចំណុចកាត់  2,4, 5M   និងវុចិទ័្រស្បប់ទិ្រ  1,3,7u   

លយងីបន  
2 4 5

:
1 3 7

x y z
L

  
  ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគមានរីរចំណុច  10,2, 3A   និង  6,8,5B  លៅកនុងលំហ។  

  រករមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាត និងរមីការ ល្ុះដេលកាត់តាមចំណុច A  និង B ។ 

ចលមលីយ 

 រមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាតមានរង  
0

0

0

: ,

x x at

AB y y bt t

z z ct

 


  
  

 

o កាត់គឺចំណុច  10,2, 3A   

o  វុចិទ័្រស្បប់ទិ្រគឺ    6 10,8 2,5 3 4,6,8AB        

លយងីបនរមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាត៖  

 

10 4

: 2 6 ,

3 8

x t

AB y t t

z t

 


  
   

 

 រមីការ ល្ុះមានរង   0 0 0:
x x y y z z

AB
a b c

  
   

o កាត់គឺចំណុច  10,2, 3A   

o វុចិទ័្រស្បប់ទិ្រគឺ    6 10,8 2,5 3 4,6,8AB        
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លយងីបនរមីការ ល្ុះគឺ៖  
10 2 3

:
4 6 8

x y z
AB

  
 


 ។ 

ស្បតិបតត ិរករមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាត និងរមីការ ល្ុះននបន្ធេ ត់កនុងលកខខ្ណា ខាងលស្កាម៖  

 ក. កាត់តាមរីរចំណុច  13, 10,7P   និង  11, 8,5Q   ។ 

 ខ្. កាត់តាមចំណុច  0,5, 3M   លហយីស្របលៅនឹងបន្ធេ ត់  

2

: 5 ,

3 11

x t

D y t t

z t

 


 
  

។ 

៦.៥.២ បែង់កៃងុលហំ 

ស្ទឹ្រដបីទ្៖ លបីបលង់មយួកាត់តាមចំណុច  0 0 0, ,P x y z  និងមានវុចិទ័្រណរមា៉ា ល់  , ,n a b c  
លន្ធះរមីការបលង់កំណត់លដ្ឋយ៖  

      0 0 0 0a x x b y y c z z       លៅថ្នរមីការរដង់ដ្ឋននបលង់ 

 0ax by cz d     ឮ  0 0 0d ax by cz     លៅថ្នរមីការទូ្លៅននបលង់ ដេលបនមករី
ការរន្ធល តរមីការរដង់ដ្ឋ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ រករមីការននបលង់ដេលកាត់តាមចំណុច  5, 6,3M   និងដកងលៅនឹងវុចិទ័្រ
 1,3, 5n   ។ 

ចលមលីយ 

រមីការមានរង        0 0 0: 0P a x x b y y c z z       

 ចំណុចកាត់  5, 6,3M   និងវុចិទ័្រណរមា៉ា ល់  1,3, 5n    លយងីបន៖ 

     5 3 6 5 3 0 3 5 5 18 15 0x y z x y z              

  : 3 5 28 0P x y z     

េូចលនះរមីការបលង់គឺ   : 3 5 28 0P x y z    ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ រករមីការបលង់ដេលកាត់តាមបីចំណុច    1,0, 2 , 0, 2,3A B   និង  4, 2,0C  ។ 

ចលមលីយ 

រករមីការបលង់  ABC  
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រមីការមានរង        0 0 0: 0ABC a x x b y y c z z       

 ចំណុចកាត់  1,0, 2A      
 រកវុចិទ័្រណរមា៉ា ល់  n AB AC   

លយងីមាន        0 1, 2 0,3 2 1, 2,5 , 4 1, 2 0,0 2 3, 2,2AB AC                

2 5 1 5 1 2
1 2 5

2 2 3 2 3 2
3 2 2

i j k

n AB AC i j k
   

        
 



    

          4 10 2 15 2 6 6 17 8i j k i j k            

លយងីបន        : 6 1 17 0 8 2 0ABC x y z       

 6 6 17 8 16 0 6 17 8 10 0x y z x y z           

េូចលនះរមីការបលង់គឺ   : 6 17 8 10 0ABC x y z    ។ 

ស្បតិបតត ិ
១. រករមីការបលង់ដេលកាត់តាមបីចំណុច    1, 2,3 , 0,3, 1M N   និង  5,0,1P  ។ 

២. រករមីការបលង់ដេលកាត់តាមចំណុច  6,2,1Q  លហយីស្របលៅនឹងបលង់ 
  : 2 3 15 0x y z      ។ 

៦.៥.៣ មុំរវាងបែង់ពីរ 

លបីបលង់រីរលផសងោន  1  និង 2  លហយីមានវុចិទ័្រណរមា៉ា ល់ 
1n  

និង 
2n លរៀងោន ។ លបីបលង់ទាងំរីរស្បររវោន  លហយី   ជាមំុដេល

បលងកីតលឡងីលដ្ឋយវុចិទ័្រណរមា៉ា ល់ននបលង់ទាងំរីរលន្ធះលគបន៖   

  
1 2

1 2

cos
n n

n n



  

វបិក៖  
ក. បលង់ទាងំរីរដកងោន លុះស្តាដតវុចិទ័្រណរមា៉ា ល់ទាងំរីរដកងោន   មានន័យថ្ន 

   1 2 1 2 0n n      ។ 

ខ្. បលង់ទាងំរីរស្របោន លុះស្តាដតវុចិទ័្រណរមា៉ា ល់ទាងំរីរស្របោន គឺ    1 2 1 2n kn    ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ រកមំុដេលបលងកីតលឡងីលដ្ឋយបលង់   : 4 2 0x y z     និង 
  :3 2 7 0x y z     ។ 

 

រូបភារ ៦.១២ 
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ចលមលីយ 

cos
n n

n n

 

 




   

លយងីមាន    1, 4,2 , 3,2, 1n n      

     1 3 4 2 2 1 7n n            

     
2 22 2 2 21 4 2 21, 3 2 1 14n n            

លយងីបន៖ 
2

7 7 1
cos 0.4082 65.9

21 14 67 6
 


     

 
 

េូចលនះ 65.9   ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគមានបលង់រីរ  1 : 2 5 7 3 0x y z      និង  2 : 3 4 2 1 0x y z      ។ 

១. រកមំុដេលបលងកីតលឡងីលដ្ឋយបលង់ទាងំរីរ។ 

២. រករមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាតននបន្ធេ ត់ស្បររវរវាងបលង់ទាងំរីរ។ 

ចលមលីយ 

១. រកមំុដេលបលងកីតលឡងីលដ្ឋយបលង់ទាងំរីរ 

លយងីមាន    1 22,5, 7 , 3,4,2n n     

     1 2 2 3 5 4 7 2 6 20 14 0n n               

លដ្ឋយ    1 2 1 20 90n n          

២. រករមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាតននបន្ធេ ត់ស្បររវរវាងបលង់ទាងំរីរ 
2 5 7 3 0

3 4 2 1 0

x y z

x y z

   

    

 យក z t  លយងីបន៖

 

 

2 5 3 7 12 5 7 3 0 6 15 9 21

3 4 2 1 0 6 8 2 43 4 1 2 2

x y tx y t x y t

x y t x y tx y t

           
   

              

  

11 17
23 11 17 ,

23 23
y t y t        ជំនរួកនុង  1  

 
11 17 14 76 7 38

1 2 3 7 5 ,
23 23 23 23 23 23

x t t t x t
 

             
 

 

េូចលនះរមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាតគឺ  

7 38

23 23

11 17
: ,

23 23

x t

L y t t

z t


  




   





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ស្បតិបតត៖ិ លយងីមានបលង់រីរ    និង   ។ បលង់   កាត់តាមចំណុច  0, 1,2A  លហយីដកងលៅ

នឹវុចិទ័្រ  3, 1,2u   ។ បលង់    កាត់តាមបីចំណុច    1,3,5 , 0,1,2M N  និង  1,0, 2P  

។ 

 ក. រករមីការបលង់   និង   ។ 

 ខ្. រកមំុដេលបលងកីតលឡងីលដ្ឋយបលង់ទាងំរីរ។ 

 គ. រករមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាតននបន្ធេ ត់ស្បររវរវាងបលង់ទាងំរីរ។ 

៦.៥.៤ នាា យពីនំណុនមួយដៅបែង់មួយកៃងុលហំ 

ស្ទឹ្រដបីទ្៖ លយងីមានបលង់មួយ : 0ax by cz d     ដេលមានវុចិទ័្រណរមា៉ា ល់  , ,n a b c  និង

 , ,p p pP x y z  ជាចំណុចមយួដេលរេិតលៅកនុងបលង់  ។ លបី  0 0 0, ,Q x y z ជាចំណុចមយួដេលមិន
រេិតលៅកនុងបលង់   លន្ធះចមាា យរីចំណុច Q លៅបលង់ កំណត់លដ្ឋយ៖  

   
PQ n

D
n


  ឬ 0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

  


 
។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ រកចមាា យរីចំណុច  3,5,7M  លៅបលង់ : 4 2 3P x y z    ។ 

ចលមលីយ 

រលបៀបទី្១៖  

តាមរូបមនត 
PM n

D
n


   

លយងីមាន  1,4,2n   ។  រកកូអរលដ្ឋលនចំណុច P ៖  

យក  0, 3 3,0,0y z x P       លន្ធះ    3 3,5 0,7 0 6,5,7PM       

     

 
2 2 2

6 1 5 4 7 2 28 4 21

3211 4 2
D

  
   

  

 ឯកតាស្បដវង 

រលបៀបទី្២ 

តាមរូបមនត 0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

  


 
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លដ្ឋយ        0 0 03,5,7 , , , 1,4,2 , , , 3M x y z n a b c d       

     

 
2 2 2

3 1 5 4 7 2 3 28 4 21

3211 4 2
D

   
   

  

 ឯកតាស្បដវង 

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ លគមានបលង់រីរស្របោន  : 3 5 12 0x y z      និង : 6 2 10 5x y z       ។ 

 រកចមាា យរវាងបលង់ទាងំរីរ។ 

ចលមលីយ 

ចមាា យរវាងបលង់រីរគឺចមាា យរីចំណុចមយួដេលរេិតលៅកនុងបលង់មយួលៅបលង់មយួលទ្ៀត។ 

លបី       4,0,0 , 6,2, 10 , 5Q Q n d       

  0 0 0

2 2 2
,

ax by cz d
D d Q

a b c


  
 

 

 

   
2 22

4 1 5 1 35

7036 4 1006 2 10

 
  

    

ឯកតាស្បដវង 

ស្បតិបតត ិ

១. រកចមាា យរីចំណុច  1, 2,5A   លៅបលង់ :4 2 5 9x y z     ។ 

២.  លគមានបលង់រីរស្របោន  1 : 3 2 12 0x y z      និង 2 : 3 9 6 10x y z       ។ 

 រកចមាា យរវាងបលង់ទាងំរីរ។ 

៦.៥.៥ នាា យពីនំណុនមួយដៅបនាា ត់មួយកៃងុលហំ 

ស្ទឹ្រដបីទ្៖ ចមាា យរីចំណុច Q  លៅបន្ធេ ត់ L   

ដេលមានវុចិទ័្រស្បប់ទិ្រ u  និង Pជាចំណុច 

លៅលលីបន្ធេ ត់ L  កំណត់លដ្ឋយ៖  
PQ u

D
u


 ។ 
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ឧទាហរណ៍១៖ រកចមាា យរីចំណុច  1,5,2M   លៅបន្ធេ ត់  

 

2 3

: 1 2 ,

x t

L y t t

z t

 


  
  

 ។ 

ចលមលីយ 

តាមរូបមនត 
PM u

D
u


  

រកកូអរលដ្ឋលនចំណុច P ដេលរេិតលៅលលីបន្ធេ ត់ L  

លបី    

2

0 1 , 2,1,0

0

x

t y P L

z




   
 

 

លយងីបន    1 2,5 1,2 0 3,4,2PM         និង  3,2, 1u     

4 2 3 2 3 4
3 4 2 8 9 6

2 1 3 1 3 2
3 2 1

i j k

PM u i j k i j k
 

         
   

 

 

   

   

2 2 2

2 22

8 9 6 181
3.6

143 2 1

PM u
D

u

    
    

   

 ឯកតាស្បដវង  

ឧទាហរណ៍ទី្២៖ រកចមាា យរីចំណុច  1,4, 1Q   លៅបន្ធេ ត់ :
2 3

y z
D x   ។ 

ចលមលីយ 

តាមរូបមនត 
PQ u

D
u


  

រកកូអរលដ្ឋលនចំណុច P ដេលរេិតលៅលលីបន្ធេ ត់ D  

: : 2 ,
2 3

3

x t
y z

D x D y t t

z t




    
 

,លបី   

0

0 0 0,0,0

0

x

t y P D

z




    
 
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លយងីបន    1,4, 1 , 1,2,3PQ u    

4 1 1 1 1 4
1 4 1 14 4 2

2 3 1 3 1 2
1 2 3

i j k

PQ u i j k i j k
 

          

     
2 2 2

2

2 2 2

14 4 2 6 6 6 3 6 21

714 71 2 3

PQ u
D

u

     
     

 
ឯកតាស្បដវង 

ស្បតិបតត ិលគមានបីចំណុច    1,3,1 , 0,1,3A B និង  2,0, 1C  ។ 

 ក. ររលរររមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាត និងរមីការ ល្ុះននបន្ធេ ត់  BC ។ 

 ខ្. រកចមាា យរីចំណុច A  លៅបន្ធេ ត់  BC ។ 

៦.៥.៦ នាា យរវាងបនាា ត់ពីរកៃងុលហំ 

វធិាន៖ លបីលគមានបន្ធេ ត់រីរ 1L និង 2L  ដេល 1 2L L  លន្ធះចមាា យរវាងបន្ធេ ត់ទាងំរីរកំណត់លដ្ឋយ៖  

PQ u
D

u


   ដេល 1Q L និង

2 ,P L u  ជាវុចិទ័្រស្បប់ទិ្រននបន្ធេ ត់ 2L ។ 

ឧទាហរណ៍ទី្១៖ លគមានបន្ធេ ត់រីរ 
1

2

: 1 3 ,

2

x t

L y t t

z t

 


  
  

 និង 
2

2 1
: 1

3 2

y z
L x

  
     លៅ

កនុងលំហ។ គណន្ធចមាា យរវាងបន្ធេ ត់ទាងំរីរ។ 

ចលមលីយ 

តាមរូបមនត 2

2

PQ u
D

u


  

រកកូអរលដ្ឋលនចំណុច Q  ដេលរេិតលៅលលីបន្ធេ ត់ 1L  

1

2

: 1 3 ,

2

x t

L y t

z t

 


 
  

លបី   1

2

0 1 2,1,0

0

x

t y Q L

z




    
 

 

រកកូអរលដ្ឋលនចំណុច P ដេលរេិតលៅលលីបន្ធេ ត់ 2L  
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2 2

1
2 1

: 1 : 2 3
3 2

1 2

x t
y z

L x L y t

z t

 
   

       
  

 លបី   2

1

0 2 1, 2,1

1

x

t y P L

z




      
 

 

លយងីបន    21,3, 1 , 1,3, 2PQ u      

2

3 1 1 1 1 3
1 3 1 3 3 6

3 2 1 2 1 3
1 3 2

i j k

PQ u i j k i j k
 

         
   

 

 

 

   

2 2 2
2

2 22
2

3 3 6 3 3 3 21

771 3 2

PQ u
D

u

   
    

   

ឯកតាស្បដវង 

ស្បតិបតត ិលគមានបន្ធេ ត់ 
1

2
: 1

3

x
d y z


     និងបន្ធេ ត់ 2d  កាត់តាមចំណុច  0,4,5M លហយី

ស្របលៅនឹងបន្ធេ ត់ 1d ។ គណន្ធចមាា យរវាងបន្ធេ ត់ទាងំរីរ។ 

លហំាត់លមលរៀនទី្៦ 

១. កនុងតស្មុយអរតូណរមា៉ា ល់មានទិ្រលៅវជិាមាន  , , ,o i j k  មួយលគឱ្យចំណុច  3,0,0A  និងវុចិទ័្រ  

 3,3,0AB    , 3,0,3AC   និង  2,2,2AD   ។ 

ក. រកកូអរលដ្ឋលនចំណុច ,B C  និង D ។ 

ខ្. បរហ ញថ្ន ABC  ជាស្តីលកាណរម័ងស។ រករមីការបលង់ ABC  រចួគណន្ធនផេស្កឡា ABC ។ 

គ. រករមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាស្តននបន្ធេ ត់ L  ដេលកាត់តាមចំណុច A លហយីស្របនឹងវុចិទ័្រ BC ។ 

 . លគឱ្យចំណុច  , ,M x y z ។ កំណត់រមីការមយួដេលជាប់ទាក់ទ្ងនឹង , ,x y z  លេីមបឱី្យវុចិ 

ទ័្រ AM  ដកងនឹងបន្ធេ ត់  L ។ លតីរំណំុ M ជាអវី? 

ង. រករមីការដរវ   S ដេលកាត់តាមចំណុច , ,A B C  និង D ។ 

២. លៅកនុងតស្មុយអរតូណរមា៉ា ល់  , , ,o i j k ទិ្រលៅវជិាមានលគឱ្យចំណុច    2,2,1 ,B 3,1,1A  

 , 2, 4,5C   និង  1, 1,0D  ។ 

ក. គណន្ធ BA BC  រចួទាញថ្នបីចំណុច , ,A B C រត់មិនស្តង់ោន ។ 
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ខ្. គណន្ធនផេស្កឡានន ABC  និងកំណត់រមីការបលង់  ABC ។ 

គ. គណន្ធ    BA BC BD   រចួទាញរកមាឌ្លតស្តាដអត ABCD។ 

 . ទាញរកចមាា យរីចំណុច D  លៅបលង់  ABC ។ 

៣. លគឱ្យបលង់   : 2 2 9 0P x y z     និងបន្ធេ ត់    : 2 , 6 4 , 2x t y t z t t        ។ 

ក. រកកូអរលដ្ឋលនចំនុចស្បររវ A រវាងបន្ធេ ត់    និងបលង់  P ។ 

ខ្. កំណត់ររវ រ់មំុស្រួចផាុ ំរវាងបន្ធេ ត់     និងបលង់  P ។ 

គ. កំណត់រមីការបលង់   ដកងនឹងបន្ធេ ត់    ស្តង់ចំណុច A ។ 

 . កំណត់រមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាស្តននបន្ធេ ត់ដេលជាស្បររវរវាងបលង់  P  និងបលង់   ។ 

៤. លៅកនុងតស្មុយអរតូណរមា៉ា ល់  , , ,o i j k លគឱ្យបីចំណុច    1,0,2 , 2,3, 1M N  និង  2,3,0P 

។ 

ក. គណន្ធស្បដវង ,MN MP និង NP ។ 

ខ្. កំណត់រមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាស្តននបន្ធេ ត់  D ដេលកាត់តាមចំណុច M  និងមានវុចិទ័្រស្បប់ទិ្រ  

          NP  រចួទាញរមីការរករមីការ ល្ុះននបន្ធេ ត់  D ។ 

 គ. គណន្ធMN MP រចួកំណត់រមីការបលង់  MNP ។ 

 . គណន្ធនផេស្កឡាស្តីលកាណ MNP រចួគណន្ធចមាា យរីចំណុច  1, 4,0O  លៅបលង់         

 1, 4,0O  ។  

៥. កនុងតស្មុយអរតូណរមា៉ា ល់មានទិ្រលៅវជិាមាន  , , ,o i j k លគឱ្យបលង់រីរ : 3 4 6 12 0P x y z     

និង : 0Q x y z   ។ 

 ក. រករមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាស្តននបន្ធេ ត់ D  ដេលជាស្បររវរវាងបលង់ P  និងបលង់ Q ។ 

         បញ្ា ក់កូអរលដ្ឋលនននវុចិទ័្រស្បប់ទិ្រ u  ននបន្ធេ ត់ D ។ 

 ខ្. តាង  p  ជាវុចិទ័្រស្បប់ទិ្រននបលង់  P  និង q  ជាវុចិទ័្រស្បប់ទិ្រននបលង់ Q ។ 
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         គណន្ធ p q  រចួបរហ ញថ្ន p q ស្របនឹង u ។ 

 គ. យក , ,A B C  ជាចំណុចស្បររវរវាងបលង់ P  នឹងអ័កស , ,ox oy oz។ ចូរស្បប់កូអរលដ្ឋលននន                              
ចំណុច ,A B  និង C ។ គណន្ធនផេស្កឡា ABC ។ 

    . គណន្ធចមាា យ d  រីរចំណុច O  លៅបលង់ P  រចួទាញរកមាឌ្ចតុមុខ្ OABC ។ 

៦. កនុងតស្មុយអរតូណរមា៉ា ល់មានទិ្រលៅវជិាមាន  , , ,o i j k លគឱ្យចំណុច  0,0,3S  និងវុចិទ័្រ 

 1,1,1u  ។ 

ក. រករមីការប៉ា រ៉ា ដម៉ាតននបន្ធេ ត់ L  ដេលកាត់តាមចំណុច S  លហយីស្របនឹងបន្ធេ ត់ L ។ 

ខ្.  , ,M x y z  ជាចំណុចមយួលៅកនុងតស្មុយ  , , ,o i j k ។ គណន្ធផលគុណសាក ដល u SM ។ 
កំណត់រមីការមយួដេលជាប់ទាក់ទ្ងនឹង , , zx y   លេីមបឱី្យ SM  អរតូកូណាល់នឹង u ។ លតីរំណំុ
ចំណុច M  ជាអវី? 

គ. លគឱ្យចំណុច  3,0,0A  និង  0,3,0B ។ បរហ ញថ្ន SAB ជាស្តីលកាណរម័ងស។ 

 . គណន្ធផលគុណ SA SB ។ រចួទាញរកនផេស្កឡា SAB ។ 

ង. រករមីការដរវ ដេលមានផចិត O  លហយីកាត់តាមចំណុច ,S A និង B ។  
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ឯកសារពិដម្រោោះ 
 

 លរៀវលៅគណិតវទិ្ាថ្នន ក់ទី្១០ ភាគ១ និងភាគ២ លបះរុមាឆ្ន ២ំ០១៧  

លរៀវលៅគណិតថ្នន ក់ទី្១១ កស្មិតមូលដ្ឋា ន និងកស្មិតខ្ពរ់ លបះរុមាឆ្ន ២ំ០១៧ 

លរៀវលៅគណិតថ្នន ក់ទី្១២ កស្មិតមូលដ្ឋា ន និងកស្មិតខ្ពរ់ លបះរុមាឆ្ន ២ំ០១៧  

 


