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រុពវកថា 
ដំល ីរអភិវឌ្ឍននស្រះរជាណាចស្កកម្ព ជាលៅកន ងយ ររម្័យទ្ំលនីបលនះ ជាលម្លរៀនដ៏លជារជ័យ

បំផ តម្ួយដដលចាក់ឬររល់លចញរីការបញ្ចប់របបស្បល័យរូជសារន៍ ការបញ្ចប់រង្គ្រា ម្ ការផសះផារ
ជាតិ ការកសាងមូ្លដ្ឋា នរងឹមានំនរនតិភារនិងលរេរភារ និងការអភិវឌ្ឍលរដាកិចច។ លៅលស្កាយលរល
ដដលរនតិភារស្តូវបានលកីតល ងីលដ្ឋយបរបូិរ ៍លៅឆ្ន ១ំ៩៩៨ កម្ព ជាទ្ទ្ួលកំល ីនលរដាកិចចខ្ពរ់ រឺ
ស្បមា ៨%កន ងម្ួយឆ្ន ។ំ លលីររីលនះលទ្ៀតអស្តាននភារស្កីស្កស្តូវបានកាត់បនេយរីស្បមា ៥៣% 
លៅឆ្ន ២ំ០០៤ម្កលៅទាបជាង១០% លៅឆ្ន ២ំ០១៩។ ដំល ីរននការអភិវឌ្ឍជាតិជារកម្មភារដដលបនត
លៅម្ ខ្ជាបជ់ានិចច លហយីលោលនលោបាយថ្មីៗដដលមានលកខ ៈអនតរវរ័ិយស្របដ ត ប់ កក៏រំ ងលលច
រូបរងល ងីលដីម្បតីស្ម្ង់ទ្រិកម្ព ជាលឆ្ព ះលៅកាន់ស្បលទ្រមានស្បាក់ចំ ូលម្ធយម្កស្ម្ិតខ្ពរ់លៅឆ្ន ំ
២០៣០ និងឈានល ងីជាស្បលទ្រមានស្បាក់ចំ ូលខ្ពរ់ លៅឆ្ន ២ំ០៥០។ ការដស្បស្បួលឆ្ប់រហ័រនន
និមាម បនកម្មរភិរលោក នងិតំបន់រមួ្ទាងំទ្ំនាក់ទ្ំនងភូម្ិសាង្គ្រតនលោបាយ បានផតល់កាោន វតតភារ
រស្មាបក់ារអភិវឌ្ឍឧរាហកម្មលៅកម្ព ជា ដដលស្តូវបានរជរដ្ឋា ភិបាលចាត់ទ្ កជាមូ្លដ្ឋា នស្រឹះនន
កំល ីនលរដាកិចចកម្ព ជា។ រជរដ្ឋា ភិបាលកម្ព ជាបានកំរ ងបនតរស្ងងឹ និងអភិវឌ្ឍវរ័ិយអប់រលំឆ្ព ះលៅរក
ការស្សាវស្ជាវ និងនវាន វតតន៍លដីម្បរីស្ងឹងរម្តេភារនិងជំនាញរបរ់ធនធានម្ន រសលៅកម្ព ជាឱ្យស្រប
លៅនឹងបរបិទ្ថ្មីននការអភិវឌ្ឍ ជារិលររការរស្ងឹងរហស្រិនភារកន ងការលរៀបចំម្៉ាូដដលធ រកិចចថ្មីៗ។ 
លដីម្បចីាប់យកកាោន វតតភាររីបដិវតតន៍ឧរាហកម្មទ្ី៤ នងិលរដាកិចចឌ្ជីីថ្លដដលកំរ ងផ រផ ល
ល ងី ស្បរ័នធលអកូ ូហស ដីដលបងកលកខ ៈអំលណាយផលដល់ការបលងកីតថ្មី នវាន វតតន៍ ការស្សាវស្ជាវ និង
អភិវឌ្ឍន៍ ស្តូវដតមានការដកលម្អ។ 
  

បណាត ស្បលទ្រលៅទ្វីបអរ ីកំរ ងនាមំ្ ខ្កន ងការវនិិលោរលលីការស្សាវស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍ លដ្ឋយ 
មានភារហ៊ា នស្បមា ៤៤% ននការវនិិលោរទាងំមូ្លរបរ់រិភរលោក។ ស្បលទ្រចិនកំរ ងបនតកសាង 
លហដ្ឋា រចនារម្ព័នធននការវនិិលោរលលីការស្សាវស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍ ក៏ដូចជារម្តេភារម្ន រស។ ផេ យលៅ 
វញិ ស្បលទ្រលៅទ្វីបអលម្រកិខាងតបូង នងិអង្គ្ហវកិ កំរ ងរេិតលៅឆ្ា យរីការវនិិលោរលនះ លហយីជាលទ្ធ
ផល ស្បលទ្រទាងំលនាះក៏រ ំមានកំល ីនលរដាកិចចរួរឱ្យកត់រមាា ល់ដដរ។ ទ្ នវនិិលោរររ បលលីការស្សាវ 
ស្ជាវនិងអភិវឌ្ឍរបរ់ស្បលទ្រលៅទ្វីបអលម្រកិខាងតបូងនិងអង្គ្ហវកិ មានស្បមា ៥%ននការវនិិលោរ 
ទាងំមូ្លរបរ់រិភរលោក កន ងលរលដដលតំបន់ទាងំ២លនះមានស្បជាជនស្បមា ២០%ននស្បជាជន 
រិភរលោក។ ស្បលទ្រចំនួន៦ដដលមានលំដ្ឋប់ខ្ពរ់ជាងលរលៅកន ងការវនិិលោរលលីការស្សាវស្ជាវនិង
អភិវឌ្ឍ រមួ្មានរហរដាអលម្រកិ ចិន ជប៉ា ន អលលឺម្៉ាង់ ឥណាា  និងកូលរ ៉ាខាងតបូង ដដលលរមីនឹងស្បមា  
៧០%ននទ្ នវនិិលោរររ បរបរ់រិភរលោក។ 
 

លតីចំល ះដងឹ ផលិតផល និងលរវាកម្មថ្មីទាងំលនះលកីតល ងីរីអវី? លហយីលកីតល ងីលដ្ឋយ
រលបៀបណា? ស្រះរជាណាចស្កកម្ព ជាកំរ ងដតកសាងមូ្លដ្ឋា នរស្មាប់ការលស្តៀម្ខ្លួនទ្ទ្ួល និងស្បកតួ
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ស្បដជងកន ងយ ររម្័យបដិវតតឧរាហកម្មទ្ី៤ លៅកន ងលរដាកិចចដដលដផអកលលីរ ទ្ធិ លហយីដដលស្បការលនះ
ចាបំាច់តស្ម្ូវឱ្យរលរដាកម្ព ជា ស្តូវកាល យខ្លួនជារលរដាឌ្ីជីថ្ល រលរដារកល និងរលរដាដដលស្បកប
លដ្ឋយការទ្ទ្ួលខ្ រស្តូវ ដដលមានរម្តេភារកន ងការផលិត ដចកចាយ និងលស្បីស្បារ់រ ទ្ធិលដីម្បទី្ទ្ួល
ម្ន ញ្ញផល និងរមួ្ចំដ កកន ងកំល ីន។ ធនាោររិភរលោកបានលធវីការកត់រមាា ល់តាងំរីឆ្ន ២ំ០០២
នូវបមាល រ់បតូរននមូ្លដ្ឋា នលរដាកិចច រលីរដាកិចចដដលរឹងដផអកលលីកមាល ងំរលកម្ម នងិធនធានអតិកម្ម 
(Labour and Resource Based Economy) លៅកាន់លរដាកិចចដដលរឹងដផអកលលីរ ទ្ធិ (Knowledge 
Based-Economy) ដដលកន ងន័យលនះ រ ទ្ធិរឺជារនលះឹននការអភិវឌ្ឍន៍។ អស្រ័យលហត លនះ លៅលលីរនលង
ដដលកម្ព ជាកំរ ងលធវីដំល ីរលឆ្ព ះលៅកាន់លរដាកិចចឌ្ីជីថ្ល រងាម្កម្ព ជាស្តូវដតមានរម្តេភារកន ងការ  
ផលិត លស្ជីរលររី បនា ំ បលងកីតម្ ខ្របរ និងលស្បីស្បារ់រ ទ្ធិ លដីម្បរីកានិរនតរភារននកំល ីន និងដកលម្អ
ជីវភារររ់លៅ។ រម្តេភារទាងំលនះ អចលកីតល ងីលៅលរលរលរដាកម្ព ជាមានឱ្ការកន ងការទ្ទ្ួល
បានបទ្រិលសាធន៍រីការស្សាវស្ជាវ ការប ត ះរនំិតនចនស្បឌ្ិត នងិការដរវងរកនវាន វតតន៍។  
 

កំដ ទ្ស្ម្ង់វរ័ិយអប់រ ំ រឺជាការស្តួរស្តាយមាោ៌ា រស្មាប់ដំល ីរលឆ្ព ះលៅកាន់រងាម្ស្បកប
លដ្ឋយរ ទ្ធិ និងស្បជារលរដាស្បកបលដ្ឋយភារររ់រលវកី។ តាម្រយៈមូ្លដ្ឋា នអបរ់ ំរងាម្ស្បកបលដ្ឋយរ ទ្ធិ
នឹងស្បមូ្លផត  ំ បលងកីត និងដចករដំលក លៅកាន់រមាជិកកន ងរងាម្នូវរម្បទាអប់រ ំរិលរររឺរ ទ្ធិរម្បទា 
កន ងប រវលហត ននម្ន រសជាតិនិងឧតតម្ស្បលោជន៍ននស្បលទ្រ។ រងាម្ស្បកបលដ្ឋយរ ទ្ធិ រឺរ ំស្ោន់ដតជា
រងាម្ដដលរម្បូររ័ត៌ាមានប៉ា លណាណ ះលទ្ ដតជារងាម្ដដលស្បជារលរដាអចលធវីបរវិតតកម្មររី័ត៌ាមានលៅជា 
មូ្លធនស្បកបលដ្ឋយស្បរិទ្ធភារ។ ការរកីចលស្ម្ីនលៅម្ ខ្ជាលំដ្ឋប់ននបលចចកវទិ្ានិងតំ ភាា ប់ បាន
រស្ងីកស្រំដដនននការចូលលៅកាន់ និងការទ្ទ្ួលបានរ័ត៌ាមានជារកល លហយីដដលកន ងន័យលនះ ការ
អប់រនំឹងបនតវវិតតលៅម្ ខ្និងមានការផ្លល រ់បតូរ។ រងាម្ម្ួយដដលមានអំណាន នងិរបាប់ជាប លរលកខខ្ ា
ននជីវភារស្បចានំថ្ាននស្បជារលរដា លរលលនាះបំ ិនននអំណាន នរិនធ នងិការរ នាលលខ្នរវនត រឺជា
ចលករននការលរៀនរបរ់រិរស។ ធាត ដ៏ចម្បងម្ួយដដលរេិតលៅកន ងការកសាងរងាម្ដដលស្បកបលដ្ឋយ 
រ ទ្ធិរឺលរៀវលៅរិកា លហយីការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលម្អលរៀវលៅរិកាជាស្បចា ំ រឺជានវាន វតតន៍នន  
វរ័ិយអប់រដំដលនាលំៅរកការរិកាលរញម្ួយជីវតិ ការអភិវឌ្ឍន៍រម្បទាអប់រ ំ និងការដចករដំលក
ចំល ះដឹង។ មូ្លដ្ឋា នអប់រ ំ ជារិលរររឺស្រឹះសាេ នឧតតម្រិកាស្តូវមានតួនាទ្ីដដលស្បកបលដ្ឋយការ
ល្លីយតប ចំល ះតស្ម្ូវការខាងលលីលនះ។ សាង្គ្សាត ចារយ អនកស្សាវស្ជាវ និងប រាលិកអប់រសំ្តូវបនតរិកាជាប់
ជានិចច តាម្រយៈការលរៀបលរៀង និរនធ នងិដកលម្អលរៀវលៅរិកា លហយីដដលលរៀវលៅរិកាទាងំលនះនឹង
កាល យជា សាព នននទ្ំនាក់ទ្នំងរវាងនវាន វតតន៍ននបលចចកវទិ្ា និងការលរៀននិងបលស្ងៀនលៅកន ងថ្នន ក់លរៀន។  
 

រងាម្ដដលស្បកបលដ្ឋយរ ទ្ធិ ក៏ជារងាម្ដដលប ត ះឱ្យមានរចនារម្ព័នធទ្ន់ននលរដាកិចចដដល
រឹងដផអកលលីរ ទ្ធិដដរ។ ឧទាហរ ៍ជាក់ដរតងននដបបដផនលនះរមួ្មាន Silicon Valley ននរហរដាអលម្រកិ 
រួនឧរាហកម្មវរិវកម្មអការោនយនតនិងោនយនតលៅទ្ីស្កុង Munich ស្បលទ្រអលលឺម្៉ាង់ តំបនជ់ីវ
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បលចចកវទិ្ាលៅស្កុង Hyderabad ស្បលទ្រឥណាា  តបំន់ផលិតលស្រឿងលអ ចិស្តូនិក និងសារ-រម្នារម្ន៍ 
ឌ្ីជីថ្លលៅទ្ីស្កុង Seoul ស្បលទ្រកូលរ ៉ាខាងតបូង ក៏ដូចជារួនឧរាហកម្មថ្នម្រល និងឥនធនរីម្ីសាង្គ្រត
ននស្បលទ្រលស្បរ ីល លហយីក៏លៅមានទ្ីស្កុងននស្បលទ្រជាលស្ចីនលទ្ៀតលៅលលីរិភរលោក លកខ ៈរម្បតតិ
ននទ្ីស្កុងទាងំលនះរឺការលស្បីស្បារ់និនាន ការននការអភិវឌ្ឍដដលជំរ ញ និងតស្ម្ង់ទ្ិរលដ្ឋយចំល ះដឹង 
លហយីដដលចំល ះដឹងទាងំលនាះលកីតលចញជាដំបូងរីការវនិិលោរលៅលលីស្រឹះសាេ នឧតតម្រិកា សាេ ប័
នស្សាវស្ជាវ ម្ជឈម្ ា លឧតតម្ភារននជំនាញជាន់ខ្ពរ់ ការស្បកួតស្បដជងលដ្ឋយ      រ ណាធិបលតយយ 
និង ជារិលរររឺការប ត ះវបបធម្៌ាអំណាននិងនរិនធលរៀវលៅ។ លលបឿនននការរកីចលស្ម្ីនដផនករ ទ្ធិ និងប
លចចកវទិ្ាកំរ ងមានរនេ ះលលឿនជាងអវីដដលរិរស និងនិរសិតអចទ្ទ្ួលបានរីស្រូលៅស្រឹះសាេ នរិកា 
ដដលលធវីឱ្យលោលលៅននការអប់រលំៅលរលបចច បបននលនះ មានការស្បឈម្ខាល ងំជាងលរលណាទាងំអរ់។ 
ឧទាហរ ៍ កន ងម្ួយឆ្ន  ំមានលរៀវលៅជាង២,២ោនចំ ងលជីង ស្តូវបានររលររ និងលបាះរ ម្ព ដដល
កន ងលនាះស្បលទ្រចិនមាន៤៤០ ន់ ចំដ កឯរហរដាអលម្រកិមាន ៣០៥ ន់ និងស្បលទ្ររ រស មីាន 
១២០ ន់ចំ ងលជីង។ 
 

ខ្ ៈលរលដដលបលចចកវទិ្ាកំរ ងរកីចលស្ម្ីនជាលរៀងរល់នថ្ា ម្លធាបាយរស្មាប់អំណានក៏មាន
លស្ចីនជលស្ម្ីររស្មាប់រិរស និរសតិ និងសាធារ ៈជនរមួ្មានការអនលរៀវលៅ ការអនលលីឧបករ ៍ 
លអ ចិស្តូនិក ការអនលដ្ឋយលស្បីទូ្រររេនវឆ្ល ត និងការអនលលីក ំរយូទ្័រ ដដលរ ទ្ធរឹងជាម្លធាបាយ  រំ
ខាន់ៗដដលនាអំនកអនទាងំឡាយឱ្យរលស្ម្ចលោលបំ ងអនរបរ់ខ្លួន។ ម្ា៉ាងវញិលទ្ៀត អំណាន
លដ្ឋយលស្បីម្លធាបាយបលចចកវទិ្ាទ្ំលនីប ចំណាយលរលតិច រយស្រួលអន និងជួយដល់បរសិាេ នម្ួយ
កស្ម្ិតលទ្ៀត។ នាលរលបចច បបនន រិរស និរសតិ និងសាធារ ៈជនកម្ព ជាដដលស្រឡាញ់អំណានកំរ ង
ដតលស្បីស្បារ់ម្លធាបាយអំណានទាងំលនះ។ លបីលយងីស្កល កលម្ីលលៅស្បលទ្រលជឿនលលឿន លទាះបីជា  ប
លចចកវទិ្ារកីចលស្ម្ីនខាល ងំោ៉ា ងណា អំណានតាម្រយៈលរៀវលៅលៅដតមានរនេ ះដដដល។ ម្ា៉ាងវញិ
លទ្ៀត បលចចកវទិ្ាអនដបបទ្ំលនីបតាម្រយៈឧបករ ៍ទ្ំលនីប អស្រ័យលលីលទ្ធភារននធនធានអប់រ ំ   ឌ្ី
ជីថ្ល និងមាតិកាឌ្ីជីថ្លស្រប់ស្ោន់ដដលបានផលិត និងបលរហ ះដចកចាយរស្មាប់អំណាន។ 

 
 កន ងបរបិទ្កម្ព ជា ជារិលររកន ងបរកិារ ៍ននការផេ ះរកីរលដ្ឋលននជំងឺកូវដី-១៩ ស្ករួងអប់រ ំយ 
វជន និងកឡីា បានជំរ ញឱ្យមានបរវិតតកម្មឌ្ីជថី្លលៅកន ងលអកូរ ីដរតម្ននការអប់រ ំ ជារិលររការអប់រ ំ
តាម្ស្បរ័នធលអ ចិស្តូនិកនងិការអប់ររំីចមាា យលដីម្បលីលីកកម្ពរ់អណំានតាម្រយៈការផលិតមាតិកា  
ឌ្ីជីថ្លដដលមានភារចស្ម្ុះ ការកសាងរម្តេភារដផនកតំ ភាា ប់នងិលវទ្ិកាឌ្ីជីថ្ល ការរស្ងីកវសិាល
ភារននម្ជឈម្ ា លទ្ិនននយ័ និងការលលីកកម្ពរ់រ  ភារននការផលិតធនធានអប់រឌំ្ីជីថ្ល រួបផស ំ
ជាម្ួយការដចករនលឹកកិចចការឱ្យរិរសយកលៅលរៀនលៅផេះ នងិការច ះលៅជួបជាម្ួយរិរសជាប ត ំ លៅ
តាម្រហរម្ន៍។ កន ងន័យលលីកកម្ពរ់អណំាន និងភាររម្បូរដបបននធនធានលរៀវលៅរិកាឱ្យកាន់ដត
មានស្បរិទ្ធភារនិងភាររ័កតិរិទ្ធិ នងិផតល់ឱ្ការអំណានកាន់ដតលស្ចីនដថ្ម្លទ្ៀតដល់រិរាន រិរស 
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និរសតិ និងសាធារ ៈជន ស្ករួងអប់រ ំ យ វជន និងកីឡាលលីកទ្ឹកចិតតនូវច ំ ចម្ួយចំននួដូចខាង
លស្កាម្៖ 

1. សាង្គ្សាត ចារយ អនកស្សាវស្ជាវ និងប រាលិកអប់រ ំរូម្បនតនិងបលងកីនការលបាះរ ម្ពសាន នដបដនេម្លទ្ៀត 
លដីម្បលីធវីឱ្យធនធានរស្មាប់អំណានកាន់ដតរម្បូរដបប ជារិលររធនធានអំណានជា
លខ្ម្រភាសា 

2. ស្រឹះសាេ នឧតតម្រិកា រូម្ផតល់លទ្ធភារស្រប់ដបបោ៉ា ង លដីម្បឱី្យប រាលិកអប់រសំ្រប់លំដ្ឋប់ថ្នន ក់ 
និង និរសតិស្រប់កស្ម្ិតរិកាអចចូលរមួ្អន នងិរិកាស្សាវស្ជាវតាម្ស្រប់លទ្ធភារជាម្ួយ
ធនធានអណំាន ជារិលររការលរៀបចំឱ្យមានលរលលវោរស្មាប់រហរិកា និងអណំានកន ង
បណាណ ល័យ  

3. សាង្គ្សាត ចារយតាម្ម្ ខ្វជិាា  និងអនកស្សាវស្ជាវតាម្ជំនាញឬវរ័ិយ ស្តូវលរៀបចំដំល ីរការលរៀន 
បលស្ងៀន និងស្សាវស្ជាវដដលមានដ្ឋក់បញ្ចូ លកិចចការរវ័យរិកា រហរិកា ឬការស្សាវស្ជាវ 
បណាណ ល័យដដលតស្ម្ូវឱ្យនិរសតិ ស្តូវអននិងស្សាវស្ជាវជាម្ួយធនធានអំណាន 

4. ស្រឹះសាេ នឧតតម្រិកា នងិម្ជឈម្ ា លស្សាវស្ជាវ ស្តូវខ្ិតខ្ំឱ្យអរ់លទ្ធភារកន ងការបលងកីតប
ណាណ ល័យ ម្ជឈម្ ា លរកាឯកសារ ឬម្ជឈម្ ា លអប់រឌំ្ីជីថ្ល ជាលដីម្ លដមី្បឱី្យប រាលិក
អប់រសំ្រប់លំដ្ឋប់ថ្នន ក់និងនិរសតិស្រប់កស្ម្ិតរិកា អចទ្ទ្ួលបាន និងដរវងរកស្បភររស្មាប់
អំណាន កានដ់តរម្បូរដបប និងមានភារបត់ដបន ល្លយីតបតាម្តស្ម្ូវការអនកអន 

5. និរសតិស្រប់កស្ម្ិតរិកា ស្តូវខ្ិតខ្ំនិងចណំាយលរលអន និងចាត់ទ្ កវបបធម្៌ា និងអកបប
កិរោិអំណានជាដផនកម្ួយ ននលរលលវោនិងភាររ ីវល័ិយននជិវតិស្បចានំថ្ា 

6. បងបអូនជនរមួ្ជាតិ ដដលជាមាតាបិតា ឬអនកអណារាបាល រូម្ជួយជំរ ញនិងបងកលកខ ៈ
កាន់ដត លស្ចីនដថ្ម្លទ្ៀត ជារិលររការនលលកចំណាយលៅកន ងស្រួសាររស្មាប់ការទ្ិញ 
រមាា រៈរិកា លរៀវលៅអន និងឧបករ ៍រស្មាប់អំណានដល់កូនៗ ដដលចាត់ទ្ កជាការ 
វនិិលោរម្ួយដ៏រំខាន់ រស្មាប់ បលងកីនចលំ ះដឹង នងិអនារតរបរ់រួកលរ។ 

 
លដ្ឋយមានការោសំ្ទ្រីស្ករួងលរដាកិចច និងហរិញ្ញវតេ  លៅឆ្ន ២ំ០២០ ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និង

កីឡា បានបលងកីតមូ្លនិធិស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត នងិនវាន វតតន៍ ដដលលៅកាត់ថ្ន“មូ្លនិធិ រ.រ.ន” 
និងលៅជាភាសាអង់លរលរថ្ន The Research Creativity and Innovation Fund ដដលលៅកាត់ជាភាសា
អង់លរលរថ្ន “RCI Fund”។ លោលលៅចម្បងននមូ្លនិធិលនះ រឺរមួ្ចំដ កលលីកកម្ពរ់វបបធម្៌ាននការ
ស្សាវស្ជាវ បំផ ររំនិតនចនស្បឌ្ិត នងិជរំ ញការលធវីនវាន វតតន៍ លដីម្បជីាស្បលោជន៍ដល់វរ័ិយអប់រដំដល
ល្លីយតបលៅនឹងទ្ីផាររលកម្ម និងសាកលភាវូបនីយកម្ម។  មូ្លនិធិ រ.រ.ន បានរលស្ម្ចកំ ត់
ស្បធានបទ្ ជាអទ្ិភាររស្មាប់ការោសំ្ទ្លដ្ឋយមូ្លនិធិចំនួន៣ រមួ្មាន ឌ្ជីីថ្លនីយកម្មរស្មាប់បដិវតត
ឧរាហកម្ម៤.០ (Digitalization for IR.4.0) ការស្សាវស្ជាវអន វតតលលីវរ័ិយករិកម្ម (Applied 
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Agricultural Research) និងការស្សាវស្ជាវររ លការលយរតវតសទ្ី២១ (21st Century Pedagogy 

Research)។ 
 

លដ្ឋយមានការលធវីអតេិភារវូបនីយកម្មលៅលលីទ្ិរលៅននការលស្បីស្បារ់ថ្វកិាមូ្លនិធិរស្មាប់ឆ្ន  ំ
២០២០ ស្ករួងលរដាកិចច និងហរិញ្ញវតេ  និងស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡា បានផតល់ការោសំ្ទ្ដល់ការ
លរៀបលរៀង និរនធ និងដកលម្អ លរៀវលៅរិកា(Text book) ដដលនឹងស្តូវលស្បីស្បារ់លៅកស្ម្ិតឧតតម្ 
រិកា។ លោលបំ ងននការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលម្អ លរៀវលៅរិកាលៅកស្ម្ិតឧតតម្រិការឺលដីម្បី
បលងកីនបរមិា  លលីកកម្ពរ់រ  ភារ និងរស្ងីករម្ធម្៌ាននធនធានរិកាជាលខ្ម្រភាសាជូនដល់
និរសិតដដលកំរ ងបនតការរិកា និងលស្តៀម្ខ្លួនលធវីការស្សាវស្ជាវលៅកស្ម្ិតឧតតម្រិកា។ លលីររីលនះ
លទ្ៀតការលរៀបលរៀងនិរនធ និងដកលម្អលរៀវលៅរិកាលៅកស្ម្ិតឧតតម្រិកាមានលោលលៅដូចខាងលស្កាម្ 
៖ 

- ល្លីយតបជាបនាេ ន់ចំល ះការខ្វះខាតធនធានរិកា ដដលជាតស្ម្ូវការរិការបរ់និរសតិ លៅ
កស្ម្ិតឧតតម្រិកា  

- លលីកកម្ពរ់ទ្ំលនីបភាវូបនីយកម្ម នងិឧតតមាន វតតន៍ននការលរៀននិងបលស្ងៀន និងការស្សាវស្ជាវលៅ
លលីម្ ខ្វជិាា  កម្មវធិីរិកា ឬម្ ខ្ជំនាញជាក់ោក ់

- បលងកីនភាររ ីជលស្ៅកន ងការកសាងវជិាា ជីវៈនិងបទ្រិលសាធន៍រស្មាប់ឋានៈសាង្គ្សាត ចារយ និង
អនកស្សាវស្ជាវ  

- រមួ្ចំដ កដល់ការកសាងភារជារហរម្ន៍វជិាា ជីវៈ ការដចករដំលកបទ្រិលសាធន៍ នងិវបបធម្៌ា
ននការលរៀបលរៀង និរនធ នងិដកលម្អលរៀវលៅរិកាលៅកស្ម្ិតឧតតម្រិកា។ 

 
ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកឡីា បានវាយតនម្លខ្ពរ់ចំល ះការលបាះជំហានស្បកបលដ្ឋយម្នរិការវជិាា

ជីវៈននស្រឹះសាេ នឧតតម្រិកា នងិប រាលិកអប់រទំាងំអរ់ កន ងការលរៀបចំ លរៀបលរៀង និរនធ និងដកលម្អ
លរៀវលៅរិកា លដីម្បបីលងកីនបរមិា  លលីកកម្ពរ់រ  ភារ និងរស្ងឹងរម្ធម្៌ាននធនធានរិកាជា
លខ្ម្រភាសា ជូននិរសតិដដលកំរ ងបនតការរិកា និងលស្តៀម្ខ្លួនលធវីការស្សាវស្ជាវលៅកស្ម្ិតឧតតម្រិកា។ 
លរៀវលៅរិកាជាដផនកម្ួយននការទ្ទ្ួលសាា ល់រ  ភារអប់រនំនស្រឹះសាេ នឧតតម្រិកា នងិជាធនធាន
រិកាដដលជាមូ្លដ្ឋា នម្ួយដ៏រំខាន់ កន ងការោសំ្ទ្ដល់ការបលស្ងៀន និងលរៀន លហយីស្តូវមានបរមិា 
ស្រប់ស្ោន់ ល្លីយតបលៅនឹងកម្មវធិីអប់រ ំ និងតស្ម្ូវការរិកាស្សាវស្ជាវ។ ជាលោលការ ៍ ស្រឹះសាេ នឧតតម្
រិកាទាងំអរ់ ស្តូវមានលរៀវលៅរិកាដដលលស្បីជាលោលរស្មាប់ម្ ខ្វជិាា នីម្ួយៗ។ ចនំួនលរៀវលៅ
រិកាដដលស្រប់ស្ោន់រស្មាប់ការស្សាវស្ជាវ និងការរិការបរ់និរសតិ ស្តូវមានោ៉ា ងតិចម្ួយចំ ង
លជីងកន ងម្ួយម្ ខ្វជិាា  លហយីស្តូវតម្កល់ោ៉ា ងតិច២ចាប់ លៅកន ងបណាណ ល័យ ឬអចរកបានតាម្ស្បរ័នធលអ
 ចិស្តូនិច។ ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡា លលីកទ្ឹកចិតតបដនេម្លទ្ៀតជូនដល់ស្រឹះសាេ នឧតតម្រិការដា 
និងឯកជនដដលបានលរនីរ ំថ្វកិាមូ្លនិធិរចួ រូម្ចូលរមួ្បដនេម្លទ្ៀតលដីម្បបីលងកីនចំនួនចំ ងលជីង
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លរៀវលៅ។ ចដំ កស្រឹះសាេ នឧតតម្រិការដានិងឯកជនដដលរ ំទាន់បានដ្ឋក់ កយលរនីរ ំ រូម្ចូលរួម្ 
លដីម្បជីារ  ស្បលោជន៍ដល់តស្ម្ូវការដ៏ទ្ទូ្ច និងនថ្លថ្នល នននិរសតិកម្ព ជាកន ងការរិកា និងស្សាវស្ជាវលៅ
កស្ម្ិតឧតតម្រិកា។ 
  



vii 
 

ដេនកតីរញ្ជា ក់ 
ច្នមូលនិធកិារស្រាវស្រាវ គំនតិច្នៃស្ររឌិត និងនវានុវតតន៍ 

 
លរៀវលៅរិកាលនះជាលទ្ធផលននការលរនីរ ំអន វតតថ្វកិាមូ្លនិធិការស្សាវស្ជាវ រំនតិនចនស្បឌ្ិត 

និងនវាន វតតន ៍កន ងរលស្មាងលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលម្អលរៀវលៅរិកា ដដលនឹងស្តវូលស្បីស្បារ់លៅកស្ម្ិត
ឧតតម្រិកា។ លរៀវលៅរិកាលនះ ស្តូវបានលរៀបលរៀង និរនធ ឬដកលម្អលដ្ឋយមានការធានាអះអងថ្នជា
សាន នដរបរ់អនកនិរនធផ្លេ ល់ និងបាន្លងកាត់ស្តួតរិនតិយ ផតល់លោបល់ និងវាយតនម្លលដ្ឋយស្កុម្ស្បឹកា
អប់រ ំ ស្កុម្ស្បឹកាស្សាវស្ជាវ ឬស្កុម្ស្បឹកាដដលមានតនម្លលរមីននស្រឹះសាេ នឧតតម្រិកា និងតាម្រយៈកិចច
រនាដដលបានលធវីល ងី និងដដលបានតម្កល់ទ្ កលៅមូ្លនិធិការស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត នងិនវាន វតត
ន៍។ រល់ខ្លមឹ្សារ ការបកស្សាយ និងរូបភារ រឺជាជំហរនិងទ្រសនៈផ្លេ ល់របរ់អនកនិរនធ លហយី រ ំ្ល ះ
បញ្ច ងំ ឬជាតំណាងដល់មូ្លនិធិការស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត និងនវាន វតតន ៍ ននស្ករួងអប់រ ំយ វជន 
និងកីឡា ល យី។  
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អារមភកថា 
លរៀវលៅ រ ិតរ នា ៤ លនះស្តូវបានចងស្កងល ងីរស្មាប់ររ និរសតិដផនករ ិតវទិ្ា និង 

សាង្គ្សាត ចារយ។លរៀវលៅលនះអចជួយឱ្យអនកអនទ្ទ្លួបានចំល ះដឹងខាងស្ទ្រឹតី និងការរ នាដដល
ជាមូ្លដ្ឋា នននរ ិតវទិ្ារ នា។ 

ឯកសាររ ិតវទិ្ាលនះស្តូវបានចងស្កងរីឯកសារលោកស្រូ រួន រ វ ណ នងិឯកសារលផសងៗរី
បរលទ្របដនេម្លទ្ៀត លដីម្បបីានជាឯកសារលស្បីស្បារ់ និងជាឯកសាររិលស្ោះ។ លយងីខ្្ ំរងឃមឹ្ថ្នលស្ការី
អន និងរិចារណាលដ្ឋយយកចិតតទ្ កដ្ឋក់ររ នរិសតិរិតជាទ្ទ្ួលបានចំល ះដឹងរ ិតវទិ្ាដផនក
រ នាបានទូ្លំទូ្ោយ។ 

លយងីខ្្ ំក៏ទ្ទ្លួការរះិរន់ស្រប់ដបបោ៉ា ងរិរំណាក់ររ និរសតិ និងអនកអនស្របម់្ជឈដ្ឋា នលដីម្បដីក
លម្អលរៀវលៅលនះលៅលរលលបាះរ ម្ាផាយលលីលស្កាយ។ 
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ដេនកដីថ្លែងអំណរគុណ 
ជាការរិតលរៀវលៅ «រ ិតរ នា ៤ » ដដលលលចលចញជារូបរងលៅលរលលនះរឺបានលកីត

ល ងីរីការខ្ិតខ្ំ និងយកចិតតទ្ កដ្ឋកចូ់លរមួ្រីភារី និងសាេ ប័ន ក់រ័នធជាលស្ចីន។ ខ្្ ំបាទ្រូម្ដថ្លង
អំ ររ  ោ៉ា ងស្ជាលលស្ៅបំផ តដល់ភារី និងសាេ ប័ន ក់រ័នធទាងំអរ់ដូចជា ៖ 
- ស្ករួងលរដាកិចច និងហរិញ្ញវតេ  ដដលបានោសំ្ទ្ោ៉ា ងលរញទ្ំហងឹដល់ស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកីឡាឱ្យ
បលងកីតមូ្លនធិិស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្តិ និងនវាន វតតន៍ លៅកាតថ់្ន «មូ្លនិធិ រ.រ.ន»។  
- ស្ករួងអប់រ ំយ វជន នងិកីឡាដដលបានបលងកីតមូ្លនិធិស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្តិ និងនវាន វតតន៍ ដដល
លៅកាត់ថ្ន «មូ្លនិធិ រ.រ.ន» លដីម្បរីមួ្ចំដ កលលីកកម្ពរ់វបបធម្៌ាននការស្សាវស្ជាវ បំផ ររំនិតនចន
ស្បឌ្ិត និងជំរ ញការលធវីនវាន វតត លដីម្បជីាស្បលោជន៍ដល់វរ័ិយអប់រ ំយ វជន និងកីឡា ដដលល្លីយតបលៅ
នឹងទ្ីផាររលកម្ម និងសាកលភាវូបនីយកម្ម។ 
- មូ្លនធិិស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត នងិនវាន វតតន៍ ដដលបានោសំ្ទ្ដល់ការលរៀបលរៀង និរនធ និង ដកលម្អ
លរៀវលៅរិកា (Text book) ដដលនឹងស្តូវលស្បីស្បារ់លៅកស្ម្ិតឧតតម្រិកា លដីម្បីបលងកីនបរមិា  
លលីកកម្ពរ់រ  ភារ និងរស្ងីករម្ធម្៌ាននធនធានរិកាជាលខ្ម្រភាសាជូនដល់និរសិតដដលកំរ ង
បនតការរិកា និងលស្តៀម្ខ្លួនលធវីការស្សាវស្ជាវលៅកស្ម្ិតឧតតម្រិកា។ 
- ឯកឧតតម្វទិ្ាសាេ នររ លការលយបាត់ដំបងដដលបានចាត់តាងំជារ ៈកម្មការនិរនធចូលរមួ្ការ
លរៀបលរៀង និរនធ និងដកលម្អលរៀវលៅលៅកស្ម្ិតឧតតម្រិកាលនះ។ 
- នាយកដ្ឋា នប ដ ះបណាដ លដដលបានចាត់តាងំជារ ៈកម្មការនិរនធ នងិរ ៈកម្មការស្តួតរិនិតយ 
លលីសាន នដននការចូលរមួ្ការលរៀបលរៀង និរនធ នងិដកលម្អលរៀវលៅលៅកស្ម្ិតឧតតម្រិកាលនះ។ 
- លោកស្បធាន នាយកដ្ឋា នប ដ ះបណាដ លដដលស្រម្លស្រៀងទ្ទ្ួលរិទ្ធិជាតំណាងអនកលរៀបលរៀងកន ងការ
ចាត់ដចង នងិរស្ម្បរស្ម្ួលជាម្ួយស្ករួងអប់រ ំយ វជន និងកឡីា ច ះហតេលលខាលលីកិចចស្រម្លស្រៀង និង
កិចចដំល ីការទូ្ទាត់ថ្វកិាតាម្រយៈការលរនីរ ំ និងទ្ទ្ួលថ្វកិា លបាះរ ម្ព និងផសរវផាយបនតនូវសាន នដ
លរៀបលរៀង នរិនធ នងិដកលម្អរបរ់អនកលរៀបលរៀងកន ងការលរៀន និងបលស្ងៀនកន ងស្រឹះសាេ នរិកា និងស្បរល់
រិទ្ធិស្របតាម្ការកំ ត់ននកិចចស្រម្លស្រៀង រតីរីការលរៀបលរៀង និរនធ និងដកលម្អលរៀវលៅលៅកស្ម្ិតឧតតម្
រិកា លស្កាម្ការោសំ្ទ្ននមូ្លនិធិស្សាវស្ជាវ រំនិតនចនស្បឌ្ិត និងនវាន វតតន៍។ 
- ស្រូឧលទ្េរម្ ខ្វជិាា រ ិតរ នា ៤ ននវទិ្ាសាេ នររ លការលយបាត់ដំបងដដលបានផដល់ម្តិដកលម្អលលី
ខ្លឹម្សារ ននលម្លរៀននីម្ួយៗឱ្យកាន់ដតមានភាររ ស្កឹត នងិមានលកខ ៈវទិ្ាសាង្គ្រត។ 
ខ្្ ំបាទ្រងឃមឹ្ថ្ន លរៀវលៅលនះនឹងល្លីយតបជាបនាេ នច់ំល ះការខ្វះខាតធនធានរិកា ដដលជាតស្ម្ូវការ
រិការបរ់រិរស និរសតិ លៅកស្ម្ិតវទិ្ាល័យ និងឧតតម្រិកា។ 
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ការររយិាយដលើមុខវិាា  
ការរិកាលម្អិតលលីកម្មវធិីដដលអចឱ្យអនករិកាលចះលស្បីស្បារ់បានដូចជា៖ លម្លរៀន ឧទាហរ ៍ 

លំហាត់អន វតតន៍ នងិលំហាត់ស្សាវស្ជាវរមួ្មានវធិីលផសងកន ងការលដ្ឋះស្សាយលដ្ឋយវភិារ ការរិតស្តិះរះិ
រិចារណា ជាលដីម្។ ម្ ខ្វជិាា រ ិតវភិារទូ្លៅ៤លផ្លត តរំខាន់លៅលលីមូ្លដ្ឋា នស្រឹះរំខាន់ៗបដនេម្លទ្ៀត
ននវភិារទូ្លៅដដលមានមាតិការំខាន់ៗរមួ្មាន៖  លរ៊ារអីន រម្ន៍ អន រម្ន៍លស្ចនីអលថ្រ និងរហ អងំលត
ស្កាល។ 

ខ្លឹម្សារលម្លរៀនដដលបានលលីកល ងីកន ងលរៀវលៅលនះអចជួយលដ្ឋះស្សាយបញ្ហ កន ងការបលស្ងៀន 
និងលរៀន ិតវទិ្ាដដលបងកលកខ ៈរយស្រួលដល់ស្រូឧលទ្េរ ស្រូបលស្ងៀន ររ និរសតិ ររ រិរស 
រិរាន រិរសអចអន វតតន៍ នងិស្សាវស្ជាវរស្មាប់សាធារ ៈជនទូ្លៅ។ ជាមូ្លដ្ឋា នស្រឹះរស្មាប់ហវកឹ 
ហាត់តរ និរសតិ រិរសរិកានូវរល់ខ្លឹម្សារស្របតាម្កម្មវធិីដដលលធវីឱ្យលម្លរៀននីម្ួយៗមានទ្ំនាក់
ទ្ំនងោន រីម្យួចំ  ចលៅម្ួយចំ  ច។ 
   



xiii 
 

មូលន័យេដងេរ 
លរៀវលៅលនះលផ្លត តរំខាន់លៅការរ នាដដលមានលម្លរៀនរលងខប និយម្នយ័ ស្ទ្ឹរដីបទ្ 

ឧទាហរ ៍ លំហាត់អន វតតន៍ជាលដីម្ស្រម្ទាងំមានទ្នំាក់ទ្ំនងននលម្លរៀននីម្ួយៗ។ លៅកន ងលម្លរៀនលរ៊ារ ី
ដតល័រកន ងលោលបំ ងលដមី្បឱី្យរិរសលចះ និយម្នយ័ វបិាក ការរ នានូវការរនាល តអន រម្ន៍លផសងៗ 
និងរកលរ៊ារហីវួរលីយ៉ាផងដដរ។ ចំល ះលម្លរៀនអន រម្ន៍លស្ចីនអលថ្រលដីម្បរីកអន រម្ន៍លផសងៗចាប់រីម្ួយអ
ញ្ញ តត រីរអញ្ញ តល ងីលៅដូចជាអន រម្ន៍ទូ្លៅ លដរលីវលដ្ឋយដផនកននអន រម្នល៍ស្ចីនអលថ្រកន ងការរកលដរលីវ
លដ្ឋយតាម្កំល ីន តាម្ទ្រិលៅ បណាត ក់ននអន រម្ន ៍ លដរលីវលំដ្ឋប់ខ្ពរ់ បរមាលធៀបជាលដីម្។ លៅដផនក
ននលម្លរៀនរហ អងំលតស្កាលរឺលដីម្បឱី្យររ និរសតិរកមាឌ្ ដដនក ំត់ ទ្ីស្បជ ទំ្ម្ាន់ លដីម្បផីាភាា ប់លៅនឹង
ការអន វតតន៍លៅកន ងដផនកវទិ្ាសាង្គ្រតជាលដីម្។ 
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ដមដរៀនទី១៖  ដេ៊េរចី្តលរ័  
TAYLOR SERIE  

១.១. និយមន័យ                                                                                                             
 ក.ករ ីរហ ធា 
 ស្ទ្ឹរតីបទ្៖ លរឱ្យរហ ធា ( )P x  មានដឺលស្កnរឺ៖ ( ) 0 1 ... , 0n

n nP x a a x a x a= + + +      
ស្តង់ a    លរបាន៖ 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

2

0

' ''
...

1! 2! !

!

n
n

kn
k

k

P a P a P a
P x P a x a x a x a

n

P a
x a

k=

= + − + − + + −

= −
  

ដដល ( ) ( ) ( )0
P a P a= ។ 

      រស្មាយបញ្ា ក់ 
លរបាន ( ) ( ) ( ) 2

1, , ,...,
n

x a x a x a− − − ជាលោលនន  n x       

ដូចលនះ ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 1 2 ...
n

nP x a a x a a x a a x a= + − + − + + −      
វបិាក៖ 

• ( ) 0P a a=   
• ( ) ( ) ( ) ( )

2 1

1 2 3' 2 3 ...
n

nP x a a x a a x a na x a
−

= + − + − + + −   

( )
( )

1 1

'
'

1!

P a
P a a a =  =

  
• ( ) ( ) ( ) ( )

2

2'' 1 2 2 3 ... 1
n

nP x a x a n na x a
−

=  +  − + + −  −

( ) ( ) ( ) ( )
2

2'' 1 2 2 3 ... 1
n

nP x a x a n na x a
−

=  +  − + + −  −   
( )

( )
2 2

''
'' 2!

2!

P a
P a a a =  =

  ...............................................

...............................................   
• លបី ( ) ( ) ( )( ): 1 2... 2 3... 1 ...

k

kk n P x ka k x a =  +  + − +  
           ( ) ( )... 1 ...

n k

nn k na x a
−

+ − + −  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ): 1 2... 2 3... 1 ... 1 ...

n kk

k nk n P x ka k x a n k na x a
−

 =  +  + − + + − + −         
( ) ( )

( ) ( )
!

!

k

k

k k

P a
P a k a a

k
 =  =   

...........................................   
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• 
( ) ( )

( ) ( )
!

!

n

n

n n

P a
P a n a a

n
=  =  ដូចលនះ

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
2' ''

...
1! 2! !

n
nP a P a P a

P x P a x a x a x a
n

= + − + − + + − ។ 

ឧទាហរ ៍ ១ ៖ ក. ររលរររូបម្នតលរ៊ារនីតល័រនន ( ) 3 23 5 4P x x x x= + − −  ស្តង់ 2a = ។ 
        ខ្. កំ ត់រហ ធាដឺលស្កទ្ីបួននន ( )P x លដ្ឋយដឹងថ្ន៖ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4
1 1, ' 1 2, '' 1 4, ''' 1 12, 1 48P P P P P= = − = = − =   

      ដំលណាះស្សាយ 
ក. ររលរររូបម្នតលរ៊ារនីតល័រ  
លរបាន៖ 

• ( )2 8 12 10 4 6P = + − − =   
• ( ) ( )2' 3 6 5 ' 2 19P x x x P= + −  =   

• 
( ) ( )'' 6 6 '' 2 18P x x P= +  =  

• 
( ) ( )''' 5 ''' 2 6P x P=  =  

ដូចលនះ តាម្រូបម្នតលរ៊ារនីតល័រននP  ស្តង់ 2a = រឺ៖ 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 3

2 3

'' 2 ''' 2
2 ' 2 2 2 2

2! 3!

6 19 2 9 2 2

P P
P x P P x x x

P x x x x

= + − + − + −

= + − + − + −   
 ខ្.កំ ត់រហ ធាដឺលស្កទ្ី៤ 

តាម្រូបម្នតលរ៊ារនីតល័រនន ( )P x ស្តង់ 1a =  លរបាន៖ 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

4
2 3 4

2 3 4

2 3 2 4 3 2

4 3 2

'' 1 ''' 1 1
1 ' 1 1 1 1 1

2! 3! 4!

1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 2 2 4 2 2 6 6 2 2 8 12 8 2

2 10 20 20 9

P P P
P x P P x x x x

x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x

= + − + − + − + −

= − − + − − − + −

= − + + − + − + − + + − + − +

= − + − +   
ដូចលនះ ( ) 4 3 22 10 20 20 9P x x x x x= − + − +   ។ 

 ខ្. ករ ីអន រម្ន៍ទូ្លៅ 
ស្ទ្ឹរតីបទ្៖ លរឱ្យអន រម្ន៍ ( )f x ជាប់និងមានលដរលីវលំដ្ឋប់n លលី ,a b   លហយី ( )n

f មាន
លដរលីវ ( )1n

f
+ លលី ] , [a b ។ រននិដ្ឋា ន៖ ( ),c a b  កំ ត់លដ្ឋយ៖ 
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )

2

1

1

1

1

0

...
1! 2! !

1
1 !

! 1 !

n
n

n

n

nkn
k n

k

f a f a f a
f b f a b a b a b a

n

b a
f c

n

f a b a
b a f c

k n

+

+

+

+

=

 
= + − + − + + −

−
+

+

−
= − +

+


 
( )1 លៅថ្នរូបម្នតលរ៊ារនីតល័រលំដ្ឋប់ 1n+ នន f ស្តង់a។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 

តាង ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
2' ''

...
1! 2! !

n
n

n

f a f a f a
P x f a x a x a x a

n
= + − + − + + − ដដល 

a x b   លៅថ្នដផនកលទ្ៀងទាត់នន f ស្តង់វរ័រ ីណាននa  តាម្ការរិកាដូចករ ីទ្ី១លរបាន៖ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )

, ' ' , '' '' ,...,

' '' ... 0

n n

n n n n

n

n n n n

n n

P a f a P a f a P a f a P a f a

f P a f P a f P a f P a

f P x f x P x

= = = =

 − = − = − = = − =

− = −

 

តាង ( ) ( ) ( ) ( )
1n

nx f x P x c x a
+

= − + − ចំនួនលថ្រcយកោ៉ា ងណាឱ្យបាន ( ) 0b = រឺ៖ 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1

0
n

n

n

n

f b P b c b a

P b f b
c

b a

+

+

− + − =

−
 =

−

  

លរបាន៖ជាប ់និងមានលដរលីវលំដ្ឋប់n ដដល ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '' ... 0
n

a a a a   = = = = =   
លហយី ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 !
n n

x f x c n
+ +

= + +  
តាម្ស្ទ្ឹរតីបទ្រ ៉ាូលលរបាន៖ 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 1 1

0 , , ' 0

' ' 0 , , ' 0

.......................................................................

.......................................................................

a b c a b c

a c c a b c

  

  

= =   =

= =   =   

លបីលរបនតវធិីលនះnដងលរបាន៖ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1

, , 0

, , 0

n n

n n

n

c a b c a

c a b c

 


+

  = =

  =
 

( ) ( ) ( )1
1 ! 0

n
f c c n

+
 + + =  
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( ) ( )
( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )

1

1

1

1 ! 0

1 !

n n

n

n

n

P b f b
f c n

b a

b a
f b P b f c

n

+

+

+

−
+ + =

−

−
 − =

+

 

លនាះតាម្ ( )1 រិត 
លបីលរតាងb a x x b a= +  = −  លនាះ(1)លៅជា 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

1
12

1
1

0

...
1! 2! ! 1 !

2

, 0 1
! 1 !

n n
nn

k nn
nk

k

f a f a f a x
f x a f a x x x f a x

n n

f a x
x f a x

k n



 

+
+

+
+

=

 
+ = + + + + + +

+

= + +  
+



  

ដដល ( )
( )

( ) ( )
1

1

1 !

n
n

n

x
R x f a x

n


+
+

= +
+

លៅថ្ន រំ ល់នន ( )f a x+  

លហយី
( ) ( )

( )0 1 !

kn
k

k

f a
x

n= +
 លៅថ្ន ដផនកលទ្ៀងទាត់នន ( )f a x+  ។ 

+ លៅកន ងករ ីលនះ៖ 0a =  លនាះ( )2 លរបានលរ៊ារនីតល័រនឹងលៅជាលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំ(MacLaurin 

Serie) កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

1
12

1
1

0

' 0 '' 0 0
0 ...

1! 2! ! 1 !
3

0
,0 1

! 1 !

n n
nn

k nn
nk

k

f f f x
f x f x x x f x

n n

f x
x f x

k n



 

+
+

+
+

=

= + + + + +
+

= +  
+



  

ឧទាហរ ៍២៖ ចូរររលររលរ៊ារនីតល័រននអន រម្ន៍ ( ) xf x e=  ស្តង់វរ័រ ីណានន 1 និងររលររលរ៊ារមីា៉ា ក
 ូរ ងំ(MacLaurin Serie) ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 
+ លរ៊ារនីតល័រ 
លយងីមាន ( ) xf x e=  
          ( ) ( )' ' 1xf x e f e =  =   

        

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

'' 1

.......................................

.......................................

1

x

n nx

f x e f e

f x e f e

 =  =

=  =

  

ដូចលនះលរ៊ារនីតល័ររឺ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 1 ... 1

1! 2! !

n

n

e e e
f x e x x x R x

n
= + − + − + + − +   
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ឬ ( ) ( )
0

1
!

n

n

e
f x x

n



=

= −   

ឧទាហរ ៍៣៖ ចូររកតនម្លស្បដហលនន ( )0sin 30 30  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 តាង ( ) sinf x x=   

លរបាន ( ) ( )0 0 30
sin 30 30 sin 30 30' sin

6 60 180

  
 = + = +  

 
  

       sin 0.0087
6

 
= + 

 
  

លដ្ឋយលស្បីលរ៊ារនីតល័រលនាះលរបាន៖ 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

' ''
2!

sin sin cos sin
2!

a
f x a f x a f x f x

a
x a x a x x

+ = + + +

+ = + + − +

  

យក , 0.0087
6

x a


= =   

( )
( )

2
0.0087

sin 0.0087 sin 0.0087 cos sin
6 6 6 2! 6

        
+ = + + −     

     
  

លយងីរិកាដត3តួដំបូង 
ដូលចនះ 0sin30 30 0.50752 = ។  

+ ចំល ះលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំលរបាន៖ ( )
0 !

n

n

x
f x

n



=

=   

ឧទាហរ ៍៤៖ ចូរររលររលរ៊ារនីតល័រននអន រម្ន៍ ( ) sinf x x= ស្តង់វរ័រ ីណានន
3

 និងលរ៊ារមីា៉ា ក 

 ូរ ងំ ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 
+ ចំល ះលរ៊ារនីតល័រ 
លយងីមាន ( ) sinf x x=  

( )
1

' cos sin '
2 3 2

f x x x f
    

 = = +  =   
   

  

( ) ( )
2 3

'' sin sin sin ''
2 3 2

f x x x x f
 


   

 = − = + == +  = −   
   

  

( )
3 1

cos sin '''
2 3 2

f x x x f
    

 = − = +  = −   
   

  
..................................................................

.................................................................. 
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( ) ( ) ( )
sin sin

2 3 3 2

n nn n
f x x f

        
 = +  = +     

     
  

ដូចលនះលរ៊ារនីតល័ររឺ ( )
0

sin
3 2

! 3

n

n

n

f x x
n

 



=

 
+ 

  = − 
 

   

+ ចំល ះលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំ 
លយងីមាន ( ) ( )sin 0 0f x x f=  =   

     

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

' cos ' 0 1

'' sin '' 0 0

''' cos ''' 0 1

..................................................

..................................................

sin 0 sin 1 0
2 2

n n

f x x f

f x x f

f x x f

n n
f x x f

 

=  =

= −  =

= −  = −

   
= +  = =    

   
…

 

ដូចលនះលរបានលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំ ( ) ( )
( )

( )
3 5 7 2 1

... 1
1! 3! 5! 7! 2 1 !

n
n

n

x x x x x
f x R x

n

+

= − + − + + − +
+

  

ឬ ( ) ( )
( )

2 1

0

1
2 1 !

n
n

n

x
f x

n

+

=

= −
+

 ។ 

ឧទាហរ ៍៤៖ ចូរររលររលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំននអន រម្ន៍ ( ) cosf x x= ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីលស្បីលដរលីវននលរ៊ារលីនាះលរបាន៖ 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 1

0

2

0

cos sin 1
2 1 !

1
2 !

n
n

n

n
n

n

x
f x x x

n

x

n

+

=



=

 = = = − 
+ 

= −





  

ឧទាហរ ៍៥៖ ចូរររលររលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំ(McLaurin Serie)ននអន រម្ន៍ ( ) ixf x e= ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 
តាម្ឧទាហរ ៍២ខាងលលីលរបាន៖ 

( )
0 !

n
x

n

x
f x e

n



=

= = ( )
( )

0 !

n

ix

n

ix
f x e

n



=

 = =   

  ( ) ( ) ( )
( )

2 3

1 ...
1! 2! 3! !

n

n

ix ix ixix
R x

n
= + + + + + +  
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    ( ) ( )
2 3 4 5 6 7

1 ... 1
2! 3! 4! 5! 6! 7! !

n
n

n

x ix x ix x ix x
ix R x

n
= + − − + − + − + + − +   

    ( )
( )

( )
( )

( )
2 4 2 5 2 1

cos sin

1 ... 1 ... 1
2! 4! 2 ! 3! 5! 2 1 !

n n
n n

n

x x

x x x x x x
i x R x

n n

+   
= − + − + − + − + − + − +   

+   
 

     cos sinx i x= +  
ដូចលនះ cos sinixe x i x= +  លៅថ្នរូបម្នតអឺដលរ(Euler) ។ 
១.២. វិបាក 

 cos sinixe x i x− = −   

2cosix ixe e x− + =  ឬcos
2

ix ixe e
x

− +
=  

+ លបីលរយក 1i =  លរបាន៖ 

cos cosh
2

x xe e
x x

−+
= =  លៅថ្នកូរ ីនូរអ ីដរប៉ាូលិក 

+ ចំល ះ 2 sinix ixe e i x−− =   

sin
2

ix ixe e
x

i

−−
 =   

+ លបីលរយក 1i = លរបាន៖ 

 sin sinh
2

x xe e
x x

−−
= =  លៅថ្នរ ីនូរអ ីដរប៉ាូលិក 

2

2

sinh 2 1
tanh

cosh 2 1

x x x

x x x

x e e e
x

x e e e

−

−

− −
 =  = =

+ +
  

ដូចលនះ
2

2

1
tanh

1

x

x

e
x

e

−
=

+
 លៅតង់រងអ់ ីដរប៉ាូលិក។ 

2

2

cosh 1
coth

sinh 1

x

x

x e
x

x e

+
= =

−
 លៅថ្នកូរតង់រងអ់ ីដរប៉ាូលិក។ 

2 2

2 2cosh sinh
2 2

x x x xe e e e
x x

− −   + −
 − = −   

   
 

       
2 2 2 2

x x x x x x x xe e e e e e e e− − − −  + − + −
= + −  
  

  

 1x xe e−=  =  
ដូចលនះ 2 2cosh sinh 1x x− = ។ 
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+ ការបរហ ញអន រម្ន៍លដ្ឋយលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំ 
ក. ( )( ) 1 ,

m
f x x m= +   
( )

( )

( )( ) ( )

1

2

0 1

'( ) 1 '(0)

( ) 1 1 (0) 1

m

m

f

f x m x f m

f x m m x f m m

−

−

=

= +  =

 = − +  = −

 

      
.............................................................................

.............................................................................   

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 1 ... 1 1 (0) 1 ... 1
m kk kf x m m m k x f m m m k
−

= − − + +  = − − +  
ដូចលនះរបាន៖ 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )21 1 ... 1
1 1 ...

2! !

m n

n

m m m m m n
f x x mx x x R x

n

− − − +
= + = + +  + +  +

 ឬ ( )
( )( ) ( )

1

1 2 ... 1
1 1

!

m n

n

m m m m n
x x

n



=

− − − +
+ = +  

 លបីយក 1m = −  លរបាន៖ 

( ) ( )2

0

1
1 ... 1 ( ) 1

1

n nn n

n

n

x x x R x x
x



=

= − + − + −  + = −
+

  

 លបីយក x x= −  លរបាន៖ 

( )2

0

1
1 ...

1

n n

n

n

x x x R x x
x



=

= + + + + + =
−

  

 លបីយក 2x x= លរបាន៖ 

( ) ( ) ( )2 4 6 2 2

2
0

1
1 ... 1 1

1

n nn n

n

n

x x x x R x x
x



=

= − + − + + − + = −
+

  

  លបីយក 2x x= −  លរបាន៖ 

( )2 4 6 2 2

2
0

1
1 ...

1

n n

n

n

x x x x R x x
x



=

= + + + + + + =
−

   

 ម្ា៉ាងវញិលទ្ៀត 

( ) ( ) ( )
0

1
ln 1 ln 1 1

1 1

n n

n

dx
x x x dx

x x



=

= +  + = = −  + +
    

        ( )
1

0

1
1

n
n

n

x
c

n

+

=

= − +
+

  
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( ) ( )
0

1

0

1
ln 1 ln 1

1 1

1

n

n

n

n

dx
x x x dx

x x

x
c

n



=

+

=

= − −  − = − = −  − −

= −
+

 


 

  ( ) 2

2 2
0

1
Arctan Arctan 1

1 1

n n

n

dx
x x x dx

x x



=

=  = = −
+ +

   

( )
2 1

0

1
2 1

n
n

n

x
c

n

+

=

= − +
+

  

ប៉ា ដនតArctan Arccot
2

x x


+ =   

( )
2 1

0

Arccot Arctan 1
2 2 2 1

n
n

n

x
x x c

n

  +

=

 = − = − − +
+

   

+ ចំល ះ ( )2

1
Arctanh

1
x

x
=

−
  

2 1
2

2
0 0

Arctanh
1 2 1

n
n

n n

dx x
x x dx c

x n

+ 

= =

 = = = +
− +

    

 ករ ី 1

2
m = −   

( )
( )

( )

( )
( )

2 3

2 3

1

1 3 5 .... 2 11 3 3 5
1 ... 1

2 1! 2 2! 2 3! 2 !1

1 3 5 2 1
1 1

2 !

n
n

nn

n n

n
n

n xx x x
R x

nx

n
x

n



=

    −  
= − + − + + − +

   +

    −
= + −




 

 បតូររី x  លដ្ឋយ x−  

( )
( )

( )

2 3

2 3

1

1 3 5 .... 2 11 3 3 5
1 ...

2 1! 2 2! 2 3! 2 !1

1 3 5 2 1
1

2 !

n

nn

n

n
n

n xx x x
R x

nx

n
x

n



=

    −  
= + + + + + +

   −

    −
= +




  

 បតូររី x លដ្ឋយ 2x  

( )
( )

( )

( )
( )

2 4 6
2

2 32

2

1

1 3 5 .... 2 11 3 3 5
1 ... 1

2 1! 2 2! 2 3! 2 !1

1 3 5 2 1
1 1

2 !

n n

nn

n n

n
n

nx x x
x R x

nx

n
x

n



=

    −  
= − + − + + − +

   +

    −
= + −




 

 បតូររី x លដ្ឋយ 2x  
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( )
( )

( )

2 4 6
2

2 32

2

1

1 3 5 .... 2 11 3 3 5
1 ...

2 1! 2 2! 2 3! 2 !1

1 3 5 2 1
1

2 !

n

nn

n

n
n

nx x x
x R x

nx

n
x

n



=

    −  
= + + + + + +

   −

    −
= +




 

+ ចំល ះ ( )1
2 1

1
x

x


= +

+
  

( )
( )

( )
( )

( )

1

1

1

1 3 5 2 11 1
1 1 1

2 2 2 !1

1 3 5 2 11
1

2 2 1 !

n n

n
n

n n

n
n

ndx
x x dx

nx

n
x x c

n



=


+

=

    − 
 + = = + − 

+  

     −
= + − + 

 + 

 


  

+ ចំល ះ ( )1
2 1

1
x

x


= − −

−
  

( )

( )
( )

1

1

1

1 3 5 2 11 1
1 1

2 2 2 !1

1 3 5 2 11

2 2 !

n

n
n

n

n
n

ndx
x x dx

nx

n
x x c

n



=


+

=

    − 
 − = − = − + 

−  

     −
= − + + 

 + 

 


  

+ ចំល ះ ( )2

2

1
ln 1 arcsinh

1
x x x

x

  = + + =
  +

 

2 1ln 1 sinhx x x− + + =   

       
2

1

1
dx

x
=

+
 

       ( )
( ) 2

1

1 3 5 2 1
1 1

2 !

n n

n
n

n
x dx

n



=

    − 
= + − 

 
  

        ( )
( )

( )
2 1

1

1 3 5 2 1
1

2 2 1 !

n n

n
n

n
x x c

n n


+

=

    −
= + − +

 +
  

+ ចំល ះ ( )
2

1
Arcsin

1
x

x

=
−

  

( )

( )
( )

2

2
1

2 1

1

1 3 5 2 1
Arcsin 1

2 !1

1 3 5 2 1

2 2 1 !

n

n
n

n

n
n

ndx
x x dx

nx

n
x x c

n n



=


+

=

    − 
 = = + 

−  

    −
= + +

 +

 



  

ប៉ា ដនតArcsin Arccos
2

x x


+ =  
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( )
( )

2 1

1

1 3 5 2 1
Arccos Arcsin

2 2 2 2 1 !

n

n
n

n
x x x x c

n n

  
+

=

     −
 = − = − + + 

 + 
   

រស្មាយ៖Arcsin Arccos
2

x x


+ =  

តាង
1 1Arcsin siny x x y=  =  

 
2 2Arccos cosy x x y=  =   

( )1 2 1 2 1 1sin cos Arcsinsin
2

y y y y y y


 + =  = =   

1y ជាម្ ំបំលរញនន 2y  

1 2
2

y y


 + = រិត 

ឬArcsin Arccos
2

x x


+ =  

 ករ ី 1

3
m = −  (ស្សាវស្ជាវលដ្ឋយខ្លួនឯង) 

ឧទាហរ ៍៦៖ ចូរររលររលរ៊ារនីនអន រម្ន៍ ( ) 2sinf x x= ។    
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន 2 1 cos2 1 1
sin cos2

2 2 2

x
x x

−
= = −   

ឥ ូវលយងីលស្បីលរ៊ារនីនcos x   
2 4 6 8

cos 1 ....
1! 4! 6! 8!

x x x x
x = − + − + −  

 

2 4 6 8
2 4 6 8

3 5 7
2 4 6 8

3 5 7
2 4 6 8

2 2 2 2
cos2 1 ...

2! 4! 6! 8!

1 1 2 2 2 2
cos2 ...

2 2 2! 4! 6! 8!

1 1 1 1 2 2 2 2
cos2 ...

2 2 2 2 2! 4! 6! 8!

x x x x x

x x x x x

x x x x x

= − + − + −

− = − + − + − +

− = − + − + − +

 

ដូចលនះលរ៊ារនីនអន រម្ន៍ ( ) 2sinf x x= រឺ
3 5 7

2 2 4 6 82 2 2 2
sin ...

2! 4! 6! 8!
x x x x x= − + − +  

លរ៊ារលីនះរមួ្ចំល ះ x−   ។ 
ឧទាហរ ៍៧៖ ចូររកលរ៊ាររីវ័យរ  ននអន រម្ន៍ ( ) 3 1f x x= + ។    

ដំលណាះស្សាយ 
លដ្ឋយលស្បីលរ៊ាររីហ ធាលរបាន៖ 

( )
( ) ( )( )2 31 1 2

1 1 ...
2! 3!

k k k x k k k x
x kx

− − −
+ = + + + +  
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តាង 1

3
k =  លរររលររលៅជា៖ ( )

2 3 41

3
2 3 4

2 2 5 2 5 8
1 1 ...

3 3 2! 3 3! 3 4!

x x x x
x

  
+ = + − + − +    

លស្បីបលចចកវទិ្ា(GeoGebra)៖ លស្បីស្កាហវលដីម្បទី្ទ្ួលបានលទ្ធផលលៅកន ងឧទាហរ ៍ទ្ី២ខាងលលី

ចំល ះស្កាហវននអន រម្ន៍ ( ) 3 1f x x= + និង ( )
2 3 4

4

5 10
1

3 9 81 243

x x x x
P x = + − + −   

 
ឧទាហរ ៍៨៖ ចូររកបីតួដបូំងននលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំននអន រម្ន៍ arctanxe x។ 
       ដំលណាះស្សាយ 

លដ្ឋយលស្បីលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំចំល ះ xe និងarctan x លយងីបាន៖ 
2 3 4 3 5

arctan 1 ... ...
2! 3! 4! 3 5

x x x x x x
e x x x

  
= + + + + + − + −  
  

  

លធវីផលរ  កលនាម្លនះនិងលស្ជីរលររីតួដូចោន លដីម្បរី  តាម្តួរហ ធា 

 

2 3 4

3 5

3 4 5
2

3 4 5

5

3 4 5
2

1 ...
2! 3! 4!

...
3 5

...
2 6 24

...
3 3 6

...
5

3
...

6 6 40

x x x
x

x x
x

x x x
x x

x x x

x

x x x
x x

+ + + + +

− + +

+ + + + +

− − − −

+ +

+ + − + +

 

ដូចលនះ
3

2arctan
6

x x
e x x x= + +  ។  

ឧទាហរ ៍៩៖ លដ្ឋយលស្បីលរ៊ាររីវ័យរ  លដីម្បរីកតនម្លស្បដហលនន 2
1

0

xe dx−

 ជាម្ួយលលម្អៀង0.01។ 

រូបទី្១.១ 
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       ដំលណាះស្សាយ 
ជំនួរ x លដ្ឋយ 2x− លៅកន ងលរ៊ារ ី xe លរបាន៖ 

     2
4 6 8

21 ...
2! 3! 4!

x x x x
e x− = − + − + −  

2
1 1 4 6 8

2

0 0

1
3 5 7 9

0

1 ...
2! 3! 4!

...
3 5 2! 7 3! 9 4!

1 1 1 1
1 ...

3 10 42 216

x x x x
e dx x dx

x x x x
x

−  
= − + − + − 

 

 
= − + − + − 

   

= − + − + −

 

  

លដ្ឋយបូកបួនតួដំបូងលយងីបាន៖ 
2

1

0

0.79xe dx−   លដ្ឋយវាជាលរ៊ារឆី្ល រ់លហយីមានលលម្អៀងតិចជាង 1
0.005

216
 ។ 

១.៣. ដេ៊េរហី្វួរដីយ (Fourier Serie) 
 ក.អងំលតស្កាលអន រម្ន៍ខ្បួ 

ម្ នលរលលយងីរិកាលរស្តូវរិចារណាអងំលតស្កាលកំ ត់ដដលទាក់ទ្ងលៅនឹងចំនួនរត់
m  និង n  ។ ទាងំលនះរឺជាអងំលតស្កាលកន ងខ្ួបដតម្ួយននអងំលតស្កាលខ្ួប។ លយងីនឹងដឹងរី
រលបៀបដដលអចលដ្ឋះស្សាយបានលដ្ឋយរយ។ អងំលតស្កាលដដលលយងីយកចិតតទ្ កដ្ឋករ់ឺជា
អងំលតស្កាលជាប់អន រម្នរ៍ ីន រ កូរ ីន រ និងអន រម្ន៍ោយោន រវាង រ ីនូរ និងកូរ ីនូរ
ដដលមានខ្ួបរី − និង ។  

ឧទាហរ ៍១០៖ រ នាអងំលតស្កាលខាងលស្កាម្៖ 

( ) ( )

( )

2 2

1. 2. cos 3. sin

4. cos 5. sin 0 6. cos cos ,

7. sin sin 8. cos sin 9. cos sin 0

dx nxdx nxdx

nxdx nxdx n mx nxdx m n

mx nxdx mx nxdx mx mxdx m

  

  

  

  

  

  

− − −

− − −

− − −

 



  

  

  

  

      ដំលណាះស្សាយ 

 1. 2dx x
 




−−
= =   

 ( )
sin

2. cos 0
nx

nxdx n
n







−
−

 
=  
 

   

          ( )sinsin nn

n n

 −
= −  

          0= រីលស្ ះsin 0n =   
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 ( )3. sin .......... 0nxdx n


−
=  រីលស្ ះ៖ 

    ( )
cos

sin 0
nx

nxdx n
n







−
−

 
= −  
 

   

            ( )coscos nn

n n

 −
= − +  

             0= រីលស្ ះ ( )cos cosx x− =  
2 cos2 1

4. cos
2

nx
nxdx dx

 

 − −

+
=  រីលស្ ះ 2cos2 2cos 1A A= −  

   ( )
sin 2

0
4 2

nx x
n

n



−

 
= +  
 

  

    
( ) ( )sin 2sin 2

4 2 4 2

nn

n n

  



− −
= + − −

=

   

 2 1 cos2
5. sin

2

nx
nxdx dx

 

 − −

−
=  រីលស្ ះ 2cos2 1 2sinA A= −   

    
( )

( ) ( )

sin 2
0

2 4

sin 2sin 2

2 4 2 4

x nx
n

n

nn

n n





  


−

 
= −  
 

− −
= − − + =

  

 ( ) ( )
1

6. cos cos cos cos
2

mx nxdx m n x m n x dx
 

 − −
= + + −      

  រីលស្ ះ ( ) ( )2cos cos cos cosA B A B A B= + + −   

  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

sin sin

sin sin sin sin

0

m n x m n x
m n

m n m n

m n m n m n m n

m n m n m n m n





   

−

+ − 
= +  

+ − 

+ − + − − −
= + − −

+ − + −

=

  

 ( ) ( )
1

7. sin sin cos cos
2

mx nxdx m n x m n x dx
 

 − −
= − − +      

 រីលស្ ះ ( ) ( )2sin sin cos cosA B A B A B= − − +  

 ( ) ( )
( )

sin sin
,

m n x m n x
m n

m n m n



−

− + 
= −  

− + 
   

 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )sin sin sin sin

0

m n m n m n m n

m n m n m n m n

   − + − − + −
= − − +

− + − +

=
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 ( ) ( ) ( )
1

8. cos sin sin sin
2

mx nxdx m n x m n x dx m n
 

 − −
= + − −       

 រីលស្ ះ ( ) ( )2cos sin sin sinA B A B A B= + − −   

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

cos cos1

2

cos cos cos cos1

2

m n x m n x
m n

m n m n

m n m n m n m n

m n m n m n m n





   

−

+ − 
= − +  

+ − 

+ − + − − − 
= − + + − 

+ − + − 

  

 0= រីលស្ ះ ( )cos cosx x− =   

 

( )

( )

( )

1
9. cos sin sin 2 sin 2 2sin cos

2

1 cos2
0

2 2

cos21 cos2

2 2 2

mx mxdx mxdx A A A

mx
m

m

mm

m m

 

 







− −

−

= =

 
= −  

 

− 
= − + 

 

 

 

       0=    រីលស្ ះ ( )cos cosx x− =  
ខ្.និយម្ន័យ៖ លរឱ្យលកខខ្ ា ចាបំាច់លបី ( )f x  កំ ត់លៅលលីចលនាល ះ x −     ដដល
( ) ( )2f x n f x+ = លនាះលរបាន៖ 

( ) ( )0

1

cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx



=

= + + លនះជាលរ៊ារហីវួរលីយននកលនាម្ ( )f x ដដល
na  

 និង nb ជាចំនួនលថ្រលៅថ្ន លម្រ  ហវួរលីយដដល៖ ( )
1

cosna f x nxdx


 −
=   និង 

( )
1

sin , 0,1,2,...nb f x nxdx n


 −
= =  ។ 

ចំល ះអន រម្ន៍លថ្រ ( )f x c=  លយងីស្តូវរិនិតយលម្ីលអន រម្នខ៍្ួបជាម្ួយខ្បួលផសងៗដដលលយងី
លស្ជីរលររីនូវខ្ួប2 លនាះលរបាន៖ 

 ,0

1
cos cos 2n n

c
a c nxdx nxdx c

 

 


 − −
= = =  ចំល ះ 0

0 2
2

a
a c c=  =   

ដូចោន ដដរលរបាន 

 1
sin sin 0n

c
b c nxdx nxdx

 

  − −
= = =    

លយងីល ញីថ្នមានរីររលបៀបរស្មាប់បរហ ញថ្នលរ៊ារហីវួរលីយលយងីកំ ត់ររលររលដ្ឋយ៖ 
រលបៀបទ្ី១៖ 

  ( )  0

1

cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx



=

= + +  
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ដដល ( )0

1
a f x dx



 −
=  , ( )

1
cosna f x nxdx



 −
=  និង ( )

1
sinnb f x nxdx



 −
=   

រលបៀបទ្ី២៖ 

( )  
0

cos sinn n

n

f x a nx b nx


=

= +  

ដដល ( ) ( ) ( )0

1 1
, cos 0

2
na f x dx a f x nxdx n

 

  − −
= =   និង 

       ( )
1

sinnb f x nxdx


 −
=    

លយងីលស្ជីរលររីទ្ស្ម្ង់លហយីស្តូវលជៀរវាងចំល ះការរកអងំលតស្កាលនន 0a ។ 
ឧទាហរ ៍១១៖ លដីម្បរីក 10a លយងីលធវីផលរ  ( )f x លដ្ឋយcos10x លហយីលធវីអងំលតស្កាលលលី 
ខ្ួប។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីលរបាន៖ 

( ) ( )0

1

0

1 1

cos10 cos sin cos10
2

cos10 cos cos10 sin cos10
2

n n

n

n n

n n

a
f x xdx a nx b nx xdx

a
xdx a nx xdx b nx xdx

 

 

  

  



− −
=

 

− − −
= =

 
= + + 

 

= + +

 

   

  

      0
,10

1 1

0 0
2

n n n

n n

a
a b

 

= =

=  + +    

    
0 1 9 10 11

10

0 0 ... 0 1 0 ...a a a a a

a

    



=  +  + +  +  +  +

=  
ដូចលនះ ( )10

1
cos10a f x xdx



 −
=  ។ 

ឧទាហរ ៍១២៖ បរហ ញថ្ន ( )cos mf x mxdx a





−
= ។ 

       ដំលណាះស្សាយ 
លយងីលរបាន 

( ) ( )0

1

cos cos sin cos
2

n n

n

a
f x mxdx a nx b nx mxdx

 

 



− −
=

 
= + + 

 
   

0

1 1

cos cos cos sin cos
2

n n

n n

a
mxdx a nx mxdx b nx mxdx

  

  

 

− − −
= =

= + +     

  0
,

1 1

0 0
2

n n m n

n n

a
a b

 

= =

=  + +    
ma =  
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ដូចលនះ ( )
1

cosma f x mxdx


 −
=  ។  

ឧទាហរ ៍១៣៖ បរហ ញថ្ន ( )sin mf x mxdx b





−
= ។        

ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន ( ) ( )0

1

cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx



=

= + +  លរបាន៖ 

( ) ( )0

1

0

1 1

0
,

1 1

sin cos sin sin
2

sin cos sin sin sin
2

0 0
2

n n

n

n n

n n

n n n m

n n

m

a
f x mxdx a nx b nx mxdx

a
mxdx a nx mxdx b nx mxdx

a
a b

b

 

 

  

  







− −
=

 

− − −
= =

 

= =

 
= + + 

 

= + +

=  +  +

=

 

   

 

          

ដូចលនះ ( )
1

sinmb f x mxdx


 −
=  ។  

ឧទាហរ ៍១៤៖ ចូររកលរ៊ារហីវួរលីយ៉ាននអន រម្ន៍ ( ) , 0 2f x x x =     នងិរង់ស្កាហវននអន រម្ន៍
រី 4x = − លៅ 4x = ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

តាង ( ) ( ) ( )0

1

cos sin 1
2

n n

n

a
f x a nx b nx



=

= + +  

លរបាន ( )
2

2
2 2

0
0 0

0

1 1 1
2

2

x
a f x dx xdx


 


  

 
= = = = 

 
   

  

( )

( )

( )

2 2

0 0

2

2

0

2 2 2

2 2

0 0

1 1
cos cos

1 sin cos
1

1 cos2 1 1
1 1 0

1 1
sin sin

n

n

a f x nxdx x nxdx

nx nx
x

n n

n

n n n

b f x nxdx x nxdx

 



 

 





 

 

= =

  
= − −  

  

 
= − = − = 

 

= =

 

 

 

       

2

2

0

2

1 cos sin
1

1 2 cos2 2

nx nx
x

n n

n

n n





 



  
= − −  

  

− 
= = − 

 
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យកតនម្ល
0 , na a និង nb ជំនួរកន ង  (1) លរបាន៖ 

 ( )
1 1

2 sin sin 2 sin3
2 3

f x x x x
 

= − + + + 
 

 

ដូចលនះ 1 1
2 sin sin 2 sin3

2 3
x x x x

 
= − + + + 

 
។ 

 
ឧទាហរ ៍១៥៖ ចូររកលរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍ ( )f x  ដដលកំ ត់ដូចរូបលដ្ឋយរិកាម្ួយខ្ួបលៅ
ចលនាល ះ x = − និង x = ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

 

លរបាន អន រម្ន៍កំ ត់លដ្ឋយ ( ) ( ) ( )

0 ,
2

4 , , 2
2 2

0 ,
2

x

f x x f x f x

x




 






−   −




= −   + =



 


។  

តាម្រូបម្នត៖ ( )  0

1

cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx



=

= + +   

ក.រក
0a  

លរបាន ( )0

1
a f x dx



 −
=    

       2 2

22

1
0 4 0dx dx dx

 





−

− −

 
= + + 

 
     

         2

2

1
4 4x




 −

= =   

រូបទី្១.២ 
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 ដូចលនះ
0 4a = ។  

 ខ្.រក
na   

លរបាន ( )
1

cosna f x nxdx


 −
=    

       
( ) ( )2 2

22

2

2

1
0 cos 4cos 0 cos

1 4 8
sin sin

2

nxdx nxdx nxdx

n
nx

n n

 













 

−

− −

−

 
= + + 

 

=  =

  
 

 ដូចលនះ 8
sin

2
n

n
a

n




= ។  

 លយងីស្តូវរិកាលៅតាម្តនម្លននចំនួនរត់n លនាះលរបាន៖ 
 លបីn រូ               លនាះលរបាន 0na =   

 លបី 1,5,9,...n =   លនាះលរបាន 8
na

n
=  

 លបី 3,7,11,...n = លនាះលរបាន 8
na

n
= −    

 រ.រក
nb   

លរបាន៖ ( )sinnb f x nxdx


−
=    

         

( ) ( )2 2

22

2
2

2
2

1
0 sin 4sin 0 sin

4 4 cos 4
sin cos cos 0

2 2

nxdx nxdx nxdx

nx n n
nxdx

n n

 













 

  

− −

−
−

 
= + + 

 

    
= = − = − − =   

    

  



 

      ដូចលនះ 0nb = ។  
លដ្ឋយ

0 4, na a= ដូចខាងលលីនិង 0nb = លនាះលរបាន៖ 

 ( )
8 1 1 1

2 cos cos3 cos5 cos7 ...
3 5 7

f x x x x x


 
= + − + − + 

 
  

ឧទាហរ ៍១៦៖ ចូរកំ ត់លរ៊ារហីវួរលីយអន រម្នខ៍្ួបដដលបរហ ញដូចរូប។ 

 
 

រូបទី្១.៤ 
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ដំលណាះស្សាយ 
វាមានភាររយស្រួលជាងលនះលដីម្បកីំនត់ខ្ួបវារី0 លៅ2 ។ 

អន រម្ន៍ ( )f x  កំ ត់លដ្ឋយ ( ) , 0 2
2

x
f x x =    ដដល ( ) ( )2f x f x+ =  លនាះខ្ួប

របរ់វាលរមី2 ។ 

 
តាម្រូបម្នតលរបាន ( )  0

1

cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx



=

= + +   

ឥ ូវលយងីនឹងរកលម្រ  របរ់វា៖ 
 ក.រក 0a   

   ( )
2 2

0
0 0

1 1

2

x
a f x dx dx

 

 

 
= =  

 
   

   ( )

2
2

0

2

1

4

1
2

4

x









 =  

= 

=

 

     ដូចលនះ 0a = ។  
 ខ្.រក na  

  ( )
2

0

1
cosna f x nxdx




=    

       
2

0

1
cos

2

x
nxdx





 
=  

 
   

       2

0

1
cos

2
x nxdx




=    

     
( ) ( )

2
2

0
0

1 sin 1
sin

2

1 1
0 0 0 0

2

x nx
nxdx

n n

n








   
= −  

   

 
= − − = 

 


  

     ដូចលនះ 0na = ។  
រ. រក

nb   

រូបទី្១.៥ 
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      ( )
2

0

1
sinnb f x nxdx




=   

          

2

0

2

0

2
2

0
0

2

0

1
sin

2

1
sin

2

1 cos 1
cos

2

1 2 sin

2

x
nxdx

x nxdx

x nx
nxdx

n n

nx

n n




















 
=  

 

=

   
= − +  

   

   
= − +  

   






 

    1 2 1
0

2 n n





 
=  − + = − 

 
  

លដ្ឋយ 0

1
, 0,n na a b

n
= = = −  លនាះលរបានកលនាម្ទូ្លៅននលរ៊ារហីវួរលីយកំ ត់លដ្ឋយ៖ 

 ( )  0

1

cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx



=

= + +   

កន ងករ ីលនះលរបាន៖ 

( )   ( )
1

sin , 0
2

n n

n

f x b nx a
 

=

= + =  

 1 1 1
sin sin 2 sin3 ...

2 1 2 3
x x x

  
= + − − − − 

 
 

         1 1
sin sin 2 sin3 ...

2 2 3
x x x

  
= − + + + 

 
  

ដូចលនះ ( )
1 1

sin sin 2 sin3 ...
2 2 3

f x x x x
  

= − + + + 
 

 ។ 

ចំណា៖ំ លៅកន ងឧទាហរ ៍លនះលរ៊ារលីថ្រមានដតតួលថ្រ និងរ ីន រលថ្រ។ 
អន វតតន៍៖១.ចូររកលរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍កំ ត់លដ្ឋយ៖  

( ) ( ) ( )
0

, 2
0 0

x x
f x f x f x

x






− −  
= + =

 

ebI
ebI

  

 រូបទី្១.៦ 
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   ២.ចូររកលរ៊ារហីវួរលីយ៉ាននអន រម្ន៍ ( )

1
2

0
2 2

1
2

x

f x x

x




 





− −   −



= −  


+  


ebI

ebI

ebI

។ 

  រ. ផលបូកលរ៊ារហីវួរលីយលៅស្តង់ចំ  ចដ្ឋច់ 

  លរមាន ( )  0

1

1
cos sin

2
n n

n

f x a a nx b nx


=

= + + +   

លបី ( )f x ជាប់ស្តង់ 1x x= លនាះលរ៊ាររីមួ្លៅរកតនម្ល ( )1f x ដូចលៅនឹងចំនួនតួននកំល ីន 
កំ ត់។ ច ំ ចរិលររននការលកីតមានល ងីលៅស្តង់ចំ  ចដ្ឋចន់នអន រម្ន៍ ( )y f x= ។ 

• លៅលរលដដល
1x x→  កលនាម្ ( )f x  ខ្ិតជិត 1y  ឬ 2y  អស្រ័យលលីស្កាហវមានទ្ិរ

លៅ។ 

 
• លបីវាខ្ិតលៅជិត 1x x= រីតនម្លខាងលស្កាម្តនម្លលនាះ ការកំ ត់ននតនម្ល ( )f x រឺ 1y ។ 

 
• លបីវាខ្ិតលៅជិត 1x x= រីតនម្លខាងលលីតនម្លលនាះ ការកំ ត់ននតនម្ល ( )f x រឺ 2y ។ 

 
លដីម្បដីឹងរីលកខ ៈខ្ រោន រវាងតនម្លទាងំរីរលរកំ តរ់រលររលដ្ឋយ៖ 
• ( )1 1 0y f x= −  ជាដំបូងតាង 1x x=  

រូបទី្១.៧ 

រូបទី្១.៨ 
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• ( )2 1 0y f x= +  បនាេ ប់ម្កតាង 1x x=   
លបីលរជំនួរ 1x x= លៅកន ងលរ៊ារហីវួរលីយចំល ះ ( )f x បរហ ញឱ្យល ញីថ្នវាជាលរ៊ាររីមួ្លៅរកតនម្ល 

( ) ( ) 1 1

1
0 0

2
f x f x− + +  មានន័យថ្ន ( )1 2

1

2
y y+ ជាម្ធយម្នន

1y និង 2y ។ 

ឧទាហរ ៍១៧៖ ចូររិនតិយអន រម្ន៍ ( ) ( ) ( )
0

, 2
2

x
f x f x f x

a x

 


 

 −  
= + =

 

ebI
ebI

។ 

 
ចូរកំ ត់លរ៊ារហីវួរលីយលដីម្បបីរហ ញជាអន រម្ន៍ដ្ឋច់។ 
       ដំលណាះស្សាយ 

តាម្រូបម្នត ( )  0

1

cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx



=

= + +  លរបាន 

 
( ) ( )  

( ) ( )

0 00

0

1 1 1
.

1 1
. cos cosn

a a f x dx adx ax a

b a f x nxdx a nxdx

  



 



  

 

−

−

= = = =

= =

 

 

  

     
0

sin
0

a nx

n





 
= = 

 
 

  

( ) ( )

( )

( )

0

0

1 1
. sin sin

cos
1 cos

1 1

n

n

c b f x nxdx a nxdx

a nx a
n

n n

a

n

 





 


 



−
= =

 
= − = − 

 

 = − −
 

 

  

 លយងីរិកាលលីតនម្លn ៖ 
+ លបីn រូលនាះលរបានcos 1n =    
+ លបីn លររលនាះលរបានcos 1n = −  

0nb =  លបីn រូ 
2

n

a
b

n
 =  លបីn លររ 

រូបទី្១.១០ 
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( ) 0

1

1
sin

2
n

n

f x a b nx


=

 = +   

ដូចលនះ ( )
1 2 1 1

sin sin3 sin5 ...
2 3 5

a
f x a x x x



 
= + + + + 

 
 ។ 

ភារដ្ឋច់លកីតល ងីស្តង់ 0x = ។ លបីលយជីំនួរ 0x = លៅកន ងលរ៊ារលីយងីបានស្រប់តួជារ ីនូរលនាះ

លរបាន ( )
2

a
f x = ជាការរិតវាជាតនម្លម្ធយម្ននរីរអន រម្ន៍លៅស្តង់ 0x = ។ 

 រូម្កត់រមាា ល់ផងដដរថ្នលៅស្តង់ x =  ភារដ្ឋច់បានលកីតល ងីលៅលរលលយងីជំនួរ x =

 កន ងលរ៊ារឱី្យលទ្ធផលដូចោន ។ 

 
 . អន រម្ន៍រូ និងអន រម្ន៍លររ 

 អន រម្ន៍រូ 
អន រម្ន៍ ( )f x  ជាអន រម្នរូ៍លបី ( ) ( )f x f x− =  ។ ស្កាហវអន រម្នរូ៍រឺ្ ល ះោន លធៀបលៅ

នឹងអ័កសអរលដ្ឋលនលនាះលរបានអ័កសអរលដ្ឋលនជាអ័កស្ល ះននដខ្សលកាង។ 

 
នផេស្កឡាលៅលស្កាម្ដខ្សលកាងរី − លៅ លរមីរីរដងនននផេស្កឡារី0  លៅ ។ 
លរបាន ( ) ( )

0
2f x dx f x dx

 

−
=   

ការរនាល តននអន រម្នរូ៍៖ 

( ) ( )0
0

1 2
a f x dx f x dx

 

 −
= =   

( ) ( )
0

1 2
cos cosna f x nxdx f x nxdx

 

 −
= =  លស្ ះ ( ) cosf x nx ជាអន រម្ន៍រូ 

( )
1

sin 0nb f x nxdx


 −
= =  លស្ ះ ( ) sinf x nx ជាអន រម្ន៍លររ 

រូបទី្១.១១ 

រូបទី្១.១២ 
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 អន រម្ន៍លររ 
អន រម្ន៍ ( )f x  ស្តូវបានលរលៅអន រម្ន៍លររលបី ( ) ( )f x f x− = −  ។ ស្កាហវអន រម្ន៍
លរររឺ្ល ះោន លធៀបលៅនឹងរល់តស្ម្ុយស្តង់ផចិតO ស្តូវបានលរលៅថ្នជាផចិត្ល ះននដខ្សលកាង។ 

 
នផេស្កឡាលៅលស្កាម្ដខ្សលកាងរី − លៅ រឺលរមីរូនយ លរបាន ( ) 0f x dx



−
=  

ការរនាល តននអន រម្ន៍លររ៖ 

( )0

1
0a f x dx



 −
= =  

( )
1

cos 0na f x nxdx


 −
= = លស្ ះ ( ) cosf x nx ជាអន រម្ន៍លររ 

( ) ( )
0

1 2
sin sinnb f x nxdx f x nxdx

 

 −
= =    

លស្ ះ ( ) sinf x nx ជាអន រម្ន៍រូ 
ឧទាហរ ៍១៨៖ ចូររកការរនាល តលរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍ខ្ួប2 លបី ( ) 2 ,f x x x = −    

រចួរកផលបូកននលរ៊ារ ី 2 2 2 2

1 1 1 1

1 2 3 4
− + − + ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន ( ) 2 ,f x x x = −    
លដ្ឋយអន រម្ន៍លនះជាអន រម្ន៍រូលរបាន៖ 

 ( )

( ) ( )

2

0
0 0

2

2 3

0

0

2 2
cos cos

2 sin cos sin
2 2

nb

a f x nxdx x nxdx

nx nx nx
x x

n n n

 



 



=

= =

      
= − − + −      

      

   

      ( )2

2 3 2

4 12 sin 2 cos 2sin
n

n n n

n n n n

    



− 
= + − = 

 
  

រូបទី្១.១៣ 
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លរបានលរ៊ារ ី ( )  0

1

cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx



=

= + +  

  
2

2

2 2 2 2

cos cos2 cos3 cos4
4

3 1 2 3 4

x x x x
x

  
= − − + − + 

 
 

យក 0x = លយងីបាន៖ 

  

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

1 1 1 1
0 4

3 1 2 3 4

1 1 1 1

1 2 3 4 12





 
= − − + − + 

 

 − + − + =

 

ឧទាហរ ៍១៩៖ ចូររកការរនាល តលរ៊ារហីវួរលីយ៉ាននអន រម្ន៍ ( ) 3f x x x = −  ebI ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន ( ) 3f x x= ជាអន រម្ន៍លររ លនាះលរបាន៖ 
  

0 0a =  និង 0na =  

  

( ) 3

0 0

1 2 3 4

3 2

2 3 4

0

2 2
sin sin

' " "'

2 cos sin cos sin
3 6 6

nb f x nxdx x nxdx

uv uv u v u v u v

nx nx nx nx
x x x

n n n n

 



 



= =

 = − + − +
 

        
= − − + −        

        

 

  

        
( )

3

3

2

3

2 cos 6 cos

6
2 1

n

n n

n n

n n

   





 
= − + 

 

 
= − − + 

 

 

 ដូចលនះ 
2 2 2

3

3 3 3

6 6 6
2 sin sin 2 sin3

1 1 2 2 3 3
x x x x

        
= − + + + − + +      

      
។ 

 ង.អន រម្ន៍ខ្បួT ៖ លបី f ជាអន រម្ន៍រិតមានអងំលតស្កាល និងមានខ្បួ 2
T




= លនាះដដល 

រូបទី្១.១៤ 
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លៅថ្ន លរ៊ារហីវួរលីយនន f រឺលរ៊ារសី្តីលកានមាស្ត ( ) ( )0

1

cos sin
2

n n

n

a
f t a n t b n t 

+

=

= + +   

ដដល
0 , ,n na a b លផេៀងផ្លេ ត់៖ 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

0
0 0

2

0 0

2

0 0

2

2
cos cos

2
sin sin

T

T

n

T

n

a f t dt f t dt
T

a f t n t dt f t n t dt
T

b f t n t dt f t n t dt
T


















 




 




= =




= =



= =


 

 

 

 

ស្បដវង 2

ឬលរ៊ារ ី ( )

1

,
2

in x in x

n n

n

e f x e dx 
 



+
−

= 

=  ។ 

 លរថ្នអន រម្ន៍ f  មានភារដ្ឋច់ស្បលភទ្ទ្ីម្ួយស្តង់ 0x  កាលណាវាមានលីម្ីតល្វង ( )0f x−  នងិ
លីម្ីតសាត ំ ( )0f x+  លហយីលរថ្នវាមានលដរលីវល្វង និងលដរលីវសាត សំ្តង់ 0x កាលណា៖ 

( ) ( )0 0

0
lim
h

f x h f x

h−

−

→

+ −
 និង

( ) ( )0 0

0
lim
h

f x h f x

h+

+

→

+ −
មាន។ 

ចំណា៖ំ 1 2 2
,f T

T T

 



= = =…  លហយី x t= ។ 

ឧទាហរ ៍១៩៖ ចូរកំ ត់លរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្នខ៍្បួដដលកំ ត់លដ្ឋយ៖ 

( )
( )2 1 1 0

0 0 1

t t
f t

t

 + −  
= 

 

ebI
ebI

( ) ( ), 2f t f t+ = ។ 

      ដំលណាះស្សាយ 
លយងីស្តូវរង់ស្កាហវ 

 
តាម្រូបម្នត ( ) 0

1

2 2
cos sin

2
n n

n

a n t n t
f t a b

T T

 

=

 
= + + 

 
  

           0

1

cos sin , 2
2

n n

n

a
a n t b n t T 



=

= + + =  

រូបទី្១.១៥ 
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លនាះលរបាន 

 

( ) ( )

( ) ( )

1
2

0
1

2

0 1

1 0

0
2

1

2

2 1 0

2 1

T

Ta f t dt f t dt
T

t dt dt

t t

−−

−

−

= =

= + +

 = + = 

 

     

 

( )

( )

( )

2

2

1

1

0

1

2
cos

cos

2 1 cos

T

Tna f t n t dt
T

f t n t dt

t n t dt







−

−

−

=

=

= +







  

      ( )
0

0

1
1

sin 1
2 1 sin

n t
t n t dt

n n




  −
−

   
= + −  

   
  

      ( ) ( )
0

2 2

1

1 cos 2
2 0 0 1 cos

n t
n

n n n




  −

   
= − − − = −  

   

 

       ( )( )2 2

2
1 1

n

n 
= − −  

កន ងករ ីលនះ៖ 
 លបីn រូ លនាះ 0na =  

 លបីn លររលនាះ 2 2

4
na

n 
=    

( )2

2

2 2
sin

T

Tn

n t
b f t dt

T T



−
=    

     

( )

( )

0

1

0
0

1
1

0

1

2 1 sin

cos 1
2 1 cos

1 sin
2

t n t dt

n t
t n tdt

n n

n t

n n






 



 

−

−
−

−

= +

 −  
= + +  

   

   
= − +  

   



   

     
( )2 2

2 2
sin

2

n
n n

n


 



= − +

= −
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( ) 2

1 4 1 1
cos cos3 cos5 ...

2 9 25

2 1 1 1
sin sin 2 sin3 sin 4 ...

2 3 4

f t t t t

t t t t

  


   


 
= + + + + 

 

 
− + + + + 

 

  

ឧទាហរ ៍២០៖ ចូរក ំត់លរ៊ារហីវួរលីយចំល ះអន រម្ន៍ ( ) 21f x x= −  លៅលលី  1,1I = −  លហយី
មាន 2T = ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
 លដ្ឋយ f ជាអន រម្ន៍រូលនាះ 0nb =  

( ) ( )

( )

( )

( )

1 1
2 2

0
1 0

1
2

1

1
2

0

1

2 2

1 2
1 1

2 3

2
1 cos

2

2 1 cos

4
1 , 1

n

k

a x dx x dx

a x n xdx

x n xdx

n
k







−

−

+

= − = − =

= −

= −

= −  

 




 

ដូចលនះ ( )
( )

1

2 2
1

12 4
cos ,

3

n

n

f x n x x
n




+
+

=

−
= +   ។ 

លរ៊ារហីវួរលីយ ( )  0

1

cos sin
2

n n

n

a
f t a n t b n t 



=

= + + អចររលររជាទ្ស្ម្ង់៖ 

  ( ) ( )0

1

sin
2

n n

n

A
f t B n t 



=

= + +   

លយងីល ញីថ្ន
0 0 , sinn n nA a B a= = និង cosn n nB b =   

 លហយី 2 2 , arctan n
n n n n

n

a
B a b

b


 
= + =  

 
  

ដដល  ( )1 1sinb t +     ជាហាម្៉ាូនិកទ្1ី 
   ( )2 2sin 2b t +  ជាហាម្៉ាូនិកទ្ី2  
   ( )sinn nb n t +  ជាហាម្៉ាូនិកទ្ីn  
 ស្ទ្ឹរតីបទ្៖លបី f ជាអន រម្នខ៍្បួរិតលផេៀងផ្លេ ត់លកខខ្ ា Dirichletដូចតលៅ៖ 

1 :D ភារដ្ឋច់នន f ស្តង់ស្រប់ចលនាល ះកំ ត់រ ទ្ធដតស្បលភទ្ទ្ីម្ួយលហយីរប់អរ់។ 
2 :D f មានលដរលីវល្វងសាត សំ្តង់ស្រប់ចំ  ច។ 

រននិដ្ឋា ន៖ លរ៊ារហីវួរលីយនន f  រមួ្ស្តង់ X  លហយីមានផលបូកលរមី ( )f X  លបី f  ជាប់ស្តង់ X  និង

លរមី ( ) ( )( )1

2
f x f x− ++ លបី f ដ្ឋច់ស្តង់ X  ។ 
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ឧទាហរ ៍២០៖ អន រម្ន៍ f មានខ្ួប 2T = លហយី ( ) ( ), ,
2

x
f x x  =   − ។ ចូររកលរ៊ារ ី

ហវួរលីយននអន រម្ន៍ ( )f x ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

( )

0

1

1 1
0 , cos 0

2 2

11
sin

2

n

n

n

x x
a dx a nxdx

x
b nxdx

n

 

 





 



− −

+

−

= = = =

−
= =

 



  

ដូចលនះ ( )
( )

1

1

1
sin

n

n

f x nx
n

+
+

=

−
= ។ 

ឧទាហរ ៍២១៖ អន រម្ន៍ f  មានខ្ួប 2T =  លហយី ( ) ( ), ,
2

x
f x x  =   −  ។ ចូររកលរ៊ារហីវួរ ី

លយននអន រម្ន៍ ( )f x ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 

 
0

0

1 2

2 2 2

x x
a dx dx

 





 
−

= = =   

2

0

2
2

cos
2

0

n

nx
na nxdx

n






−


= = 




ebI ess

ebI KU
 

0nb =    

ដូចលនះ ( )
( )

( )
2

1

cos 2 12

4 2 1n

n x
f x

n





+

=

+
= −

+
 ។ 

ឧទាហរ ៍២២៖ ចូររកលរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍ ( ) 2f x x x= − ដដលលៅចលនាល ះរី ,x x = − = ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

តាង 2 0

1 1

cos sin
2

n n

n n

a
x x a nx b nx

+ +

= =

− = + +    

លនាះ ( )
2 3 2

2

0

1 1 2

2 3 3

x x
a x x dx



 



 
− −

= − = − = −   

• រក
na   

( )21
cosna x x nxdx






−

= −  

        ( ) ( ) ( )
( )2

2 3 2

4 11 sin cos sin
1 2 2

n

nx nx nx
x x x

n n n n






−

− −    
= − − −  − + − =    

    
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មានន័យថ្ន 1 2 3 42 2 2 2

4 4 4 4
, , , ...

1 2 3 4
a a a a= = − = = −   

• រក
nb   

( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2

2 3

1
sin

1 cos sin cos
1 2 2

2 1

n

n

b x x nxdx

nx nx nx
x x x

n n n

n













−

−

= −

    
= − − −  − + −    

    

− −
=



  

មានន័យថ្ន 1 2 3 4

2 2 2 2
, , , ...

1 2 3 4
b b b b

−
= = = = −   

ដូចលនះ ( )
( ) ( )2

2
1

4 1 2 12
cos sin

3

n n

n

f x nx nx
n n

 

=

 − −
= − + − − 

 
 

 ។  

ឧទាហរ ៍២៣៖ ចូររកលរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍ ( ) xf x e−= ដដលលៅចលនាល ះរី0 2x   ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 

តាង 0

1 1

cos sin
2

x

n n

n n

a
e a nx b nx

+ +
−

= =

= + +    

លនាះ
2 2

2

0 0
0

1 1 1x x e
a e dx e

 


  

−
− − −

= = =   

      1
cosx

na e nxdx






−

−

=    

           
( )

( )
2

2

22 0

1 1 1
cos sin

11

x e
e nx n nx

nn






−
−  −

= − + =  
++  

   

មានន័យថ្ន
2 2

1 2

1 1 1 1
,

2 5

e e
a a

 

 

− −   − −
=  =    
   

  

ជាច ងលស្កាយលរបាន
2

0

1
sinx

nb e nxdx





−=   

      
( )

( )
2

2

22 0

1 1
sin cos

11

x e n
e nx nx

nn






−
−  −

= − − =  
++  

 

មានន័យថ្ន 
2 2

1 1

1 1 1 2
,

2 5

e e
b b

 

 

− −   − −
=  =    
   

   

ដូចលនះ ( )
2

2 2
1

1 1
1 cos sin

1 1n

e n
f x nx nx

n n





− 

=

 −   
= + +   

+ +   
 ។ 
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លហំាត់ដេ៊េរ ី
១.លដ្ឋយលស្បីលរ៊ារនីតល័ររ នាលីម្ីតខាងលស្កាម្៖ 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

3 20 0 0

20 0 0

2 3

4 50 0

2

24 0

ln 11 arctan
1 . lim 2 .lim 3 .lim

sin 2 1
4 .lim 5 .lim 6 .lim

4

2cos2 2 4 1 3tan 3
7 .lim 8 .lim sin 9 .lim

2

1 1
16 210 .lim 11 .lim 12 .lim

ln 3 4

x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x xe x x

x x x

x e e x e

x x x

x x x x x
x

x x x

x
x

x

x x

→ → →

−

→ → →

→ → →

→ →

− − −− −

− + −

− + − −

+ − −
−

−

( ) ( ) ( )
( )

30

21

2 2
0

sin tan

3 cos

1

1 4cos 31 213 .lim 1 14 .lim 16 . lim
8 8

x

x

x x x

x x

x x

e
x xxx e

x x+

→

−

→ → →

−

−
  + − +−− 
    

២.ចូរររលររបីតួដំបូងននលរ៊ារនីតល័រននអន រម្ន៍ ( )f x ស្តងច់ំ  ចaខាងលស្កាម្៖ 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3

2

1
1 . , 0 2 . , 1

3 . cos , 4 . ln 1 , 0
2

5 . arctan , 0 6 . sin 2 ,
2

1
7 . cosh3 , 0 8 . , 0

4

xf x e a f x a
x

f x x a f x x a

f x x a f x x a

f x x a f x a
x





= = = =

= = = − − =

= = = = −

= = = =
+

  

៣. ចូរររលររបីតួដំបូងននលរ៊ារមីា៉ា ក ូរ ងំននអន រម្នខ៍ាងលស្កាម្៖ 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

3
5

1
1 . 1 2 .

1

3 . 1 4 . 1 2
2

f x x f x
x

x
f x f x x

−
−

= + =
+

 
= + = + 
 

  

៤. លដ្ឋយលស្បីលរ៊ារនីតល័ររ នាតនម្លស្បដហលននអងំលតស្កាលលដ្ឋយយកលលម្អៀងលស្កាយលកបៀរ 410−

ដូចខាងលស្កាម្៖ 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

20.25 0.2 0.35
2 2

0 0 0.35

0.2 0.35 0.4
4 2

0 0 0

1 . 2 . sin 3 . cos2

4 . 1 5 . arctan 6 . ln 1

xe dx x dx x dx

x dx xdx x dx

−

−

+ +

  

  
  

 ( ) ( )
( )0.25 0.2

60 0

ln 1
7 . 8 .

1

tdx
dt

tx

+

+
   
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៥. លដ្ឋយលស្បីលរ៊ារនីតល័ររ នាតនម្លស្បដហលននអងំលតស្កាលលដ្ឋយយកលលម្អៀងលស្កាយលកបៀរ 310−

ដូចខាងលស្កាម្៖ 

 
( ) ( )

( ) ( )

2
1 1

12 2

0 0

1
1

2 12

0 0

1 . 2 . tan

3 . cos 4 . tan

xe dx xdx

x xdx x xdx

− −

−

 

 

  

៦. ចូរបរហ ញលរ៊ារខីាងលស្កាម្៖ 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1
3 5

2

3 5
1

2

3 3 5
1

2

3 3 5
1

2

1 3 5

2

1

tan 4 22
1 .

1 3 15

2
2 . tan 2

1 3 5

3
3 . tan 3

1 3 3 5

3
4 . cot 3

1 3 2 3 5

1 3
5 . tan

6 401

1
6 . tan

x
x x x

x

x x x
x

x

x x x x
x

x

x x x x
x

x

x
x x x

x



−

−

−

−

−

−

= − + −
+

  
= − + −  

−   

   −
= − + −   

−   

   −
= − − + −   

−   

   
= + + +   
 − 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

3 5 7

1 3 5

3 5
1

3
1 3 5

3 5
1 2

1 4 3 5 7

1 1 1 3
7 . tan

1 4 2 6 40

8 . cot
2 3 5

3
9 . cos 4 3 3

2 6 40

10 . sec 1
3 5

x x x x
x

x

x
x x x

x

x x
x x

x
x x x x

x x
x x









−

−

−

−

 − 
= − − + − +  

+   

 −  
= − + + +   

+   

 
= − − + − 

 

  
− = − + + +  

  

+ = − + −

  

៧. ចូរក ំត់លរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍ ( ) 2 ,0 2f x x x =   ដដល ( ) ( )2f x f x+ = ។ 

៨.អន រម្ន៍ ( )f t កំ ត់លដ្ឋយ ( ) ( ) ( )
0 , 2 0

, 4
, 0 2

t
f t f t f t

t t

−  
= + =

 
 ។ 

 ចូរកំ ត់លរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍ ( )f t ។ 
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៩. អន រម្ន៍ ( )f x កំ ត់លៅលលីចលនាល ះ0 x   ដដល ( )
0

2

2

x x

f x

x x




 


 

= 
 −  


ebI

ebI
 ចំល ះ

រ ៉ាង់ 0x = លៅ x = ។ ចូរក ំត់លរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍ ( )f x ។ 

១០. អន រម្ន៍ ( )f x កំ ត់លដ្ឋយ៖ ( ) ( ) ( )

0
3

2
0 ,

3 3

2

3

a x

f x x f x f x

a x



 






 




=   + =


−  


ebI

ebI

ebI

 ។ 

កំ ត់លរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍ ( )f x ។ 
១១. លបី ( ) 2 ,f x x x = −    និង ( ) ( )2f x f x+ =  ចូរកំ ត់លរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍
( )f x ។ 

១២. អន រម្ន៍ ( )f t  កំ ត់លដ្ឋយ ( ) 21 , 1 1f t t t= − −    នងិ ( ) ( )2f t f t+ =  ។ ក ំត់លរ៊ារ ី
ហវួរលីយនន ( )f t ។ 

១៣. អន រម្ន៍ ( )f x កំ ត់លដ្ឋ ( )
0

2

0
2

x
x

f x
x

x







+
−  

= 
−  



ebI

ebI
 និង ( ) ( )2f x f x+ = ។ 

កំ ត់លរ៊ារហីវួរលីយ។ 

១៤.ចូរកំ ត់លរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្នខ៍្បួកំនត់លដ្ឋយ ( )

1 2 1

0 1 1

1 1 2

t

f t t

t

 −   −


= −  

−  

ebI
ebI
ebI

និង 

( ) ( )4f t f t+ = ។ 
១៥. លរមានអន រម្ន៍ ( ) 2 , 0 2f x x x =    នងិ ( ) ( )2f x f x+ =  ។ ចូរក ំត់លរ៊ារហីវួរលីយនន
អន រម្ន៍ ( )f x ។ 

១៦. ចូរកំ ត់លរ៊ារហីវួរលីយននអន រម្ន៍ ( )f t ដដលកំ ត់លដ្ឋយ ( )
0 2 0

3
0 4

4

t

f t t
t

 −  


= 
 



ebI
ebI និង 

( ) ( )6f t f t+ = ។ 
១៧. ចូររនាល ត xe  ជារវ័យរ  នន 1x −  ។ 
១៨. ចូររនាល ត x  លៅស្តង់ x a−  ។ 
១៩. ចូររនាល ត 21 2x x+ + លៅស្តង់ 1x −  ។ 



35                                                 

២០. ចូររនាល តអន រម្ន៍លស្កាម្៖ 

 ក. cos x  លៅស្តង់
2

x
 

− 
 

    ខ្. tan x លៅស្តង់
4

x
 

− 
 

 

 រ. sin
6

x
 
+ 

 
 លៅស្តង់ x  លៅ 4x     . log x  លៅស្តង់( )2x −  

 ង. log tan
4

x
 
+ 

 
 លៅស្តង់ x     ច. 3 22 3 5x x x− + −  លៅស្តង់( )2x −  

២១. ចូររកតនម្លស្បដហលនន 0cos64  ។ 

២២. ចូររនាល ត tan
4

x
 
+ 

 
លៅស្តង់ x  លៅ 4x  និងរកតនម្លនន ( )0tan 46 36  ។ 

២៣. ចូររកលរ៊ារនីនអន រម្ន៍ ( )
1 0

1 0

x
f x

x





− −  
= 

 

ebI
ebI

ដដល ( ) ( )2f x f x+ = ។ 

២៤. ចូររកលរ៊ារនីនអន រម្ន៍ ( )
0

4

0
4

x

f x

x








− −  

= 
  


ebI

ebI
និង ( ) ( ) ( )0 0f f f − = = =  

លហយី ( ) ( )2 ,f x f x x= +  រចួបរហ ញថ្ន 1 1 1
1

4 3 5 7


= − + − + ។ 

២៥. ចូររកលរ៊ារនីនរ ីន រននផលរ  x  ជាម្ួយអន រម្ន៍ ( )f x  លៅកន ងចលនាល ះ ( )0,  ដដល

( )
0 0

2

2 2

x

f x

x



 



 

= 
  


ebI

ebI
រចួបរហ ញថ្ន 1 1 1

1
3 5 7 4


− + − + = ។ 

២៦. លបី ( )
0 0

2

2

x

f x

x x




 


 

= 
 −  


ebI

ebI
។ បរហ ញថ្ន៖ 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

4 1 1
sin sin3 sin5

3 5

2 1 1 1
cos2 cos6 cos10

4 1 3 5

i f x x x x

ii f x x x x







 
= − + − 

 

 
= − + + + 

 
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ដមដរៀនទី២៖ អនុគមន៍ដស្រនើនអដលរ 
២.១. អនគុមន៍ទូដៅ 

ក.និម្យម្ន័យ៖ លរឱ្យដដនកំ ត់ nD  ។ អន រម្ន៍លស្ចនីអលថ្រជាអន វតតន៍ f  រី D  លៅ
 ដដលកំ ត់លដ្ឋយ៖ 

 
( ) ( )

:

, , ,..., , , ,...,

nD

f D

x y z t Z f x y z t



→

=

  

 កន ងករ ី 2n = លរបាន 2D   

( ) ( )

:

, ,

f D

x y z f x y

→

=
 

លៅថ្ន អន រម្ន៍រីរអលថ្រ។ 
 កន ងករ ី 3n =  លរបាន 3D   

( ) ( )

:

, , , ,

f D

x y z z f x y z

→

=
 

លៅថ្ន អន រម្ន៍បីអលថ្រ។ 
ខ្. ដដនកំ ត់ននអន រម្ន៍ 
ដដនកំ ត់ននអន រម្ន៍ ( ), , ,...,z f x y z t=  រឺជានផេស្កឡាដផនកលៅកន ងបលង់ដដលស្រប់ចំ  ច
( ), ,...,x y t  លនាះលរបានដដនកំនត់នន z  កំ ត់ររលររលដ្ឋយ ( ) , ,..., nD x y t=    
z ស្តូវបានកំ ត់។ 

ឧទាហរ ៍១៖ ចូររកដដនកំ ត់នន ( )ln 2z x y= + + ។ 
     ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន៖ zមានន័យ លនាះលរបាន 2 0x y+ +    
ស្កាហវននអន រម្ន៍ 2 0x y+ + =  

x 0 -2 

y -2 0 

 
 
 
 
 

         
 រូបទ្ី២.១ 
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ដូចលនះ ដដនកំ ត់នន ( )ln 2z x y= + +  រឺជាដផនក្ូតននបលង់ដដលមាន(លៅលលីបនាេ ត់
2 0x y+ + = )។ 

ឧទាហរ ៍២៖ ចូររកដដនកំ ត់នន 2 2 21z x y z= − − − ។ 
     ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ zមានន័យល ះស្តាដត 2 2 21 0x y z− − −    
          2 2 2 1x y z + +    

ដត 2 2 2 1x y z+ + = ដដលមានស្កាហវជាដរវ៊ារលហយីមានផចិតOកាំR លរមី1។ 

 
ដូចលនះដដនកំ ត់នន 2 2 21z x y z= − − −  
រឺជានផេស្កឡាលៅកន ងដរវ៊ារដដលមានផេិតOនិងកាំ 1R = ។ 
រ.លីម្ីតននអន រម្ន៍តាម្នយិម្ន័យ 

១. និម្យម្ន័យ៖ លបី ( ),z f x y= មានលីម្ីតL លៅលរលដដលចំ  ច ( ),M x y ខ្ិតលៅ
រក ( )0 0 0,M x y កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0

, ,

02

0

lim , lim ,

0
0, 0, , , ,

0

M x y M x y x x
y y

f x y L f x y L

i
x x

x y f x y L
y y




  



→ →
→

= =

  − 
       − 

 − 

rkbJ

  

( ).ii ករ ីL =   

     
( ) ( )

( )

0

0

02

0

0
lim , 0, 0, , ,

0

,

x x

y y

x x
f x y A x y

y y

f x y A




→

→

  − 
= +      

 − 

 

  

(រកជាអន រម្ន៍ A) 

រូបទ្ី២.២ 
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( ) ( )

( )

0

0

02

0

0
lim , 0, 0, , ,

0

,

x x

y y

x x
f x y A x y

y y

f x y A




→

→

  − 
= −      

 − 

  −

  

(រកជាអន រម្ន៍ A) 
( ).iii ករ ីស្តង់វរ័រ ីណានន  

( ) ( ) ( )2lim , 0, 0, , , ,
x
y

x B
f x y L B x y f x y L

y B
 

→+
→+


=        − 



  

(រកBជាអន រម្ន៍ ) 

( ) ( ) ( )2lim , 0, 0, , , ,
x
y

x B
f x y L B x y f x y L

y B
 

→−
→−

 −
=        − 

 −

 

 (រកBជាអន រម្ន៍ ) 

( ) ( ) ( )2lim , 0, 0, , , ,
x
y

x B
f x y A B x y f x y A

y B→+
→+


= +       



  

(រកBជាអន រម្ន៍ A) 

( ) ( ) ( )2lim , 0, 0, , , ,
x
y

x B
f x y A B x y f x y A

y B→+
→+


= −        −



  

(រកBជាអន រម្ន៍ A) 

( ) ( ) ( )2lim , 0, 0, , , ,
x
y

x B
f x y A B x y f x y A

y B→−
→−

 −
= +       

 −

  

(រកBជាអន រម្ន៍ A) 

( ) ( ) ( )2lim , 0, 0, , , ,
x
y

x B
f x y A B x y f x y A

y B→−
→−

 −
= −        −

 −

  

(រកBជាអន រម្ន៍ A) 

ឧទាហរ ៍៣៖ លដ្ឋយលស្បីនិយម្ន័យបរហ ញថ្ន
1
2

3 4 2 3
lim

5 5x
y

x y

→
→

− +
= − ។ 

      ដំលណាះស្សាយ 

លបី 0  លយងីរក 0  ( ) 2
0 1

, , ,
0 2

x
x y

y





  − 
  

 − 

  

( )
3 4 2 3

1
5 5

x y


− +
 +    
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ដត 3 4 2 3 3 4 5

5 5 5

x y x y− + − +
+ =  

      ( ) ( )( ) ( )
( )

3 1 2 4 3 1 4
2

5 5 5

x y x
y

− + − − −
=  + − −  

                   3 4
1 2

5 5
x y − + −   

លដីម្បឱី្យលកខខ្ ា ( )1 ខាងលលីលយងីស្ោន់ដតយក 3 4
1 2

5 5
x y − + −    

ឬ
3 5

1 1
5 2 6

4 5 5
2 2

5 2 8 6

x x

y y

 

  

 
−  −   

 
 −  −  
  

 

លៅកន ងករ ីលនះលយងីយក
1
2

5 3 5 2 3
lim

6 5 5x
y

x y


→
→

− +
=  = − ។ 

ឧទាហរ ៍៤៖ បងហញថ្ន 3
3

lim 0
2 3 4x

y
x y→−

→−

=
+ −

។ 

      ដំលណាះស្សាយ 

លបី 0  លយងីរក 0B  ( ) 2, , ,
x B

x y
y B

 −
  

 −
 

( )

3

3

3
3

3

3

3

3

2 3 4

3

2 3 4

3

2 3 4

3
2 3 4

3
2 3 4

x y

x y

x y

x y

x y











 
+ −

 
+ −

 
+ −

 − + − 

 +  −

 

3

3

1 3
2 4

2

1 3
3 4

2

x

y





  
 − 

  
 

   −   
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3 3

3

1 3 1 3
4 4

4 6

1 3
4

6

x

y

 



 −   
 − −  −   

    
 

   − −   

 

លៅកន ងករ ីលយងីស្ោន់ដតយក
3

1 3
4

6
B



 
= −  

 
3

3
lim 0

2 3 4x
y

x y→−
→−

=
+ −

។ 

ឧទាហរ ៍៥៖ បរហ ញថ្ន 5lim 5 4 3
x
y

x y
→−
→−

− − = +។ 

     ដំលណាះស្សាយ 

លបី 0A លយងីរក 0B  ( ) 2, , ,
x B

x y
y B

 −
  

 −
 

( )
5

,

5 4 3

f x y A

x y A

 

 − − 
 

5

5

5 4 3

4 3 5

x y A

x y A

 − − 

 +  −
  

( )

( )

( )

( )

55

5 5

11
54 5

82

1 1
3 5 5

2 6

x Ax A

y A y A


 − −  

  
  −  −
  

  

( )

( ) ( )

5

5 5

1
5

8

1 1
5 5

6 8

x A

y A A


 − −

 
  − −  − −


   

លៅកន ងករ ីលនះលយងីស្ោន់ដតយក ( )5 5
1

5 lim 5 4 3
8 x

y

B A x y
→−
→−

= −  − − = +។ 

 ២.លីម្ីតរងម្ិនកំ ត់ 
 ចំល ះទ្ស្ម្ង់លនះលយងីរ នាវាដូចនងឹអន រម្ន៍ម្យួអលថ្រដដរ។ 

ឧទាហរ ៍៦៖ រ នាលីម្ីត ( )
2 20

0

cos 2 1
lim

4 4x
y

x y

y xy x→
→

− −

− +
។ 

     ដំលណាះស្សាយ 

លយងីបាន៖ 

( )

( )

2

22 20 0
0 0

2
2sin

cos 2 1 2
lim lim

4 4 2x x
y y

x y

x y

y xy x y x→ →
→ →

− 
−  − −  =

− + −
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2

0
0

2
sin

1 1 12
lim 2 2

2 2 4 2

2

x
y

x y

x y→
→

 −  
  
 = −  = −  = − 

−  
    

  

ដូចលនះ ( )
2 20

0

cos 2 1 1
lim

4 4 2x
y

x y

y xy x→
→

− −
= −

− +
។ 

ឧទាហរ ៍៧៖ រ នាលីម្ីត

2

3 2

3

2
lim

3

x y

x y

x
y

x y

x y

−

→+
→

 −
 

+ 
ទ្ស្ម្ង់1។ 

       ដំលណាះស្សាយ 
2 2

3 2 3 2

3 3

2 2
lim lim 1 1

3 3

x y x y

x y x y

x x
y y

x y x y

x y x y

− −

→+ →+
→ →

   − −
= + −   

+ +   
  

             

2

2

2

2 2

2

3 2

3

3 2

3

5
3 3 3 2

5

3

5

3 3 451 3
3

3

2 3
lim 1

3

5
lim 1

3

1
lim 1

3

5

lim

x y

x y

x
y

x y

x y

x
y

y x y
x y x y x y

y

x
y

x y

y y
x

x x

x
y

x y x y

x y

y

x y

x y

y

e e

−

→+
→

−

→+
→

−


+ + −−

→+
→

−
  
+ − −  

  

→+
→

 − − −
= + 

+ 

 −
= + 

+ 

 
  
  
 = + 
  + −     
  

= = 15e−=   

ដូចលនះ

2

3 2
15

3

2
lim

3

x y

x y

x
y

x y
e

x y

−
−

→+
→

 −
= 

+ 
។ 

ឧទាហរ ៍៨៖ រ នាលីម្ីត ( ) 2sin

3
0

lim cos
x

y

x
y

xy
→
→

 ទ្ស្ម្ង់1។ 

       ដំលណាះស្សាយ 

( ) ( )2 2sin sin

3 3
0 0

lim cos lim 1 1 cos
x x

y y

x x
y y

xy xy
→ →
→ →

= − +   
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2

2

2

2sin
1 2 sin

2sin2
2

3
0

lim 1 2sin
2

xy x

y
xy

x
y

xy

− 

−

→
→

 
   = + −      
 

  

2
2 2

2 2 2

2 2

2

3

sin
22

2 sin

2

3
0

2
4

3
0

27

2 2

3
0

lim

lim

lim

xy
xy y x

y yxy

x
y

x y x

y

x
y

x

x
y

e

e

e e

 
−    

  
 
 

→
→

−  

→
→

− −

→
→

=

=

= =

 

ដូចលនះ ( ) 2

27

2sin

3
0

lim cos
x

y

x
y

xy e
−

→
→

= ។ 

 . ភារជាប់ននអន រម្ន៍ ( ),z f x y=   

លបី ( ),Z f x y= ជាប់ស្តង់ចំ  ច ( )0 0 0,M x y លបី ( ),Z f x y= មានលីម្ីតស្តង ់
( )0 0,x y  កំ ត់ររលររលដ្ឋយ៖ 

( ) ( )
0

0

0 0lim , ,
x x
y y

f x y f x y
→
→

=   

ឧទាហរ ៍៩៖ រិកាភារជាប់Z ស្តង់( )0,0 ចំល ះ ( )

1
sin 0

,

0 0

x y
yZ f x y

y




= = 


=

ebI

ebI
 ។ 

      ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន៖ 1

1 sin 1, y
y

−       

1
sin

y
 ទ្័លលលីចលនាល ះ 1−  និង1   

( )
0
0

1
lim sin 0 0,0
x
y

x f
y→

→

 = =

  
ដូចលនះ ( )

1
, sinf x y x

y
= ជាប់លៅស្តង់ចំ  ច( )0,0 ។ 

ឧទាហរ ៍១០៖ រិកាភារជាប់ស្តង់( )0,0 ននអន រម្ន៍ ( )
2 2

2 2

2 2

0
,

0 0

xy
x y

x yf x y

x y


+  += 


+ =

ebI

ebI
។ 
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ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន
2 20

0

lim
x
y

xy

x y→
→

+
មានទ្ស្ម្ង់ 0

0
 

តាង , 0 0y k x x y= →  →  
( )

2 2 2 2 2 20 0
0

lim lim
1x x

y

x kxxy k

x y x k x k→ →
→

 = =
+ + +

  

+ ករ ីទ្ី១៖ លបី 0k =  ( )2 20
0

lim 0 0,0
x
y

xy
f

x y→
→

 = =
+

  

( ) 2 2
,

xy
f x y

x y
 =

+
ជាប់លៅស្តង់ ( )0,0  

+ ករ ីទ្ី២៖ លបី ( )0 0,0k f  ( )2 20
0

lim 0 0,0
x
y

xy
f

x y→
→

  
+

  

ដូចលនះ ( ) 2 2
,

xy
f x y

x y
=

+
ម្ិនជាប់លៅស្តង់ ( )0,0 លទ្។ 

២.២. ដេរដីវដោយថ្នៃកច្នអនគុមន៍ដស្រនើនអដលរ ( ),z f x y=  
 ក. និយម្ន័យ៖ លដរលីវលដ្ឋយដផនកននអន រម្ន៍ ( ),z f x y=  ស្តង់ចំ  ច ( )0 0,x y  លធៀបនឹង x

កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

( ) ( )0 0 0 0

0

, ,
' ' limx x

x

f x x y f x y
z f

x →

+  −
= =


 

 លហយីលដរលីវលដ្ឋយដផនកននអន រម្ន៍ ( ),z f x y= លធៀបនឹង y កំ ត់លដ្ឋយ៖ 
( ) ( )0 0 0 0

0

, ,
' ' limy y

y

f x y y f x y
z f

y →

+  −
= =


  

ឧទាហរ ៍១១៖ លដ្ឋយលស្បីនិយម្ន័យចូររកលដរលីវលដ្ឋយដផនកនន 2 25 3 2z x y xy= − +  ស្តង់ចំ  ច
( )2,3 ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន៖ 

 ( ) ( )
0

2 ,3 2,3
limx
x

f x f
z

x →

+  −
 =


 

( ) ( )

( )

2 2 2 2

0

2

0

5 2 3 3 2 2 3 5 2 3 3 2 2 3
lim

5 26 5 5
lim

x

x

x x

x

x x

x

 →

 →

   +  −  + +   −  −  +    =


+  +  −
=



  

    ( )
0

26 5
lim 26
x

x x

x →

 + 
= =


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ដូចលនះ 26xz = ។ 

  

    

( )

( )

2

0

0

5 14 3 5
lim

14 3
lim 14

y

y

y y

y

y y

y

 →

 →

−  −  −
=



 + 
= − −



  

ដូចលនះ 14yz = − ។ 

ឧទាហរ ៍១២៖ ចូររកលដរលីវលដ្ឋយដផនកនន 2 23 4 5z x y= + + លៅស្តង់ចំ  ច 1
1,

2

 
− 
 

។ 

       ដំលណាះស្សាយ 

  លយងីមាន៖ 

 
0

1 1
1, 1,

2 2
limx
x

f x f

z
x →

   
 − − −   
    =


  

    

( ) ( )

( )

( )

2 2
2 2

0

2

0

2

0

1 1
3 1 4 5 3 1 4 5

2 2
lim

3 6 3 6 9
lim

3 6 9 3
lim

x

x

x

x

x

x x

x

x x

x

 →

 →

 →

   
 − + + − − + +   

   
=



 −  + + −
=



 −  + −
=



  

   

( )

( )( )

( )

2

20

20

3 6 9 9
lim

3 6 9 3

3 6 6
lim 1

63 6 9 3

x

x

x x

x x x

x

x x

 →

 →

 −  + −
=

  −  + +

 −
= = − = −

 −  + +

 

ដូចលនះ 1xz = − ។ 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0

2 2 2 2

0

2

0

2,3 2,3
lim

5 2 3 3 2 2 3 5 2 3 3 2 2 3
lim

20 27 18 3 12 4 5
lim

y
y

y

y

f y f
z

y

y y

y

y y y

y

 →

 →

 →

+  −
 =



   −  +  +  +  −  −  +    =


− −  −  + +  −
=


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0

1 1
1, 1,

2 2
limy
y

f y f

z
y →

   
− +  − −   
    =


 

  
( ) ( )

2 2
2 2

0

1 1
3 1 4 5 3 1 4 5

2 2
lim
y

y

x →

   
− + +  + − − + +   

   
=


  

  

( )

( )

( )( )

2

0

2

20

9 4 4 3
lim

4 4
lim

9 4 4 3

y

y

y y

y

y y

y y y

 →

 →

+  +  −
=



 + 
=

 +  +  +

  

   
( )

20

4 4 4 2
lim

6 39 4 4 3
y

y

y y
 →

+ 
= = =

+  +  +

  

ដូចលនះ 2

3
yz = ។ 

 ខ្. ការរ នាលដរលីវលដ្ឋយដផនកននអន រម្ន៍លស្ចីនអលថ្រ ( ), , , ,Z f x y z t=  

 លរកំ ត់លដរលីវលដ្ឋយដផនកននអន រម្ន៍ z  កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

 លធៀបនឹង x ៖ x x

Z f
Z f

x x

 
 = = =

 
(យក xជាអញ្ញ ត និងលផសងលទ្ៀតជាចំនួនលថ្រ) 

 លធៀបនឹង y ៖ 
y y

Z f
Z f

y y

 
 = = =

 
(យក yជាអញ្ញ ត និងលផសងលទ្ៀតជាចំនួនលថ្រ) 

 លធៀបនឹង z ៖ z z

Z f
Z f

z z

 
 = = =

 
(យក zជាអញ្ញ ត និងលផសងលទ្ៀតជាចំនួនលថ្រ) 

.........................................................

.........................................................   

 លធៀបនឹង t ៖ t t

Z f
Z f

t t

 
 = = =

 
(យក tជាអញ្ញ ត និងលផសងលទ្ៀតជាចំនួនលថ្រ) 

ឧទាហរ ៍១៣៖ រ នាលដរលីវលដ្ឋយដផនកននអន រម្ន៍ ( )2 3logZ xy z= ។ 
     ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមានលដរលីវលដ្ឋយដផនក៖ 
 លធៀបនឹង x  
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( )2 3

2 3

2 3

log

1

ln10 ln10

Z
xy z

x x

y z

xy z x

 
 =
  

= =

  

 លធៀបនឹង y   

( )2 3log
Z

xy z
y y

 
=

 
 

  
3

2 3

2 2

ln10 ln10

xyz

xy z y
= =   

 លធៀបនឹង z   

( )2 3log
Z

xy z
z z

 
=

 
 

           
2 2

2 3

3 3

ln10 ln10

xy z

xy z z
= =   

ឧទាហរ ៍១៤៖ រ នាលដរលីវលដ្ឋយដផនកននអន រម្ន៍ 2 23 4 5Z x y= + + ស្តង់ចំ  ច 1
1,

2

 
− 
 

។ 

      ដំលណាះស្សាយ 
លយងីបាន៖ 

( )

( )

( )

2 2 2 2

2
2

2 2 2 2

2
2

6 3

2 3 4 5 3 4 5

3 11
1, 1

2 1
3 1 4 5

2

8 4

2 3 4 5 3 4 5

1
4

1 22
1,

2 31
3 1 4 5

2

Z x x

x x y x y

Z

x

Z y y

y x y x y

Z

y


= =

 + + + +

−  
 − = = − 

    
− + + 

 


= =

 + + + +

 
      − = = 

    
− + + 

 

  

 រ.កំល ីនលដ្ឋយដផនក នងិកំល ីនររ បននអន រម្ន៍លស្ចីនអលថ្រ ( ),Z f x y=  

 កំល ីនលដ្ឋយដផនកននអន រម្ន៍ ( ),Z f x y= កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

 លធៀបនឹង x ៖ ( ) ( ), ,x Z f x x y f x y  = +  −   

 លធៀបនឹង y ៖ ( ) ( ), ,y Z f x y y f x y  = +  −   
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 កំល ីនររ បននអន រម្ន៍Z លធៀបនឹង xនិង y ៖ 

( ) ( ), ,Z f x x y y f x y = +  +  −  

ឧទាហរ ៍១៥៖ ចូរកំ ត់កំល ីនអន រម្ន៍លដ្ឋយដផនក នងិររ បនន 3 4Z xy= − ។ 
     ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមានកំល ីនលដ្ឋយដផនកលធៀបនឹង x ននអន រម្ន៍Z រឺ៖ 
( ) ( ), ,x Z f x x y f x y  = +  −  
( )3 4 3 4

3

x x y xy

y x

= +   − − +

= 
 

លធៀបនឹង y  ននអន រម្ន៍Z រឺ៖ 

       
( ) ( )

( )

, ,

3 4 3 4

3

y Z f x y y f x y

x y y xy

x y

  = +  −

= +  − − +

= 

  

 កំល ីនររ បននអន រម្ន៍Z រឺ៖ 
( ) ( )

( )( )

, ,

3 4 3 4

3 3 3

Z f x x y y f x y

x x y y xy

y x x y x y

 = +  +  −

= +  +  − − +

=  +   + 

   

លៅកន ងករ ីលនះលបី 0, 0x y →  →   
0 , 0, 0x Z y Z Z  →   →  →  

   . ឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលររ បននអន រម្នល៍ស្ចីនអលថ្រ ( ),Z f x y=  

លយងីមានកំល ីនររ បននអន រម្ន៍Z រឺ៖ 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, , , ,

Z f x x y y f x y

f x x y y f x y y f x y y f x y

 = +  +  −

= +  +  − +  + +  −      

  

ដត ( ) ( ) ( ) ( ), , , 1
f

f x y y f x y y x y
y


+  − = 


 (ស្ទ្ឹរតីបទ្ឡាង្គ្ហកង់(Lagrange Theorem)) 

ដដល yជាអញ្ញ ត និង xជាចំននួលថ្រ ( ),y y y y +   

លហយី ( ) ( ) ( ) ( ), , , 2
f

f x x y y f x y y x x y
x


+  +  − +  =  


 

ដដល xជាអញ្ញ ត yជាចំនួនលថ្រ ( ),x x x x +   
តាម្ ( )1 និង( )2 លរបាន៖ 

( ) ( ), ,
f f

Z x x y y x y
x y

 
 =  + 

 
  

ដត ,x dx y dy    និង Z dz   



48                                                 

ដូចលនះឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលននZ រឺ f f
dZ dx dy

x y

 
= +
 

 

ជាទូ្លៅ៖ ឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលននអន រម្ន៍ ( ), , ,...,Z f x y z t= កំ ត់លដ្ឋយ 

...
f f f f

dZ dx dy dz dt
x y z t

   
= + + + +
   

 

ឧទាហរ ៍១៦៖ រ នាឌ្ីលផរ ៉ាង់ដរយលននអន រម្ន៍
2 2sinxyZ e z= ។ 

     ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ f f f
dZ dx dy dz

x y z

  
= + +
  

  

ប៉ា ដនត 22 2sinxyf
y e z

x


=


  

             2 22 sinxyf
xye z

y


=


  

              2

2 sin cosxyf
e z z

z


=


  

( )

2 2 2

2

2 2 2

2

sin 2 sin 2 sin cos

sin sin 2 sin 2cos

xy xy xy

xy

dZ y e zdx xye zdy e z zdz

e z y zdx xy zdy zdz

 = + +

= + +
 

ង. លដរលីវតាម្ទ្ិរននអន រម្ន៍ ( ),Z f x y=  
 លយងីយក x

y
P លៅកន ងបលង់( )xOy និង x x

y y
P

+

+
  លៅកន ងបលង់( )xOy  

PP H ⊥  មាន៖ 
'cosPH PP = ឬ cosx   =    
'sinP H PP  =  ឬ siny   =   

ប៉ា ដនតកំល ីនររ បននអន រម្ន៍Z រឺ 

cos sin

f f
Z x y

x y

f f

x y
   

 
 =  + 

 

 
=  + 
 

 

 

cos sin
Z f f

x y
 



  
 = +

  
 

ម្ា៉ាងលទ្ៀត
0

lim
Z Z

   →

 
=

 
លៅថ្នលដរលីវតាម្ទ្ិរ។   

លដរលីវននអន រម្ន៍Z កំ ត់លដ្ឋយ៖ Z
 ឬ cos sin

f f
D

x y
  

 
= +
 

  

រូបទ្ី២.៣ 
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ឧទាហរ ៍១៧៖ ចូររកលដរលីវតាម្ទ្ិរននអន រម្ន៍ ( )2lnZ x y= −  ស្តង់ចំ  ច ( )4,3  លៅកន ងទ្ិរ
លៅននម្ ំ 060 ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន៖ 

( )

( )

2

2

2 8 8
4,3

16 3 13

1 1 1
4,3

16 3 13

f x f

x x y x

f f

y x y y

 
=  = =

 −  −

 −  − −
=  = =

 −  −

  

លនាះលរបាន លដរលីវតាម្ទ្ិរននអន រម្ន៍Z លៅកន ងទ្ិរលៅម្ ំ 060 រឺ៖ 

  
0

0 0

60

8 1
cos60 sin60

13 13

8 1 1 3 8 3

13 2 13 2 26

D = −

  − 
= − =  

   

  

ដូចលនះ
060

8 3

26
D

−
= ។ 

ច. លដរលីវតាម្ដផនកននងអន រម្ន៍បណាត ក់ 
ស្បរិនលបី ( ) ( ), , ,Z f u v u x y= =   និង ( ),v x y=  លនាះអន រម្ន៍បណាត ក់នន

អន រម្ន៍Z លធៀបនឹង ,u vកំ ត់លដ្ឋយ ( ) ( )( ), , ,Z f x y x y =    ។ 
ប៉ា ដនតកំល ីនតាម្ដផនកននu និងv លធៀបលៅនឹង xរឹ x u  និង x v    
កំល ីនររ បZ លធៀបនឹង ,u vរឹ f f

Z x u y v
x y

 
 =   +  

 
  

Z f x u f x v

x x x y x

      
 = +

    
  

ដត
0

lim
x

Z Z

x x →

 
=

 
 

       
0

.
lim
x

x u u

x x →

 
=

 
 

       
0

.
lim
x

x v v

x x →

 
=

 
 

លនាះលយងីមានលដរលីវតាម្ដផនកននអន រម្ន៍Z កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

 លធៀបលៅនឹង xរឺ Z f u f v

x u x v x

    
=  + 

    
 

 លធៀបលៅនឹង y រឺ Z f u f v

y u y v y

    
=  + 

    
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ឧទាហរ ៍១៨៖ រ នា Z

x




និង Z

y




ចំល ះ 3

3

3
Z u

v
= − លបី

2

sinxyu e y= និង log
x

v
y

= ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន៖

423

1 9
,

3

Z Z

u v vu

 
= =

 
  

        22 sinxyu
y e y

x


=


 

        

2 2

2 sin cos

1

ln10

1

ln10

xy xyu
xye y e y

y

v

x x

v

y y


= +




=




= −



   

   
22

423

1 9 1
sin

ln103

xyZ
y e y

x v xu


 = + 


  

( )

2

2

2

2
4

3

sin 9

ln10log3 sin

xy

xy

y e y

x
ye y

y

= −  

    

( )

( )

( )

2 2

2

2

423

2
4

3

1 9 1
2 sin cos

ln103

2 sin cos 9

ln10log3 sin

xy xy

xy

xy

Z
xye y e y

y v yu

e xy y y

x
ye y

y

 −
 = + + 



+
= −

  

ជាទូ្លៅ៖ លបី ( ), ,...,Z f U V T= ដដល ( ) ( ) ( ), ,..., , , ,..., ,..., , ,...,U x y t V x y t T x y t  = = =   
លនាះលរបានលដរលីវតាម្ដផនកននZ កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

 លធៀបលៅនឹង xរឺ ...
Z f U f V f T

x U x V x T x

      
=  +  + + 

      
 

 លធៀបលៅនឹង y រឺ ...
Z f U f V f T

y U y V y T y

      
=  +  + + 

      
 

.........................................................

.........................................................   

 លធៀបលៅនឹង tរឺ ...
Z f U f V f T

t U t V t T t

      
=  +  + + 

      
 

ឧទាហរ ៍១៩៖លរឱ្យ 3 3

3

1
Z V W

U
= − + ដដល 2 3 3 2,xy zU e V x y z= = និង 
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 2 3lnW x y z= ។ រ នា ,
Z Z

x y

 

 
និង Z

z




។ 

      ដំលណាះស្សាយ 
លយងីបាន៖ 

3

1

3

Z

U U U


= −


 

2

23

3

1

3

Z
V

V

Z

W W


=




=



 

ម្ា៉ាងលទ្ៀត 
2 3 2 3 2 32 3 3 2 2, 2 , 3xy z xy z xy zU U U

y z e xyz e xy z e
x y z

  
= = =

  
 

2 2 3 3 2

3 2 3 2 3 2

3 2 2 2 3

2 3 2 3 2 3

3
, ,

2 2

2 2 3 3 1
, ,

V x y z V yx z V x y

x y zx y z x y z x y z

W xy z W x y z V x y

x x y z x y x y z y z x y z z

  
= = =

  

  
= = = = = =

  

  

    
( )

( )

2 3

2 3

2 3

2 2
2 3 2

3 3 2 23

2 2
2 3 3 2

3 2 2
2 33

2 3 2 2 3 2

2
2 33

1 3 1 2
3

3 2 3

1 3 1 2
3

3 2 3 ln

1 9 2

3 2
3 ln

xy z

xy z

xy z

Z x y z
y z e V

x xU U x y z W

x y z
y z e x y z

xe x y z x y z

y z x y z x y z

x x y z


 = −  +  + 



= −  +  + 

= − + +

   

    
( )

( )

2 3

2 3

2 3 2 3

2 3

3
3 2

3 3 2 23

3
3 3 2

3 2 23 2 33

3
3 3 2

23 2 33

1 1 3
2 3

3 3

1 1 3
2 3

3 3 ln

2 1
3

3 ln

xy z

xy z

xy z xy z

xy z

Z x yz
xyz e V

y yU U x y z W

x yz
xyz e x y z

yx y ze e x y z

xyz
x yz x y z

e y x y z


 = −  +  + 



= −  +  + 

= − + +

  

     2 3
3 2

2 2 2

3 3 2 23

1 1 1
3 3

3 2 3

xy zZ x y
xy z e V

W zU U x y z W


 = −  +  + 


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( )

( )

2 3

2 3 2 3

2 3

3 2
2 2 3 2

3 2 23 2 33

2 2
3 2 3 2

23 2 33

1 1 1
3

3 ln

1
3

3 ln

xy z

xy z xy z

xy z

x y
xy z e x y z

zx y ze e x y z

xy z
x y x y z

e z x y z

= −  +  + 

= − + +

 

២.៣. Gradient ច្នអនុគមន៍ដស្រនើនអដលរ Z=f (x,y) 
 ក. និយម្ន័យ៖ វ ចិទ្័រGradientនន ( ),z f x y= លៅស្តង់ចំ  ច ( )0 0,M x y លធៀបនឹងបលង ់
( )xOy កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

, , ,

, , ,

f f
Grad f x y x y i x y j

x y

f f
f x y x y i x y j

x y

 
= +
 

 
 = +

 
…

  

 

ឧទាហរ ៍២០៖ ចូររកវ ចិGradientទ្រ័ននអន រម្ន៍ 2 2Z x y xy= + +  ស្តង់កូអរលដ្ឋលន ( )1,2  លហយី
រូរវ ចិទ្័រលនះលៅកន ងបលង់( )xOy  ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ ( )2 1,2 2 2 4
f f

x y
x x

 
= +  = + =

 
 

( ) ( )2 1,2 2 2 1 5
f f

y x
y y

 
= +  = + =

 
 

 
 

រូបទី្២.៤ 

រូបទី្២.៥ 
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( )1,2

4 5

f f
Grad f i j

x y

i j

 
 = +

 

= +

 

ដូចលនះ ( )1,2 4 5Grad f i j= + ។ 
 ខ្. ស្ទ្ឹរតីបទ្៖ 

 លដរលីវតាម្ទ្ិរលៅននអន រម្ន៍ ( ),Z f x y= រឺជាផលរ  សាក ដលរវាងវ ចិទ្័រGradients នងិ 
វ ចិទ្័រឯកតាកន ងទ្ិរលៅ។ 

រស្មាយបញ្ា ក់ 
តាងe រឺជាវ ចិទ្័រឯកតា 

លយងីមាន 1e =  

យក cos

sin
e





 ដដល 2 2cos sin 1e  = + =  

ដតវ ចិទ្័រGradientsននអន រម្ន៍ ( ),Z f x y= រឺ 

.

f

x
Grad Z

f

y









 

. cos sin
f f

Grad Z D
x y

 
 

 = + =
 

 រិត 

រមាា ល់៖ លបី ,
a c

U V U V ac bd
b d

  = +  ឬ ( ) ( ), , ,U a b V c d U V ac bd  = + ។  

ឧទាហរ ៍២១៖ ចូររកលដរលីវតាម្ទ្ិរលៅននអន រម្ន៍ 2 2Z x y= + លៅស្តង់ចំ  ច( )1, 3 លៅ 

កន ងវ ចិទ្័រតាម្ទ្ិរលៅ 4 3U i j= −  ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ 

( )
( )

( )
( )

( )

2 2 2
2

2 2 2
2

1 1
1, 3

2
1 3

3 3
1, 3

2
1 3

1 3
1, 3

2 2

f x f

x xx y

f y f

y yx y

Grad f i j

 
=  = =

 + +

 
=  = =

 + +

 = +

  

រូបទ្ី២.៦ 
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ដត 4 3U i j= − លនាះលរបានវ ចិទ្័រឯកតាននZ រឺ៖
2 2

4 3 4 3

5 54 3

U i j
e i j

U

−
= = = −

+
 

ដូលចនះ លដរលីវតាម្ទ្ិរលៅននអន រម្ន៍Z រឺ
1 3 4 3

2 2 5 5
D Grad f e i j i j 

  
=  = + −  

  
  

       2 3 3 4 3 3

5 10 10

−
= − =   

ដូចលនះ 4 3 3

10
D

−
= ។  

ចំណា៖ំ ចំល ះអន រម្នប៍ីអលថ្រ ( ), ,Z f x y z=  

( ) ( )

( )

0 0 0 0 0 0

0 0 0

, , , ,

, ,

D x y z Grad f x y z e

f x y z e

 



= 

=  
 (អនថ្នNabla) 

ឧទាហរ ៍២២៖ ចូររកលដរលីវតាម្ទ្ិរលៅននអន រម្ន៍Z xy yz zx= + + ស្តង់ចំ  ច( )1,2,3 លៅ 
កន ងវ ចិទ្័រទ្ិរលៅ 3 2 4u i j k= − + ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 

 លយងីមាន៖ 

( )

( )

1,2,3 2 3 5

1,2,3 1 3 4

f f
y z

x x

f f
x z

y y

 
= +  = + =

 

 
= +  = + =

 

  

( )

( )

1,2,3 1 2 3

1,2,3 5 4 3

f f
y x

z z

Grad f i j k

 
= +  = + =

 

 = + +

 

ដត 3 2 4u i j k= − +  លនាះវ ចិទ្័រឯកតាននu រឺ 

( )
22 2

3 2 4 3 2 4

29 29 293 2 4

u i j k
e i j k

u


− +
= = = − +

+ − +

  

លនាះលរបានលដរលីវតាម្ទ្ិរលៅននZ រឺ៖ 

( ) 3 2 4
5 4 3

29 29 29

15 8 12 19

29 29 29 29

D Grad f e i j k i j k 

 
=  = + + − + 

 

= − + =

 

ដូចលនះ 19

29
D = ។  
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២.៤. ដេរដីវលោំរ់ខពេដ់ោយថ្នៃកច្នអនគុមន៍ដស្រនើនអដលរZ=f (x,y)  
 លដរលីវលំដ្ឋប់ខ្ពរ់លដ្ឋយដផនកននអន រម្នល៍ស្ចីនអលថ្រ ( ),Z f x y= ក ំត់ដូចខាងលស្កាម្៖ 

x x

y y

Z f
Z f

x x

Z f
Z f

y y

 
 = = =  


 

  = = =
 

លៅថ្នលដរលីវលំដ្ឋប់ម្ួយននអន រម្ន៍ ( ),Z f x y=  

+ ចំល ះលដរលីវលំដ្ឋប់2 នន ( ),Z f x y=  
2

2

2

2

2

2

2

2

xx

xy

yx

yy

f f
f

x x x

f f
f

y x y x

f f
f

x y x y

f f
f

y y y

    
 = =  

    
    

 = =   
     

      = =       
 

     = =      

  

+ ចំល ះលដរលីវលំដ្ឋប់3  នន ( ),Z f x y=  
2 3

2 3

2 3

2 2

xxx

xxy

f f
f

x x x

f f
f

y x y x

   
 = = 

   

   
 = = 

    

  

2 3

2

2 3

2

2 3

2

xyx

yxx

xyy

f f
f

x x y x y

f f
f

x y x x y

f f
f

y y x y x

   
 = = 

     

   
 = = 

     

   
 = = 

     

 

2 3

2yxy

f f
f

y y x y x

   
 = = 

     
 

2 3

2 2

2 3

2 3

yyx

yyy

f f
f

x y y x

f f
f

y y y

   
 = = 

    

   
 = = 

   

  

+ ជាទូ្លៅលដរលីវលំដ្ឋប់n នន ( ),Z f x y= មាន2nកំ ត់លដ្ឋយ៖ 
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( )
( )

( )

1

... 1
n

n n
n

x x x nn

f f
f

x xx

−

 −

   
= =    

  

( )
( )

( )

( )
( )

( )

1

2

1

... 11

1

... 2

..................................................

..................................................

n

n

n n
n

x x xy nn

n n
n

x y y y n

f f
f

y x yx

f f
f

y x y x

−

−

−

 −−

−

  −

   
= =     

   
= =      

( )

( )
( )

( )

1

1

... 1

n k

n

n n
n

y y y y nn

y

f f
f

y yy
−

−

−

  −



   
= =    

 

ដដល
n n

k n k n k k

f f

x y y x− −

 
=

   
  

ឧទាហរ ៍២៣៖ រ នាលដរលីវលំដ្ឋប់2  ននអន រម្ន៍ 3 2 4 43xZ ye x y x y= − + − ។  
      ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន  
2

2 2 3 2 2

2
9 4 18 12x xZ Z

ye x y x ye xy x
x x

 
= − +  = − +

 
  

2
218xZ

e x y
x y


= −

 
  

ម្ា៉ាងវញិលទ្ៀត 

 ( )
2

3 3 3 3 26 4 6 4 18x x xZ Z Z
e x y y e x y y e x y

y y x x

  
= − −  = − − = −

   
  

និង
2

3 2

2
6 12

Z
x y

y


= − −


  

ឧទាហរ ៍២៤៖ លរឱ្យ 2 3

sinxy zZ e xyz=  ។ ចូររក
3 3 3 3 3 3

3 2 2 2 2 3
, , , , ,

f f f f f f

x x y y x x z z y y

     

         

និង
3

3

f

z




។ 

       ដំលណាះស្សាយ 

+ រក
3

3

f

x




  

លយងីបាន 
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( )

2 3 2 3

2 3

2 3

2

sin cos

sin cos

xy z xy z

xy z

f
y z e xyz yze xyz

x

yze yz xyz xyz


= +



= +

  

( ) ( )

( )

( )

2 3 2 3

2 3

2 3

2
3 4 2 2 3

2

3 5 2 3 2 3

2 2 2 4 2

sin cos cos sin

sin cos cos sin

sin 2 cos sin

xy z xy z

xy z

xy z

f
y z e yz xyz xyz yze y z xyz yz xyz

x

yze y z xyz y z xyz y z xyz yz xyz

y z e y z xyz yz xyz xyz


= + + −



= + + −

= + −

 

( )

( )

( )

( )

2 3

2 3

2 3

2 3

3
3 3 2 4 2

3

2 2 3 5 2 3

3 3 2 4 2 2 4 2

3 3 2 4 2

sin 2 cos sin

cos 2 sin cos

sin 2 cos sin cos 2 sin cos

sin cos 2 cos sin

xy z

xy z

xy z

xy z

f
y z e y z xyz yz xyz xyz

x

y z e y z xyz y z xyz yz xyz

y z e y z xyz yz xyz xyz y z xyz yz xyz xyz

y z e y z xyz xyz yz xyz x


 = + −



+ − −

= + − + − −

= + + −( ) sin cosyz xyz xyz − − 

   

២.៥. ររមាដធៀរច្នអនុគមន៍ Z=f (x,y)   
 ក. និយម្ន័យ៖ លរឱ្យ Z=f (x,y) មានវរ័រ ីណាស្តង់( )0 0,x y លរបាន៖ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , , , ,i x y V x y f x y f x y    
( ),Z f x y = មានតនម្លធំបផំ តស្តង់( )0 0,x y  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , , , ,ii x y V x y f x y f x y    
( ),Z f x y = មានតនម្លតូចបំផ តស្តង់( )0 0,x y ឬ( )0 0,x y ជាចំ  ចតូចបំផ តននZ ។ 

លរកំ ត់ររលររ៖ 
( ),Z f x y= មានតនម្លធំបផំ តស្តង់( )0 0,x y ល ះស្តាដត 
( ) ( )0 0 0 0, , 0f f x x y y f x y = +  +  −   

( ),Z f x y= មានតនម្លតូចបំផ តស្តង់( )0 0,x y ល ះស្តាដត 
( ) ( )0 0 0 0, , 0f f x x y y f x y = +  +  −   

ឧទាហរ ៍២៥៖ រិកាបរមិាលធៀបនន 2 2 3Z x y xy= + + + ស្តង់ ( )0,0 ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

, 0,0

3 3

0

f f x y f

x y x y

x y x y

 =   −

=  +  +   + −

=  +  +   

  

ដូចលនះZ  មានតនម្លតូចបំផ តស្តង់( )0,0 ។ 
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ខ្.ស្ទ្ឹរតីបទ្៖លរឱ្យ ( ),Z f x y= មានវរ័រ ីណាស្តង់ ( )0 0,x y លហយី ( )0 0, 0
f

x y
x


=


 

និង ( )0 0, 0
f

x y
y


=


។ 

លនាះលរបាន៖ 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2
2 2 2

0 0 0 0 0 02 2

2

0 02

, , , 0

, 0

f f f
x y x y x y

x y x y
i

f
x y

x

    
 −        







  

លនាះលរបានZមានតនម្លធំបផំ តស្តង់( )0 0,x y ។ 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2
2 2 2

0 0 0 0 0 02 2

2

0 02

, , , 0

, 0

f f f
x y x y x y

x y x y
ii

f
x y

x

    
 −        







  

លនាះលរបានZមានតនម្លតូចបំផ តស្តង់( )0 0,x y ។ 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2

0 0 0 0 0 02 2
, , , 0

f f f
iii x y x y x y

x y x y

   
 −  

    
ebI   

លនាះលរបានZ ម្ិនអចរននដិ្ឋា នបាន។ 
    រស្មាយបញ្ា ក់ 

លយងីមានរូបម្នតលរ៊ារនីតល័រលំដ្ឋប់រីរ ( ),Z f x y= ស្តង់វរ័រ ីណានន ( )0 0,x y  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0

2 2 3

0 0 0 0 0 0 0

, , , ,

1
, 2 , ,

2

x y

xx yx yy

f x y f x y xf x y yf x y

x f x y x yf x y y f x y  

 = +  + 

   +  +   +  + 
 

 

ដត ( ) ( )0 0 0 0, 0 & , 0
Z Z

x y x y
x y

 
= =

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 3

0 0 0 0 0 0 0

1
, 2 , ,

2
xx xy yyf x f x y x yf x y y f x y       =  +   +  + 

 
   

+ លបី ជាម្ ំលៅចលនាល ះរវាង f និង( )Ox  

cos , sinx y    =  =  និង ( ) ( )
2 2

x y =  +    

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 32 2

0

1
cos 2 cos sin sin

2
f A B           =   +   +  + 

 
 

ដដល ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , , , ,xx xy yyA f x y B f x y C f x y  = = =   

 ( )
2

2 2 2

0cos 2 cos sin sin 2
2

f A AB AC A
A


     


   =  + + +     
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( )

( )

( )
( ) ( )

2

2 2 2 2

0

2

2 2 2

0

cos sin sin sin 2
2

cos sin sin 2
2

A B B AC A
A

A B AC B A
A


     


    


 = + − + + 
 


 = + + − + 
 

  

+ ករ ីទ្ី១៖ ចំល ះ 2 0AC B−    
( )i លបី 0,A    លនាះ ( )0 ,f Z f x y   = មានតនម្លតូចបំផ តស្តង់ ( )0 0,x y  
( )ii លបី 0,A  លនាះ ( )0 ,f Z f x y   = មានតនម្លធំបំផ តស្តង់( )0 0,x y  

+ ករ ីទ្ី២៖ ចំល ះ 2 0AC B−   
លនាះZ  ម្ិនអចរននិដ្ឋា នបាន(រិតចំល ះស្ទ្ឹរតីបទ្( )iii ) 

 រ. វធិសីាង្គ្រតលដីម្បរីកបរមាលធៀបននអន រម្ន៍ ( ),Z f x y=   

 ( )i លយងីស្តូវដតរក f

x




និង f

y




  

 ( )ii លដ្ឋះស្សាយស្បរ័នធរម្ីការ
0

0

f

x

f

y


=




 =


   (រកឫរនន 0 0,x y ) 

 ( )iii រ នា ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0 0 0 02 2
, , , , ,

f f f
A x y B x y C x y

x x y y

  
= = =
   

  

 លបី
0

0A

 



 លនាះ ( ),Z f x y= មានតនម្លធំបំផ តស្តង់( )0 0,x y  

 លបី
0

0A

 



 លនាះ ( ),Z f x y=  មានតនម្លតូចបំផ តស្តង់( )0 0,x y  

 លបី 0   លនាះ ( ),Z f x y= ម្ិនអចរននិដ្ឋា នបាន 
ឧទាហរ ៍២៦៖ រិកាបរមាលធៀបននអន រម្ន៍ 2 2 3Z x y xy= + + + ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ 
+ 2 , 2

f f
x y y x

x y

 
= + = +

 
  

+ លដ្ឋះស្សាយ ( )

( )

0
2 0 1

2 0 20

f

x yx

f y x

y


= + = 

 
 + = =


 

តាម្ ( )1 2y x = −   
តាម្ ( )2 4 0 0 0x x x y− + =  =  =   
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+ រ នា
2 2 2

2 2
2, 1 , 2

f f f
A B C

x x y y

  
= = = = = =
   

  

2 24 1 3 0AC B= − = − =    
ដត 2 0A=   
ដូចលនះ Zមានតនម្លតូចបំផ តស្តង់ ( )0,0 ។ 

ឧទាហរ ៍២៧៖ រិកាបរមាលធៀបននអន រម្ន៍ 2 2 3 2 3 5Z x y xy x y= + + − + + ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន៖ 
+ 2 3 2 , 2 3 3

f f
x y y x

x y

 
= + − = + +

 
  

+ លដ្ឋះស្សាយ ( )

( )

0
2 3 2 0 1

2 3 3 0 20

f

x yx

f y x

y


= + − = 

 
 + + = =


 

តាម្( ) 3
1 1

2
x y = −   

តាម្( )
9

2 3 2 3 0
2

y y − + + =  
12

12 5 0
5

y y − =  =  

18 13
1

5 5
x

−
 = − =    

+ រ នា
2 2 2

2 2
2, 3 , 2

f f f
A B C

x x y y

  
= = = = = =
   

  
2 24 3 5 0AC B= − = − = −   ដត 2 0A=   

ដូចលនះ Z ម្ិនអចរននិដ្ឋា នបានស្តង់ 13 12
,

5 5

 
− 
 

។ 

ឧទាហរ ៍២៨៖ រិកាបរមាលធៀបននអន រម្ន៍ 3 3 3 2Z x y xy= + − + ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន៖ 

+ 2 23 3 , 3 3
f f

x y y x
x y

 
= − = −

 
  

+ លដ្ឋះស្សាយ
2

2

0
3 3 0

3 3 00

f

x yx

f y x

y


=  − = 

 
 − = =


ឬ ( )

( )

2

2

0 1

0 2

x y

y x

 − =


− =
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តាម្ ( ) 21 y x =   
តាម្ ( ) ( )4 32 0 1 0x x x x − =  − =  

    0x = ឬ 1x =   
0, 1y y = =    

ចំល ះ( ) ( )0 0, 0,0x y =  
+ រ នា 

( ) ( )
2 2 2 2 2

2 2 2 2
6 0,0 0, 3 , 6 0,0 0

f f f f f
A x B C y

x x x y y y

    
= =  = = = − = =  =
       

( )
22 3 9 0AC B = − = − − = −    

ដូចលនះ Z ម្ិនអចរននិដ្ឋា នបានស្តង់ ( )0,0 ។ 
ចំល ះ( ) ( )0 0, 1,1x y =   

+  រ នា ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1,1 6, 1,1 3 , 1,1 6

f f f
A B C

x x y y

  
= = = = − = =
   

 

( )
22 36 3 27 0AC B = − = − − =   

ដត 6 0A=    
ដូចលនះ Zមានតនម្លតូចបំផ តស្តង់( )1,1 ។ 
 . វធិីសាង្គ្រតលដីម្បរីកបរមាលធៀបននអន រម្ន៍ ( ), ,Z f x y z=   

 ( )i លយងីស្តូវដតរក Z

x




, Z

y




និង Z

z




  

 ( )ii លដ្ឋះស្សាយស្បរ័នេរម្ីការ

0

0

0

Z

x

Z

y

Z

z


=





=



=



   (រកឫរនន
0 0 0, ,x y z ) 

 ( )iii រ នា ( )HESSE Hessian លដដទ្ម្ី ង់ស្តង់( )0 0 0, ,x y z ដូចខាងលស្កាម្៖ 

+ ( )
2

1 0 0 02
, ,

Z
D x y z

x


=


  

+ 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

0 0 0 0 0 02

2 2 2

0 0 0 0 0 02

, , , ,

, , , ,

Z Z
x y z x y z

x x y
D

Z Z
x y z x y z

y x y

 

  
=
 

  
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+ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 02

2 2 2

3 0 0 0 0 0 0 0 0 02

2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 02

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

Z Z Z
x y z x y z x y z

x x y x z

Z Z Z
D x y z x y z x y z

y x y y z

Z Z Z
x y z x y z x y z

z x z y z

  

    

  
=
    

  

    

  

បំលរញលកខខ្ ា ដូចខាងលស្កាម្៖ 
( )1 លបី 1 2 30, 0, 0D D D   លនាះលរបានZមានតនម្លតូចបំផ តស្តង់( )0 0 0, ,x y z  
( )2  លបី 1 2 30, 0, 0D D D    លនាះលរបាន Z  មានតនម្លធំបំផ តស្តង់ ( )0 0 0, ,x y z   និងករ ីលផសង
លទ្ៀតZ ម្ិនអចរននិដ្ឋា នបាន។ 
ឧទាហរ ៍២៩៖ រិកាបរមាលធៀបននអន រម្ន៍ 2 2 22 2 4 2 2Z x y xy z xz z= + − + + − ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន៖ 

  
2 2 2

4 2

Z
x y z

x

Z
y x

y


= − +




= −



 

8 2 2
Z

z x
z


= + −


 

+ លដ្ឋះស្សាយស្បរ័នធរម្ីការ

0

2 2 2 0

0 4 2 0

8 2 2 0

0

Z

x x y z
Z

y x
y

z x
Z

z


=

 − + =
 

=  − = 
  + − =

=


  ឬ
0

2 0

4 1 0

x y z

y x

z x

− + =


− =
 + − =

 

តាម្លដដទ្ម្ី ង់លរបាន៖ 
1 1 1

1 2 0 8 0 0 2 0 4 2

1 0 4

D

−

= − = + + − − − =   

0 1 1

0 2 0 0 0 0 2 2

1 1 4

xD

−

= = + + − = −   
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1 0 1

1 0 0 0 0 1 0 0 1

1 1 4

1 1 0

1 2 0 2 0 0 0 1 1

1 0 1

y

z

D

D

= − = + − − − = −

−

= − = + + − − =

   

2 1 1
1, ,

2 2 2

yx z
DD D

x y z
D D D

−
 = = = − = = − = =   

+ រ នាតាម្លដដទ្ម្ី ង់ ( )HESSE Hessian  
2 2

1 2 2

2

3

1 1
2 1, , 2

2 2

2 2
8 4 4

2 4

2 2 2

2 4 0 64 16 32 16

2 0 8

Z Z
D

x x

D

D

   
= =  − − = 
   

−
= = − =
−

−

= − = − − =

  

លដ្ឋយ
1 2 32 0, 4 0 , 16 0D D D=  =  =   

ដូចលនះZមានតនម្លតូចបំផ តស្តង់ 1 1
1, ,

2 2

 
− − 
 

។ 

ឧទាហរ ៍៣០៖ រិកាបរមាលធៀបននអន រម្ន៍ ( ) 2 2 2, , 3 4 5 2f x y z x xy y yz y xz= − + − + − ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន 

  
6 4 2

2 4

Z
x y z

x

Z
y x z

y


= − −




= − −



 

10 2
Z

z y x
z


= − −


 

+ លដ្ឋះស្សាយស្បរ័នធរម្ីការ

0

6 4 2 0

0 2 4 0

10 2 0

0

Z

x x y z
Z

y x z
y

z y x
Z

z


=

 − − =
 

=  − − = 
  − − =

=


  ឬ
3 2 0

2 0

2 10 0

x y z

x y z

x y z

− + + =


− + =
 + − =

 

0, 0, 0x y z = = =   
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+ រ នាតាម្លដដទ្ម្ី ង់ ( )HESSE Hessian  

( )
2 2

1 2 2

2

3

6 0,0,0 6

6 4
12 16 4

4 2

6 4 2

4 2 1 120 8 8 8 6 160 70

2 1 10

Z Z
D

x x

D

D

 
= =  =
 

−
= = − = −
−

− −

= − − = − − − − − = −

− −

  

លដ្ឋយ
1 2 36 0, 4 0 , 70 0D D D=  = −  = −   

ដូចលនះZ ម្ិនអចរននិដ្ឋា នបានស្តង់ ( )0,0,0 ។ 
 ង.វធិីឡាង្គ្ហកង់(Lagrange) ននរហ រ  ម្ិនកំ ត់ 

 ចំល ះអន រម្ន៍ននរីរអលថ្រ ( ),z f x y=   
តាង ( ),z f x y= ជាអន រម្ន៍ននរីរអលថ្រ ,x y  និងអលថ្រស្តូវបានភាា ប់លដ្ឋយទ្ំនាក់ទ្ំនង 
( ) ( ), 0 1x y =  ។ 

លដ្ឋយដផអកលលីការរកបរមាមានលកខខ្ ា លៅជាការរកបរមាធម្មតានន ( ) ( ), ,z f x y x y= +   
លកខខ្ ា ចាបំាច់ននបរមារឺ៖ 

 

( )

0

0

, 0

f

x x

f

y y

x y









 
+ = 


 

+ =
 

 =



 

លយងីអចរក , ,x y  រីស្បរ័នធរម្កីារលនះ។  
ឧទាហរ ៍ទ្៣ី១៖ រកបរមានន ( ),f x y xy=  ដដល ,x yភាា ប់លដ្ឋយលកខខ្ ា  

2 3 5 0x y+ − =  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

 តាង ( )2 3 5z xy x y= + + −  
 លកខខ្ ា ចាបំាច់រឺ 

  

( )

5
0

42 0
5

0 3 0
6

2 3 5 0
5, 0

12

f
x

x x y
f

x y
y y

x y
x y







 

 

  
+ = =   + = 

   
+ =  + =  =  

   + − = = = − 

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ដូចលនះលយងីល ញីថ្ន f មានអតិបរមា 5 5 25
,

4 6 24
f
 

= 
 

។ 

ឧទាហរ ៍ទ្៣ី២៖ រកតនម្លតូចបំផ ត នងិធំបំផ តនន z xy= លលីដដនបិទ្ 2 2 1x y+  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

ក. រកច ំ ចកន ងដដន 

 
0

0

z
y

x

z
x

y


= =




= =



  

លនាះលរបានចំ  ចស្តង់( ) ( )0,0 0,0 0f =  
ខ្. រកតនម្លតូចបំផ ត និងធបំំផ តលលីដដន ( )2 2 1Z xy x y= + + −   
លកខខ្ ា ចាបំាច់៖ 

 

2 2

2 0
1 2 2

, ,
2 2 2

2 0
1 2 2

, ,
1 0 2 2 2

Z
y x

x
x y x y

Z
x y

y
x y x y

x y










= + = 

 = − = = = = − 
= + =  

 
= = − = = − = −

 + − = 



  

min max

2 2 2 2 1
, ,

2 2 2 2 2

2 2 2 2 1
, ,

2 2 2 2 2

1 1
,

2 2

f f

f f

Z Z

   
 = − − =   

   

   
− = − = −   
   

 = − =

   

 ចំល ះអន រម្ន៍ននបីអលថ្រ ( ), ,z f x y z=  
តាង ( ), ,f x y z ជាអន រម្ន៍ននបីអលថ្រ , ,x y z  និងអលថ្រស្តូវបានភាា ប់លដ្ឋយទ្ំនាក់ទ្ំនងលដ្ឋយ  
( ) ( ), , 0 1x y z =  

ឬ ( ), ,f x y z មានតនម្លលថ្រ 

( )0, 0, 0 0 2
f f f f f f

dx dy dz
x y z x y z

     
= = =  + + =

     
  

 តាម្ផលរងររ បនន ( )1  ដដល ( )0 3dx dy dz
x y z

    
+ + =

  
 

 រ  ( )3  លដ្ឋយ និងបូក( )2 លយងីបាន៖ 

 ( )0 3
f f f

dx dx dy dy dz dz
x x y y z z

  
  

         
+ + + + + =    

         
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( )

( )

( )

0 4

0 5

0 6

f

x x

f

y y

f

z z










 
+ =

 

 

 + =
 

 
+ =

 

 

លដីម្បបីំបាត់    រីរម្ីការ ( ) ( ) ( )4 , 5 , 6  លយងីអចរកតនម្លនន ,x y  និង z   ដដល ( ), ,f x y z  មានតនម្ល
លថ្រ។ វធិីសាង្គ្រតលដីម្បឱី្យបានតនម្លលថ្រនន ( ), ,f x y z  រឺ លៅថ្នវធិីសាង្គ្រតរបរ់ឡាង្គ្ហកង់ ននលម្រ  
ដដលម្ិនអចកំ ត់បាន និងរម្ីការ (3), (4) និង(5)ស្តូវបានលរលៅថ្នរម្ីការរបរ់ ឡាង្គ្ហកង់ ។  
ឧទាហរ ៍ទ្៣ី៣៖ រកច ំ ចលៅលលីបលង់ax by cz p+ + = ស្តង់អន រម្ន៍ 2 2 2f x y z= + +   មាន 
តនម្លអតិបរមា និងរកអបបបរមានន f ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
លរមាន ( )2 2 2 1f x y z= + +   

ax by cz p+ + =  ឬ ( )2ax by cz p = + + −  

 

0
22 0

0 2 0
2

2 0

0
2

f a
x

x x x a
f b

y b y
y y

z c
cf z

z z

 



 

 






  
+ = = −   + = 

   
 + =  + =  = −  

   + =   = −+ = 
 

 

យកតនម្ល , ,x y zជំនរួកន ង( )2   

 
( )2 2 2

2 2 2

2 2 2

2
2

a a a
a b c p

p
a b c p

a b c

  

 

     
− + − + − =     
     

 + + = −  =
+ +

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

ap
x

a b c

bp
y

a b c

cp
z

a b c


= + +




 ==
+ +


== + +

  

ដូលចនះ តនម្លអបបបរមានន ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

min , ,
a p b p c p

f x y z
a b c a b c a b c

= + +
+ + + + + +

   

                             
( )

( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

p a b c p

a b c a b c

+ +
= =

+ + + +
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ឧទាហរ ៍ទ្៣ី៤៖ រកតនម្លអតិបរមា និងអបបបរមានន ( ), , 2f x y z xy z= +  លៅលលីរងវង់ជាចំ  ច
ស្បររវននបលង់ 0x y z+ + =  និងដរ៊ាវរ 2 2 2 24x y z+ + =  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
អន រម្ន៍ f   ជាប់ និងរងវងជ់ារំ  ំ ននដដនបិទ្ជតិលៅកន ងវមិាស្តបី។ លនាះលរបានតនម្លអតបិរមា 

និងអបបបរមារឺកំ ត់។ លយងីរិនិតយលម្ីលចំល ះចំ  ចននឡាស្កង ់
( ) ( )2 2 22 24L xy z x y z x y z = + + + + + + + −   

លដ្ឋយលធវីលដរលីវលដ្ឋយដផនកទ្ីម្ួយនន L  លរមីលៅនឹងរូនយ លនាះលរបាន៖ 

 

( )

( )

( )

( )

( )2 2 2

2 0

2 0

2 2 0

0

24 0

y x A

x y B

z C

x y z D

x y z E

 

 

 

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

+ + − =

  

យក ( ) ( )A B− លរបាន ( )( )1 2 0x y − − =  លនាះលរបាន 1
,

2
x y = = ។ លយងីលធវីការវភិារ 

ដូចតលៅ៖ 

• ករ ីទ្ី១៖ លបី
1

2
 =  តាម្ ( )B  និង ( )C   

0x y+ + =  និង2 0z+ + =   
  លនាះលរបាន 2x y z+ = +   ជំនួរកន ង ( )D  លរបាន 1z = −  និង 1x y+ =  
  តាម្ ( )E  លរបាន 2 2 224 23x y z+ = − =   
  លដ្ឋយ ( )

22 2 2 1x y xy x y+ + = + =   
លយងីមាន2 1 23 22xy = − = −  និង 11xy = −  
លនាះលរបាន ( )

2 2 2 2x y x y xy− = + −   

       23 22

45

= +

=
  

ដូលចនះ 3 5x y− =    លដ្ឋយផេឹម្នឹង 1x y+ =   

លនាះលរបានរីរចំ  ចចំល ះ
1

2
 =  រឺ

( ) ( )1 3 5 1 3 5
, , 1

2 2

 + −
 −
 
 

 និង 

( ) ( )1 3 5 1 3 5
, , 1

2 2

 − +
 −
 
 

 

ស្តង់ចំ  ចទាងំរីរលយងីរក ( ), , 2 11 2 13f x y z xy z= + = − − = −  ។ 
• ករ ីទ្ី២៖ លបី x y=  តាម្ ( )D លរបាន 2z x= −  

តាម្ ( )E លរបាន 26 24 2x x=  =    
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លនាះលរបានចំ  ច ( )2,2, 4−  និង ( )2, 2,4− −   
លយងីមាន ( )2,2, 4 4 8 4f − = − = −  និង ( )2, 2,4 4 8 12f − − = + =   
ដូចលនះ តនម្លអតិបរមានន f  លៅលលីរងវង់រឺ12   
      តនម្លអបបបរមានន f  លៅលលីរងវង់រឺ 13−  ។ 

លំហាត់អន វតតន៍៖ រកចមាា យអតិបរមា និងអបបបរមាននចំ  ច ( )3,4,12 រីដរ៊ាវរ 2 2 2 1x y z+ + =  ។ 
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លហំាត់អនុគមន៍ដស្រនើនអដលរ 
១. ចូររកដដនកំ ត់ននអន រម្ន៍ខាងលស្កាម្៖ 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

. , 2 3 4 . , cos

1
. , 25 . ,

25

12
. , sin . ,

. , ln . , arcsin

. , . , 2 4

a f x y xy x y b f x y x y

c f x y x y d f x y
x y

x
e f x y f f x y

y y x

g g x y x y h g x y y x

xy
i g x y j g x y x y

x y

= − + = −

= − − =
+ −

= =
−

= − = −

= = − +
+

  

២. ចូររកដដនកំ ត់ននអន រម្ន៍ខាងលស្កាម្។  

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2 2 2

2 2 2

2

2 2 2 2

. , , 2 3 4

1
. , ,

. , , 9

. , ,

10
. , ,

1 4

. , ,

. , , , 1

a f x y z xyz xz yz

b g x y z
x z

c p x y z x y z

d q x y z y z

e F x y z
x y z

f f x y z y x

g f w x y z w x y z

= − +

=
−

= + + −

= −

=
+ + +

= −

= − − − −

  

៣.លីម្ីតននអន រម្ន៍៖ រ នាលីម្ីតននអន រម្ន៍ខាងលស្កាម្៖ 

 

( ) ( )

( )
2

2 2

2 1 3
9 3 3

8 2 3

2 0
1 4

2 2 2

2 22 1 1
0 1 1

0
0

1. lim2020 2. lim 3 4 2 3. lim 4

cos sin
4. lim 3 5.lim 6. lim ln

2

3 10 2 1
7. lim 8. lim 9.lim

1

10.lim 11.l

x x x
y y y

x x x e
y y y

x x x
y y y

x
y

x y x y

xy xy
xy x y xy

y

x xy xy y xy

x y x y xy

x y

x y



→ → →−
→ →− →

→ → →
→− → →

→ → →
→ →− →

→
→

+ − −

+
−

− − −

+ + +

−

−

2

2 22 1
1 2

1 3
im 12. lim

51x x
y y

x y x y

x yx y→ →
→ →

− −

+ +− −

 

2 2 3 2

2 3 31 2
2 3 3

2 2 3
13. lim 14.lim 15.lim

2 4x x x
y y y

x y x y xy

xy x y x y→ → →
→ → →

+ + −

− +
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( )
22

2 2 20 0 1
0 0 1

3 3 2 3

2 2 2 2 2 20 1
0 1 2

1

1

0 0 0
0 1

2
16.lim , 0, 0 17.lim 18.lim , 0, 0

2

2 4
19.lim , 0, 0 20.lim 21.lim

4 2

22.lim 23.lim 24.lim
2

x x x
y y y

x x x
y y y

x y

x x x
y y

xy x y xy x
x y x y

y x x y xy y

x y x y xy
x y

x y x y x y

x y
e

x y

→ → →
→ → →

→ → →
→ → →

−

−

→ → →
→ →

− −
   

− + −

+ +
 

+ + +

+

+ 2 2

0

2

y

x y

x y
→

−

+

   

៤.លីម្ីតស្តង់ចំ  ចទ្័ល៖ រ នាលីម្តីខាងលស្កាម្៖ 
2 2 2 2

6 1 3
2 2 1

3 2 7 12
1. lim 2. lim 3. lim

3 2 3x x x
y y y

x xy y xy x xy y

x y y x x y→ → →
→ →− →

− + − +

− + −
  

 

2 2 2

1 2 4
1 2 5

1 1

3 3

2 2
1 8

3 32 8

32 3 4
4. lim 5. lim 6. lim

2 9

1
7. lim 8. lim

1

x x x
y y y

x x
y y

x yx xy y y

x y xy x x y

y x x y

y x
x y

→− → →
→ → →

→ →
→ →

+ −− − −

+ − + −

− + −

− −
−

  

៥. រករំ  ំ ចំ  ចដដលលធវីឱ្យអន រម្នខ៍ាងលស្កាម្ជាប់លៅកន ង 2  

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

2 3

2 2

2 2 2 2

4 2 2 2

4 2

2 4

2

2 2
2 2

2

1. , 2 2. ,
1

4 4
3. , 4. ,

2
, 0,0 2

5. , 6. ,
1

0 , 0,0

, 0,0
7. , 8. ,

1
0 , 0,0

xy
f x y x xy y f x y

x y

x y x y
p x y s x y

x y x y

y x
x y

x yf x y f x y
x y

x y

xy
x y x yx yf x y f x y

x y
x y

= + − =
+

= =
+ +

 −


+= =
+ =


 + += =

− =

ebI

ebI

ebI

ebI

  

៦. លីម្ីតននអន រម្នប៍ីអលថ្រ៖ រ នាលីម្ីតខាងលស្កាម្៖ 

( )
2

21 0 1
ln 2 1 1
3 0 1

2

1 1 1
1 1 1
1 1 1

1. lim 2. limln 1 3. lim

5 5
4. lim 5. lim 6. lim

xy xz

x x x
y y y
z z z

x x x
y y y
z z z

yz xy xz x
ze e y

yz xy xz y

x xz xy yzx xy xz yz xz x yz y

x z x y x xz xy yz

→ → →
→ → →
→ → →

→ → →
→ →− →
→ → →

− − −
+

+ + −

− − ++ − − + + +

− + − + −

  

៧. លដរលីវលដ្ឋយដផនក៖ ចូររកលដរលីវទ្ីម្ួយលដ្ឋយដផនកននអន រម្ន៍ខាងលស្កាម្៖ 
( ) ( ) ( )2 3 2 21. , 3 5 2. , 3. , 3 2f x y x y f x y x y f x y x y= + = = +  
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( ) ( ) ( )8 64. , 2 2 5. , 6. , lny x
f x y y x xy f x y xe f x y

y

 
= + + = =  

 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2

7. , cos2 8. , 9. ,

10. , ln 11. , tan 12. ,

s t w
f x y xy f s t f w z

s t w z

g x z x z x s y z z yz F p q p pq q

−
= = =

+ +

= + = = + +

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 3 2 2

13. , 14. , 15. ,

16. , 17. tan 2 18. , ln

yst uv
G s t h u v f x y x

s t u v

f x y x y z x y f x y x y

= = =
+ −

= = − = +

  

៨. លដរលីវទ្ីរីរលដ្ឋយដផនក៖ រ នាលដរលីវទ្ី២លដ្ឋយដផនកននអន រម្នខ៍ាងលស្កាម្៖ 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 2 5 2 2 2 3

2 3

2 2

2 2

1. , 1 2. , 2 3. ,

4. , 3 5. , sin 4 6. , cos

7. , ln 4 8. , 9. ,

10. , 4

x

h x y x xy f x y x y x y f x y x y

f x y x y f x y y x f x y xy

r
p u v u v Q r s F r s re

s

H x y x y

= + + = + =

= + = =

= + + = =

= + +

  

៩.លដរលីវលដ្ឋយដផនកដដលមានអញ្ញ តលស្ចីនជាងរីរចូររ នាលដរលីវទ្ី១លដ្ឋយដផនកននអន រម្នខ៍ាង
លស្កាម្៖ 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4 2 2

2 2 3 2

1. , , 2. , , 2 3 10

3. , , cos 4. , , tan

5. , , 6. , ,

7. , , , 8. , , , cos sin

9. , , , 10. , , , 2 3

f x y z xy xz yz g x y z x y xz y z

h x y z x y z Q x y z xyz

u
F u v w G r s t rs rt st

v w

f w x y x w xy xy z g w x y z w x y z

wz
h w x y z F w x y z w x y z

xy

= + + = − +

= + + =

= = + +
+

= + = + −

= = + +

  

១០. ចូររ នាGradientsននអន រម្ន ៍និងស្តង់ចំ  ចPនីម្ួយៗខាងលស្កាម្៖ 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2 2

2 2

1. , 2 3 5 , 2, 1

2. , 4 2 , 1, 5

3. , 4 8 , 1,2

4. , 12 4 , 1, 1

f x y x y P

f x y x xy y P

g x y x x y xy P

p x y x y P

= + − −

= − + − −

= − − −

= − − − −

  

( ) ( )25. , , 1,0xyf x y xe P=   

( ) ( )

( ) ( )
2 22

3
6. , sin 3 2 , ,

2

7. , , 1,2x y

f x y x y P

F x y e P




− −

 
= +  

 

= −
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( ) ( ) ( )2 28. , ln 1 2 , 2, 3h x y x y P= + + −  
១១. ការរ នាលដរលីវតាម្ទ្ិរលៅជាម្ួយGradients៖ រ នាលដរលីវតាម្ទ្ិរលៅននអន រម្ន៍ស្តង ់
ចំ  ចP លដ្ឋយវ ចិទ្័រតាម្ទ្ិរដូចខាងលស្កាម្។ លស្បីវ ចិទ្័រឯកតាចំល ះវ ចិទ្័រតាម្ទ្ិរ។ 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 3

3 4
1. , , 1, 3 , ,

5 5

5 12
2. , 3 , 3,2 , ,

13 13

f x y x y P

f x y x y P

= − − − −

= +

  

( ) ( )
4

2 3 1
3. , 10 3 , 2, 3 , ,

4 2 2

y
f x y x P= − + − −   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

2

2

2 2

1 2
4. , 4 2 , 2, 2 , ,

5 5

5. , 13 , 1,0 , 5,12

6. , 3 2 5, 1,2 , 3,4

7. , , ln 2,ln3 , 1,1

8. , ln 4 , 1,2 , 2,1

9. , , 4,1 , 1,2

5 12
10. , sin 2 , 1, 1 , ,

13 13

xy

x y

f x y x y P

f x y e P

f x y x y P

h x y e P

P x y x y P

x
f x y P

x y

g x y x y P

− −

= − − −

=

= + + −

=

= + + −

= −
−

= − − − −

  

១២. Gradientsលៅកន ងវមិាស្តបី៖ចូររិចារណានូវអន រម្ន៍ f ចំ  ចP  និងវ ចិទ្័រឯកតាuខាងលស្កាម្៖ 
ក. រ នាGradientsននអន រម្ន៍ f និងស្តង់ចំ  ចP។ 
ខ្. ចូររកវ ចិទ្រ័ឯកតាលៅកន ងកំល ីនធំបផំ តតាម្ទ្ិរនន f ស្តង់ចំ  ចP។ 
រ. ចូររកអស្តាបំដស្ម្បស្ម្ួលននអន រម្ន៍លៅកន ងកំល ីនតាម្ទ្រិធំបំផ តស្តង់ចំ  ចP។ 
 . ចូររកលដរលីវតាម្ទ្ិរលៅស្តង់ចំ  ចP លៅកន ងវ ចិទ្័រតាម្ទ្ិរដដលលរឱ្យ។ 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2
2 2

1 1
1. , , 2 4 10 , 1,0,4 , ,0,

2 2

1 1
2. , , 4 3 , 0,2, 1 , 0, ,

2 2 3

f x y z x y z P

z
f x y z x y P

= + + +

= − + + − −

  

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
3. , , 1 4 , 1, 1, 1 , , ,

3 3 3

1 1
4. , , 4 , 2, 2,1 , 0, ,

2 2

f x y z xyz P

f x y z xy yz xz P

= + − − −

= + + + − − −
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( ) ( )2 2 2 21. , 1 2. , 6 8f x y x y f x y x x y y= + + = − + +

( ) ( )
1 2 2

5. , , 1 sin 2 , , , , , ,
6 6 6 3 3 3

f x y z x y z P
   

= + + − − 
 

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2 2 2

2 2 1
6. , , , 0,1, 1 , , ,

3 3 3

2 2 1
7. , , ln 1 , 1,1, 1 , , ,

3 3 3

xyzf x y z e P

f x y z x y z P

−= − − −

= + + + − −

  

( ) ( )
1 2 1

8. , , , 3,2, 1 , , ,
3 3 3

x z
f x y z P

y z

−
= − −

−
  

១៣. ចូររកច ំ ចបរមាលធៀបននអន រម្ន៍ខាងលស្កាម្៖ 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

3 3
4 4

4 2 2 2

2 2 2

3. , 3 2 4 4. , 3 4

5. , 16 6. , 3
3 3

7. , 2 4 5 8. , 2 1

9. , 6 8 10. , x y xy y

f x y x y f x y x y

x y
f x y x y xy f x y xy

f x y x x y y f x y x xy x y

f x y x x y f x y e − +

= − + − = −

= + − = − +

= − + − + = + − − +

= + + + =

  

១៤. ចូររកចំ  ចបរមាលធៀបលដ្ឋយលស្បីលដរលីវទ្ី2ខាងលស្កាម្៖ 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22 2

2 2 4 4

4 2

2 2

1. , 4 2 3 2. , 4 1 2 4 1

2. , 4 8 3 4. , 4 32 10

5. , 2 4 6. ,

7. , 4 5 8. , arctan

x y

f x y x y f x y x y

f x y x y f x y x y x y

f x y x y xy f x y xye

f x y x y x f x y xy

− −

= + + = − + + +

= − + − = + − − +

= + − =

= + − + =

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

9. , 2 10. , 2 1

1
11. , 12. ,

1

x yf x y xye f x y x xy x

x x
f x y f x y

x y x y

− −= = + − +

−
= =

+ + +

  

( ) ( ) ( )
24 213. , 4 2 8 1f x y x x y y= + − + −  

១៥. ចូររកស្រប់តនម្លបរមាលធៀបននអន រម្ន៍លស្ចីនអលថ្រខាងលស្កាម្៖ 

( )
( )

( )
( )2 2 2 2

21. , 2. ,
x y x y

f x y xe f x y x e
− + − +

= =  

( ) ( ) 2 4

2 2

1
3. , 4. , 4 2

1
f x y f x y xy x y

x y
= = − −

+ +
 

( ) ( )

( )

4 4 2 2 2 2 2

2 2 2

5. , 2 2 6. , ,

7. , ,

f x y x y x y f x y z x y z

f x y z x y z

= + − − = + +

= + −
   

១៦. ចូររកតនម្លអតិបរមា នងិអបបបរមាននអន រន៍ ( ), ,f x y z xyz=  លៅលលីដរវ៊ារ 2 2 2 12x y z+ + = ។ 
១៧. ចូររកតនម្លអតិបរមា និងអបបបរមាននអន រន៍ 2 3x y z+ −   លៅដផនកខាងលលីលអលីបរូអ ីត 
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2 2 24 9 108x y z+ +  ។ 
១៨. ចូររកតនម្លអតិបរមា និងអបបបរមាននអន រន៍ ( ), ,f x y z x=  ដផនកខាងលលីដខ្សលកាងដដលស្បររវ
ននបលង់ z x y= +   នងិលអលីបរូអ ីត 2 2 22 2 8x y z+ + = ។ 
១៩.ចូររកតនម្លអតិបរមា និងអបបបរមាននអន រន៍ ( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + +  លៅលលីលអលីបលដ្ឋយ
ស្បររវននលកាន 2 2 2z x y= +  និងបលង់ 2 3x z− = ។ 
២០.ចូររកតនម្លអតិបរមា នងិអបបបរមាននអន រន៍ ( ), , 4f x y z z= − លៅលលីលអលីបលដ្ឋយស្បររវននរ ី
ឡាងំ 2 2 8x y+ =  និងបលង់ 1x y z+ + =  ។ 
២១.ចូររកតនម្លអតិបរមា នងិអបបបរមាននអន រន៍ ( ) 2, ,f x y z x y z= + លដ្ឋយស្បររវនន 
 2 2 2y z+ = និងបលង់ z x=  ។ 
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ដមដរៀនទី៣៖ ពហុ្អាងំដតស្រកាល 
៣.១. អាងំដតស្រកាលឌរុ 
 ក. និយម្ន័យ៖ លរឱ្យអន រម្ន៍លស្ចីនអលថ្រ ( ),z f x y= មានដដនកំ ត ់

( ) , : ,R x y a x b c y d=      ។ 
+ លរដចក    , ,R a b c d=   ជា n  ចំដ កលដ្ឋយនផេស្កឡា

k k kA x y =     ដដល
kx

និង ky ជាស្បដវងននស្ជុងចត លកាន ។ 

 
+ តាង ( )* *,k kx y  ជាដដនរងលៅ k  ដដល1 k n   ដូចរូបខាងលស្កាម្៖ 

 លនាះលរបានមាឌ្ននស្បអប់ទ្ី k  រឺ៖ 
( ) ( )* * * *, ,k k k k k k kf x y A f x y x y =    

ផលបូកមាឌ្ននn  ស្បអប់ក ំត់លដ្ឋយតនម្លស្បដហលមាឌ្ននរូលីត 

( )* *

1

,
n

k k k

k

V f x y A
=

    

តាង  ជាស្បដវងធំបំផ តននដដនរងរបរ់អងកត់ស្ទ្ូងចត លកានលៅកន ងបំដ កនីម្ួយៗ។ 
លបី 0→  លនាះ 0kx →   និងចំនួនននដដនរងកាន់ដតលកីនល ងី ( )n →   ។ លបលីយងីលធវីការ
បា៉ា ន់សាម នលដ្ឋយផលបូករមីា៉ា ន់(Remman)មានលីម្តី 0→  លនាះលរកំ ត់មាឌ្ននរូលីត
លដ្ឋយ៖ 
 
 

រូបទ្ី៣.១ 
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មាឌ្ និងអងំលតស្កាលឌ្ ប 
លបី f  ជាអន រម្ន៍ម្ួយកំ តល់ៅលលីដដនចត លកានR លៅកន ងបលង់( )xOy  ដដលមានអងំលតស្កាលលៅ

លលីR  លបី ( )* *

0
1

lim ,
n

k k k

k

f x y A
→

=

  មានស្រប់ដផនកននR  នងិចំល ះស្រប់ ( )* *,k kx y  បំដ កទាងំអរ់។ 

ដូចលនះ លីម្តីរឺជាអងំលតស្កាលឌ្ បនន f  លៅលលីRកំ ត់ររលររលដ្ឋយ៖ 

( ) ( )* *

0
1

, lim ,
n

k k k

kR

f x y dA f x y A
→

=

=   

លបី f ម្ិនអវជិាមានលៅលលីR លនាះអងំលតស្កាលឌ្ បលរមីនឹងមាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយរូលីត 
( ),z f x y=  និងបលង់( )xOy  លៅលលីR។ 

 ខ្. លកខ ៈ 
 តាង f  និង gជាអន រម្ន៍ជាប់លៅលលីចលនាល ះបិទ្ននបលងដ់ដលខ្័ ា លដ្ឋយដដនR  លហយីតាង   

រូបទ្ី៣.២ 

រូបទ្ី៣.៣ 
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 ជាចំនួនលថ្រ។ 
 ( ) ( )1. : , ,

R R

f x y dA f x y dA    =   

 ( ) ( ) ( ) ( )2. , , , ,
R R D

f x y g x y dA f x y dA g x y dA =        

 ( )3. , 0
R

f x y dA   លបី ( ), 0f x y   

 ( ) ( )4. , ,
R R

f x y dA g x y dA  លបី ( ) ( ), ,f x y g x y  

 5. លៅកន ងករ ីលនះលបី 1 2,R R ជាដដនកំ ត់រីរននR ដដលលរដចកជារីរដផនកលនាះលរបាន 

 
( ) ( ) ( )

1 2

, , ,
R R R

f x y dA f x y dA f x y dA= +    

 រ. ការរ នាអងំលតស្កាលឌ្ បកន ងកូអរលដ្ឋលនលដកាត 
 ករ ីដដនDជាចត លកានដកង 

ស្បរិនលបី ( ),z f x y= មានដដនកំ ត់ 2D ដដល a x b
D

c y d

 
= 

 
  

លនាះលរបាន ( ) ( ), ,

b d

D a c

f x y dxdy f x y dydx=     

 

រូបទី្៣.៤ 

រូបទី្៣.៥ 
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មានន័យថ្ន ដំបូងលយងីរកអងំលតស្កាលនន z  ដដលតាងលដ្ឋយ y  រចួបនាេ ប់ម្ករកអងំលតស្កាលដដល
តាងលដ្ឋយ x ។ 

ឬ ( ) ( ), ,

b d

D a c

f x y dxdy f x y dydx=     

លយងីរកអងំលតស្កាលនន z ដដលតាងលដ្ឋយ x រចួបនាេ ប់ម្ករកអងំលតស្កាលដដលតាងលដ្ឋយ y ។ 

  ( ) ( ) ( ), , ,

b d d b

D a c c a

f x y dxdy f x y dydx f x y dxdy= =      

ករ ីរិលររ៖ លបី ( ) ( ) ( ),z f x y g x h y= = លនាះលរបាន៖ 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

b d b d

D a c a c

f x y dxdy g x h y dy dx g x dx h y dy
    

= =    
    

       

ឧទាហរ ៍១៖ រ នា 2

D

x ydD ដដល 1 3

1 2

x
D

y

 
= 

 
។ 

     ដំលណាះស្សាយ 
 រលបៀបទ្ី១៖ 

លយងីមាន  
3 2

2 2

1 1D

x ydD x ydydx=     

                 

23 3 2
2 2 2

11 1

3
3

2 3

1
1

1
2

2 2

3 1 27 1
13

2 2 2 2

x
x y dx x dx

x dx x

 
= = − 

 

= = = − =

 



  

រលបៀបទ្ី២៖ 

     ( )

2 3 2 3

2 2 2

1 1 1 1

2
3

3

1
1

2

1

2
2

2

1

1

3

1
27

3

1 27 1 27 4 1

3 2 2 3 2 2

13

D

x ydD x ydxdy dy x ydx

x y dy

y y dy

y
y

= =

=

= −

   
= − = −   

  

=

    



   
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រលបៀបទ្ី៣៖ 
3 2

2 2

1 1

23

2 2

11

1

2

D

x ydD x ydy dx

x y dx

 
=  

 

=

  



 

        

( )

3

2

1

3
3

1

3

2

3 1

2 3

1
27 1 13

2

x dx

x

=

= 

= − =



 

ឧទាហរ ៍២៖ រ នា
( )

2

3
2D

x
dD

y
−

−
 លបី

1
2

2

3
1

2

x

D

y


 

= 
  


 ។ 

      ដំលណាះស្សាយ 

  
( ) ( )

( )

3

22 22

3 3

11

2

3
2

32

3

11

2

2 2

3 2

D

x x
dD dxdy

y y

x
dy

y

− = −
− −

= −
−

  



  

    
( ) ( )

3

2

3 3

1

1 8 1

3 2 8 2
dy

y y

 
= − − 

− −  
   

    
( ) ( )

33

22

2 2

1
1

21 1 21 1

8 82 2 2
dy

y y
= − = 

− −
  

    ( )
21 63

4 1
16 16

= − =  

 ករ ីដដនDជាដខ្សលកាង 
លបី ( ),z f x y=  មានដដនកំ ត់ 2 ,D D  កំ ត់លដ្ឋយ ( ) ( )1 2,y x y x = =

និង ( ) ( )1 2,a x b x x    លនាះលរបាន៖ 
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( ) ( )
( )

( )2

1

, ,

xb

D a x

f x y dD f x y dydx





=     

 
ឬដដនកំ ត់D កំ ត់លដ្ឋយ ( ) ( )1 2,x y x y = =  និង ( ) ( )1 2,c y d y y      

លនាះលរបាន៖   ( ) ( )
( )

( )2

1

, ,

xd

D c x

f x y dD f x y dxdy





=     

 
ឧទាហរ ៍៣៖ រ នា ( )

2

D

x y dD−  ចំល ះ D  កំ ត់លដ្ឋយដខ្សលកាង 2y x=
2, y x=  និង

0 1x  ។ 
        ដំលណាះស្សាយ 

រលបៀបទ្ី១៖លយងីមាន៖ 2

0 1x
D

x y x

 
= 

 
 

រូបទី្៣.៦ 

រូបទី្៣.៧ 
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( ) ( )
2

2

1
2 2

0

3
1 2

2 2

0

1 3

2 4 4 44

0

1
2

3 2

2

4 1 4 1

3 2 3 2

x

D x

x

x

x y dD x y dydx

y
x y x y dx

x x x x x x x dx

 − = −

 
 

= + + 
 
 

 
= + + − − − 

 

  





  

      

1

7 7

52 4
2

0

4 1 2 16 1 17 307
17

7 73 4 5 7 21 4 30 420

2 4

x x x
x

 
 

= + + − = + + − = 
 
 

 

រលបៀបទ្ី២៖ 

 លយងីមាន៖
2

0 1

y x y
D

y

  
= 

 
 

( ) ( )
22

1 1
2 2

3 2

0 0

1

3

yy

yD y

x y dD x y dxdy x x y xy dy
 

 − = − = − + 
 

      

           

1

5
11 42

7 2

0

7 1 2

15 21 11 4

2

y y
y y

 
 

= − − − 
 
 

 

                14 1 2 1 307

15 21 11 4 420
= − − − =  

  ដូនលចះ ( )
2 307

420
D

x y dD− =  ។ 

រូបទី្៣.៨ 
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 ករ ីរលិររ 
លបី ( ),z f x y= មានដដនកំ ត់ 2D ដដលកំ ត់លដ្ឋយ៖ 

( ) ( ) ( )1 2, ,y x y x y x  = = =  និង
( ) ( )

( ) ( )

1

2

,
x xa x b

b x c x x

 

 

  
 

   

 

 

 លនាះលរបាន៖ ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( )

1 2

, , ,

x xb c

D a x b x

f x y dD f x y dydx f x y dydx

 

 

= +       

ឧទាហរ ៍៤៖ រ នា 3

D

xy dD  ចលំ ះ D  កំ ត់លដ្ឋយ 2 2 2, , 4 4y x y x y x x= = = − +  និង

0 2x  ។      
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖
1 2D D D=    

1 2

0 1x
D

x y x

 
= 

 
 និង 2 2

1 2

4 4

x
D

x x y x

 
= 

− +  
  

 

រូបទី្៣.៩ 

រូបទី្៣.១០ 
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2 2

1 2

3 3 3

0 1 4 4

x x

D x x x

xy dD xy dydx xy dydx
− +

 = +      

   ( ) ( )
2 2

1 2

4 4

4 4
0 1

1 1

4 4

x x

x x x
xy dx xy dx

− +
= +    

    

( ) ( )( )

(

)

1 2
4

3 9 3 2

0 1

1 2

4 10 3 9 8 7

10

6 5 4 3 2

1 1
4 4

4 4

1 1 1 1
16 112

4 4 10 4

448 1120 1792 1792 1024 25

x x dx x x x x dx

x x x x x x

x x x x x x dx

= − + − − +

 
= − + − + − 

 

+ − + − + −

 

   

    
10

4 9 8 7 6 51 1 1 1

4 4 10 4

1 16 112 448 1120 1792

4 10 9 8 7 6 5

x
x x x x x x= − +

 
− + − + − +  

  
 

2

4 3 2

1

1

4

1120 64 1792 32 1024 8 25 4

6 5 3 2

1792 1024 25

4 3 2

1 1 16 1024 16 512 112 256 448 128

4 10 4 10 9 8 7

1 1 16 112 448 1120 1792 1792 1024 25

4 10 9 8 7 6 5 4 3 2

x x x

=

   
+ + + −


− + − 



   
− + − + − +







 
− − + − + − + − + − 
 

  

1 6784 34 17
750

4 9 36 18
= − + = =

 
 
 

 

ដូចលនះ 3 17

18
D

xy dD = ។ 

 ង. វធិបីតូរអលថ្រលៅកន ងអងំលតស្កាលឌ្ ប 
 លោក ហាកូប៊ាីន(Jacobian) ស្តូវបានដ្ឋក់លឈាម ះតាម្ជនជាតិអ មឺ្៉ាង់រ ិតវទូិ្Karl Gustav  

Jacobiោ៉ា កូប៊ាី (1804-1851) ។ លៅកន ងលរៀវលៅម្ួយចំនួនហាកូប៊ាីជាមា៉ា ស្ទ្ីរននលដរលីវលដ្ឋយ 
ដផនក។ ម្ា៉ាងវញិលទ្ៀតហាកូប៊ាីជាលដដទ្ម្ី ង់ននមា៉ា ស្ទ្ីរននលដរលីវលដ្ឋយដផនកផងដដរ។ ចំល ះ 

( ),J u v  និង
( )
( )

,

,

x y

u v




 ស្តូវបានលស្បីលដីម្បរីមាា ល់លលីហាកូប៊ាី។ 

 ករ ីកូអរលដ្ឋលនលដកាត 
លរឱ្យ ( ),z f x y= មានដដនកំ ត់ 2D និង 2D  លៅកន ងបលង់( )xOy  លរៀង 
ោន ( )uOv ។ លបី 'D រឺជារូបភារននD លៅកន ងបលង់( )uOv ជាអន វតតម្ួយទ្ល់   
ម្ួយរី 'D D→  
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       ( ) ( ) ( ): , , ,D x y x y u v =   

ដដល
( )

( )

( )

( )

1 1

2 2

, ,

, ,

u x y x u v

v x y y u v

 

 

= =  
 

= =  

  

លបីអន រម្ន៍ ( )1 ,x u v= នងិ ( )2 ,y u v= មានលដរលីវលដ្ឋយដផនកជាប់លលីD លៅថ្ន 
ហាកូប៊ាីន (Jacobian) នន 'D រឺជាលដដទ្រម្ី ង់៖ 

( ),

x x

x y x yu v
J u v

y y u v v u

u v

 

    
= =  − 
     

 

 លនាះលរបាន 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2

'

, , , , ,
D D

f x y dxdy f u v u v J u v dudv =       

 

 
ឧទាហរ ៍៥៖ រ នា ( )2 2

D

x y dxdy+ ដដលD កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

1 , 2

2 1 ,2 3

x y x y
D

x y x y

+ = + =
= 

− = − =
។ 

       ដំលណាះស្សាយ 

លយងីតាង៖ 
2

u x y

v x y

= +


= −
  

3

2

3

u v
x

u v
y

+
=

 
− =



  

រូបទី្៣.១១ 
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ដត 1 1 2 1

, , ,
3 3 3 3

x x y y

u v u v

   
= = = = −

   
  

( )

1 1

1 2 13 3
,

2 1 9 9 3

3 3

J u v = = − − = −
−

  

ចំល ះ ( ) ( ) ( )
1 2

, ' , , , '
1 3

u
D x y D x y u v D

v

 
→ = = 

 
  

( )
2 22 3

2 2

1 1

2 1

3 3 3
D

u v u v
x y dxdy dvdu

 + −   
 − = −    

     
     

( )
2 3

2 2 2 2

1 1

1
2 4 4

27
u uv v u uv v dvdu= + + − + −    

( )

( )

( )

2 3

2

1 1

2
3

2 2

1
1

2

2 2

1

1
3 6

27

1

9

1
3 9

9

u uv dvdu

vu v u du

u u u u du

= − +

= − +

= − + + −

 





 

    
( )

2

2

1

2

2 3

1

1
8 2

9

2 1
2

9 3

u u du

u u

= −

 
= − 

 


 

រូបទី្៣.១២ 
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    2 8 1 22
8 2

9 3 3 27

 
= − − + = 

 
  

ដូចលនះ ( )2 2 22

27
D

x y dxdy− = ។  

ឧទាហរ ៍៦៖ តាងR  ជាដដនលៅកន ងកាស្ដង់ទ្ីម្ួយដដលខ្័ ា លដ្ឋយបា៉ា រ៉ា បូល 2 2, 4x y x y= = −   
29x y= −  និង 216x y= −  ។ ចូររ នា 2

R

y dA  ។ 

ដំលណាះស្សាយ 
ចំណាថំ្នដដនកំ ត់ននដខ្សលកាងកំ តរ់រលររលដ្ឋយ 2 2 20, 4, 9x y x y x y− = − = − + = និង 

2 16x y+ =  ។ បា៉ា រ៉ា បូលទ្ីម្ួយមានទ្ស្ម្ង់ 2x y C− =  ដដលC  ជាចំនួនលថ្រលហយីលយងីតាង 
2u x y= − ។ បា៉ា រ៉ា បូលទ្រីីរមានទ្ស្ម្ង់ 2x y C+ =  លហយីលយងីតាង 2v x y= +  ។  

លនាះលរបានអលថ្រថ្មីរឺ៖ 2u x y= − នងិ 2v x y= + ។ 
ដដលកំ ត់ដខ្សលកាង S  រឺ 4, 0, 9u u v= − = =  នងិ 16v = ។ លនាះលរបានដដនកំ ត់ថ្ម ី

( ) , : 4 0,9 16S u v u v= −       ដូចរូប។ លដីម្បរី នាហាកូប៊ាីន លយងីស្តូវលធវីការបំដបលង T  
លដ្ឋយររលររ x  និង y  ជាតួននu  និងv  ។ លដ្ឋះស្សាយចំល ះ x  និង y លយងីល ញីថ្ន 0y   ចំល ះ
ស្រប់ចំ  ចលៅកន ងR លយងីល ញីថ្ន៖ 

: ,
2 2

u v u v
T x y

+ −
= =   

ចំ  ច S  បំលរញលកខខ្ ា លដ្ឋយv u  ដូលចនះ v u−  រឺកំ ត់។ ឥ ូវលយងីរ នាតាម្ហាកូប៊ាីន 

( )

( ) ( )
( )

1 1

2 2 1
,

1 1 2 2
2 2 2 2

x x

u v
J u v

y y v u
v u v uu v

 

 
= = =
  −−

− − 

  

លដ្ឋយបតូរអលថ្រលយងីបាន៖ 

 
( )

( )

2

16 0
2

9 4

,

1

2 2 2R

y
J u v

v u
y dA du dv

v u−

−
= 

−
    

( )

( )

( )

16 0

0 4

0
316
2

9
4

3316
22

9

16
55
22

9

1

4 2

1 2

34 2

1
4

6 2

1 2
4

56 2

v u du dv

v u dv

v v dv

v v

−

−

= −

 
=  − − 

 

 
= + − 

 

 
=  + − 

 

 




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5 5

2 2
2

32 5 3 781 18.79
30

 
=  − −  

 
  

 ករ ីកូអរលដ្ឋលនប៉ាូដល 
លៅកន ងបលង់ ( )xOy  លយងីមាន x

y
M  លបី   រឺជាម្ ំលៅចលនាល ះ ( )OM  និង ( )Ox  ដដល

r OM= ។ 

លនាះលរបាន  
cos

, 0 , 0,2
sin

x r
r

y r


 



=
 

=
  

 

( )
cos sin

,
sin cos

x x

rr
J r

y y r

r

 


 



 

− 
 = =

 

 

  

2 2cos sinr r r = + =   

( ) ( )
'

, cos , sin
D D

f x y dxdy f r r rdrd   =   

ឧទាហរ ៍៧៖ រ នា ( ) ( ) 2 2 21 , , : 4
D

xy dxdy D x y x y− = +  ។ 

      ដំលណាះស្សាយ 

តាង cos
cos

sin

x r x

y r r






= 
 =

= 
  

sin

sin

cos

x
r

y

r

y
r










= −




=




=



 

រូបទី្៣.១៣ 
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លយងីមាន ( ) 2 2, : 4D x y x y= +   

 0 2
'

0 2

r
D

 

 
 = 

 
  

 
( ) ( )

2 2

2 2 2

0 0

1 1 cos sin
D

xy dxdy r r rd dr



    − = −
      

    ( )
2 2

4 2

0 0

cos sinr r d dr



  = −   

( )
2 2

2 4 2

0

0 0

22 4
3

0 0

2

0

sin sin

2 sin
3

2

r r d dr

r
r dr

r dr








  

 



 
= − 

 

 
= − 

  

=

 





 

2
2

0
0 4r



 = − =  

ដូចលនះ ( )21 4
D

xy dxdy − = ។ 

ឧទាហរ ៍៨៖ ចូររ នាអងំលតស្កាលឌ្ បខាងលស្កាម្៖ 
១. ( ) ( ) 2 2 2 2, , : 1, 0

D

I x y dxdy D x y x y y= + = +     

២.
2 2

,
1D

dxdy
J D

x y
=

− −
 ដផនកន ងរងវង់

2 2 0x y x+ − = ។ 

    ដំលណាះស្សាយ 

រូបទី្៣.១៤ 
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១. ( ) ( ) 2 2 2 2, , : 1, 0
D

I x y dxdy D x y x y y= + = +    

លរតាង cos

sin

x r

y r





=


=
  

លរបាន ( ) ' , : 0 1,0D r r  =             
1

2 3

0 0
4

D

I r rdrd d r dr




  = = =     

២.
2 21D

dxdy
J

x y
=

− −
 ,D ដផនកន ងរងវង់ 2 2 0x y x+ − = ។ 

កន ងស្បរ័នធប៉ាូដលលរបានរម្ីការ 2 cos 0 0, cosr r r r − =  = =   

( )' , : ,0 cos
2 2

D r r
 

  
 

 = −     
 

  

2 2 2
'

cos2

2
0

2

1 1

1

D D

dxdy rdrd
I

x y r

rdr
d

r











−

 = =
− − −

=
−

 

 

 

        
( )

cos
22

0
2

2

2

1

1 sin 2

r d

d

 









  

−

−

= − −

= − = −





   

ចំណា៖ំ លរអចលស្បីអងំលតស្កាលឌ្ បលដីម្បរី នានផេស្កឡាននបលង់លៅចលនាល ះដខ្សលកាងរីរ 
កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

ក. ការរ នានផេស្កឡាលដ្ឋយលស្បីអងំលតស្កាលឌ្ ប   

( )
D D

S x dA dxdy= =   

រូបទី្៣.១៥ 
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ឧទាហរ ៍៩៖ ចូររកនផេស្កឡាននបលង់ដដលខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 22y x= − និងបនាេ ត់ y x= ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមានអ័កសអប់រ ីរលៅចលនាល ះដខ្សលកាង 22y x= −  និងបនាេ ត់ y x= រឹ 
2 22 2 0

1, 2

x x x x

x x

− =  + − =

 = = −
 

 
លនាះលរបាននផេស្កឡាលៅចលនាល ះដខ្សលកាងរីររឺ 

( )

( )

2

2
1 2 1

2

2 2

1

2

2

1

3 2

2

2

1 1
2

3 2

x
x

x

x

S x dydx y dx

x x dx

x x x

−
−

− −

−

−

= =

= − −

= − −

  

   

 1 1 8 9
2 4 2

3 2 3 2
= − − + − + =  

ដូចលនះ នផេស្កឡាននបលង់ដដលខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 22y x= − និងបនាេ ត់ y x= រឺ 9
2
ឯកតានផេ។ 

ឧទាហរ ៍១០៖ ចូររកនផេស្កឡាននបលង់ដដលខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 2
12,y x y x= = − +  និង 

4 12y x= + ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមានចំ  ចស្បររវរវាងអន រម្នទ៍ាងំបីរឺ៖ 

2y x= និង 12y x= − +   
2

2

12

12 0

x x

x x

 = − +

 + − =
  

3, 9x y = =   

រូបទី្៣.១៦ 
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ចំល ះ 2y x= និង 4 12y x= +  លរបាន៖ 
2 4 12 0 2, 4x x x y− − =  = − =  

  
លនាះលរបាននផេស្កឡាដដលខ្័ ា លដ្ឋយអន រម្ន៍ទាងំបរីឺ៖ 

 
( )

( ) ( )

2 2

0 4 12 3 12

2 0

0 3

2 2

2 0

4 12 12

x x

x x

S x dydx dydx

x x dx x x dx

+ − +

−

−

= +

= + − + − + −

   

 

 

0 3
3 2 3

2

2 0

2 12 12
3 2 3

x x x
x x x

−

   
= + − + − + −   
   

 

8 27
8 24 36 9

3 2
= − + − − + −  

  
40 45

3 2

215

6

= +

=

 

ដូចលនះ នផេស្កឡាដដលខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាងរឺ 215

6
ឯកតានផេ។ 

ខ្.ការរ នាមាឌ្ននរូលីតលដ្ឋយលស្បីអងំលតស្កាលឌ្ ប 
មាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា ខាងលលីលដ្ឋយនផេ ( ),z f x y= លហយីខាងលស្កាម្លដ្ឋយ 0z = ជ ំ 

វញិលដ្ឋយនផេរ ីឡាងំដដលកាត់បលង់( )xOy បានដដនD ម្ួយលរមីនឹង៖ 
 

រូបទី្៣.១៧ 
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( ),
D

V f x y dxdy=    

 
 
 
 
 
 
ឧទាហរ ៍១១៖ រកមាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 21y x= + និង 3 , 5, 0z x y z= = = ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 
លយងីមាន 21y x= +  លដ្ឋយ 5y =   

2

2

1 5

4

2

x

x

x

 + =

 =

 = 

  

2

0 2
:

1 5

x
D

x y

 
 

+  
  

   
តាម្រូបម្នតលរបាន៖ 

( )
2

2 5

0 1

3 3
D x

V x dxdy xdydx
+

= =     

រូបទី្៣.១៩ រូបទី្៣.២០ 

រូបទី្៣.១៨ 
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( )

( )

( )

2

2
5

1
0

2

2

0

2

3

0

2

2 4

0

3

3 5 1

12 3

3 3
6 24 16 12

4 4

x
x y dx

x x dx

x x dx

x x

+
=

= − −

= −

= − = −  =







  

ដូចលនះ 12V =  ឯកតាមាឌ្។ 

 
រ. រ នានផេស្កឡានននផេរូលីត 
 លបីនផេស្កឡានននផេ ( ),z f x y=  លនាះលរបាន៖ 

 
22

1
D

z z
S dxdy

x y

   
= + +   

    
 , D  ជាចំលណាលដកងនន( )S លលីបលង់( )xO y  

 លបី( ) ( ): ,S y f x z=   

រូបទី្៣.២១ 

រូបទី្៣.២២ 
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2 2

1
D

y y
S dxdz

x z

    
= + +   

    
  , D  ជាចំលណាលដកងនន ( )S លលីបលង់( )xO z  

 លបី( ) ( ): ,S x f y z=   
2 2

1
D

x x
S dydz

y z

   
= + +   

   
  , D  ជាចំលណាលដកងនន ( )S លលីបលង់( )yO z  

ឧទាហរ ៍១២៖រកនផេស្កឡានននផេដរវ៊ារ 2 2 2 4x y z+ + =  ស្តូវបានកាត់លដ្ឋយរ ីឡាងំ
2

2 1
4

x
y+ =  ។

      ដំលណាះស្សាយ 
2

22

0 1
1 4

0 2
D

x
z z y

S dxdy D
x y

x


       −

= + +  =    
     

 

  

លដ្ឋយ 2 2 2 4x y z+ + =  លនាះលរបាន 2 24z x y= − −   

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

,
4 4

4
1 1

4 4 4

z x y y

x xx y x y

z z x y

x x x y x y x y

 
 = − = −

 − − − −

    
 + + = + + =   

  − − − − − −   

  

2

2 2

1
2 4

2

2 20 0

2
4

4

2
8

4

D

x

dxdy
S

x y

dy
dx

x y

−

 =
− −

=
− −



 

 

( )

21
4

2
2

0 2 2
0

8
4

x

dy
dx

x y

−

=
− −

   

21
4

22

20
0

8 arcsin
4

x

y
dx

x

−

=
−

  

រូបទី្៣.២៣ 
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2
2

20

1 4
8 arcsin

2 4

x
dx

x

−
= 

−
  

2

0

1
8 arcsin 8 2

2 6

8

3

dx




 
= =   

 

=


     

ឧទាហរ ៍១៣៖ ១. រកនផេស្កឡាននដផនកបលង់ z x=  ដដលរេិតលៅកន ងរ ីឡាងំ 2 2 4x y+ =  និងរេិត
លៅខាងលលីបលង់ 0z = ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 

22

1
D

z z
S dxdy

x y

   
= + +   

    


20 4

0 2

x y
D

y

   −
 = 

 

 

 
លដ្ឋយ 1 , 0

z z
z x

x y

 
=  = =

 
  

22

1 1 1 2
z z

x y

   
 + + = + =   

    
  

22 4

0 0

2
2

0

2

2

0

2 2 2

2 2 4

2 2 4 2arcsin
2 2

y

D

S dxdy dxdy

y dy

y y
y

−

 = =

= −

 
= − + 

 

  

  

   4 2 arcsin1 4 2 2 2
2


= =  =   

ដូចលនះ 2 2S = ឯកតានផេ។ 
២. ចូររកនផេស្កឡាដផនកននដរវ៊ារ 2 2 2 2x y z a+ + = ដដលលៅលលីបលង់ ( )xOy និងមានលៅកន ងរ ី 

រូបទី្៣.២៤ រូបទី្៣.២៥ 
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ឡាងំ 2 2 , 0x y ax a+ =  ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

រូបទ្ី២៦ បរហ ញរីដរវ៊ារ និងរ ីឡាងំ។ រម្ីការនននផេលៅកន ងទ្ស្ម្ង់អ ីរលីរ ីត(Implicit)រ ឺ

 
( ) 2 2 2,z f x y a x y= = − −  

លដរលីវលដ្ឋយដផនកនន ( ),z f x y= រ ឺ

 
2 2 2 2 2 2

,
z x z y

x ya x y a x y

 
= − = −

 − − − −
 

ចំលណាលននរ ីឡាងំលៅលលីបលង់ ( )xOy រឺជាដដនបិទ្ននR លដ្ឋយរងវង់ 2 2 , 0x y ax a+ =  ។ 
លនាះនផេស្កឡានននផេS រឺ 

 

2 2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2

1
R

R

x y
S dA

a x y a x y

a
dA

a x y

= + +
− − − −

=
− −





 

លដ្ឋយកលនាម្ 2 2x y+  ជាប់ទាក់ទ្ង និងដដន R  ជាម្ួយរងវង់ 2 2x y ax+ =  លយងីស្តូវលស្បីកូអរ
លដ្ឋលនប៉ាូដល ( ),r  ។ លយងីស្តូវរកដដនននអងំលតស្កាលលដ្ឋយ 

 

2 2

2 cos

cos

x y ax

r ar

r a





+ =

=

=

 

លនាះលរបានតនម្ល r រឺ0 cosr a     
លដ្ឋយ ក់កណាត លនផេស្កឡាលៅបលង់ខាងសាត ំxOz  និង ក់កណាត លននបលង់ខាងល្វង  

លនាះលរបាន0
2


  មាននផេស្កឡារីរដង។ ដូលចនះ នផេស្កឡានននផេS  រ ឺ

រូបទី្៣.២៦ 
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( )

  ( )

2

2 2 2 2 2

cos
2

2 20 0

cos

2 22

0 0

2

0

2 2
2
0

2

2

2 sin

2 cos 2

R R

a

a

a a
S dA rdrd

a x y a r

a
r dr d

a r

a a r

a a a d

a a
















 

  

 = =
− − −

=
−

 = − −
 

= − −

= − − − = −

 

 





 

ដូចលនះ ( )2 2S a = − ឯកតានផេ។ 
៣.២. អាងំដតស្រកាលឌរុអុីមស្ររូដ ើ (Double integrals improper) 

កន ងរញ្ញ  អងំលតស្កាលឌ្ បរឧបមាថ្ន f  ជាប់លលីD  ទ្័ល។ លរបនាល យរញ្ញ  អងំលត 
ស្កាលឌ្ បជារីរករ ីលទ្ៀតរឺ៖ 
− អន រម្ន៍ f  ម្ិនជាប់លលីD  
− ដដនD  ម្ិនទ្័ល 

កន ងករ ីលនះលរយក 'D D ទ្័លលហយី f  ជាប់លលី 'D លហយីលររ នាលីម្ីតននអងំលតស្កាល 
ឌ្ បលលី 'D  លរលD D→ ។ លបីលីម្ីតមានលហយីជាចំនួនក ំត់លនាះលរថ្នអងំលតស្កាលរមួ្លហយី 

លរតាង៖   ( ) ( )
'

, lim ,
D D

D D

f x y dxdy f x y dxdy
→

=    

កន ងករ ីលស្ៅរីលនះជាអងំលតស្កាលរកី។ 
ឧទាហរ ៍១៤៖  ចូររិកាអងំលតស្កាលខាងលស្កាម្៖ 

 ( )i   រ នា
( )2 2

,
D

dxdy
I D

x y


=
+

 ជាថ្នរឯកតា។ 

លបី 'D ជាដផនក្ូតននរូបទ្ី៣.២៧លរបាន៖ 

( )
( )

22 2
'D

dxdy rdr d
I

rx y
 






= =
+

    

 

2 1

2 10

2 2

1 1
2 1

2 2

dr
d

r










 

−

−

=

 
=  − 

−  

 
  

+ លបី ( )
0

2 2 0 1 lim
1

I I



  

→
−     = 

−
 រមួ្ 

+ លបី ( )
0

1 , lim I I


 
→

 = + រកី 

រូបទី្៣.២៧ 
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( )ii  រ នា ( )2 2
2,

x y

D

I e dxdy D
− +

= = លរយក 'D ជារងវង់ផចិតOកាំR។ 

លដ្ឋយលស្បីកូអរលដ្ឋលនប៉ាូដលលរបាន៖ 
( ) ( )

2 2
2 22

0 0
1

Rx y r R

D

I e dxdy d e rdr e


 
− + −= = = −     

ដត ( )lim
R

I R 
→+

=  
ដូចលនះ I = ។ 
អន វតតន៍៖ ( )2 2

2 2 2 2

2 2
0 0

x y x y x y

R R

I e dxdy e e dxdy e dx e dy
+ +− + − − − −= = =      

( )2
2

0
4 xI e dx 

+
− = =   

ដូចលនះលរបានលទ្ធផលស្រឹះរំខាន់រឺ
2

0 2

xe dx
+

− =  ។ 

៣.៣ មា៉ា េ ម៉ាូម៉ាង់និនលភាព នងិទីស្ររជុំទមងន់ 
 D  ជាដដនលៅកន ងបលង់( )xO y ដដលមានដង់រ ីលត ( ),x y ។ 

 មា៉ា រននដដនD   

( ) ( )* *

,
1 1

lim , ,
k l

ij ij
k l

i k D

M x y A x y dA 
→

= =

=  =   ( ), , lim
M

x y
A




=


  

 ម្៉ាូម្៉ាង់សាត ទ្ចិ 

+ លធៀបនឹងអ័កស ( ) ( )* * *

,
1 1

: lim , ,
m n

x ij ij ij
m n

i j D

O x M y x y A y x y dA 
→

= =

=  =   

+ លធៀបនឹងអ័កស ( ) ( )* * *

,
1 1

: lim , ,
m n

y ij ij ij
m n

i j D

O y M x x y A x x y dA 
→

= =

=  =   

+ ទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ ( ),G x y   

( ) ( )
1 1

, ,
y x

D D

M M
x x x y dA y y x y dA

M M M M
 = = = =    

ករ ីរិលររដដល ( ),x y លថ្រ 
1 1

D D

x xdA y y dA
S S

= =   

 ម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារ 
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+ លធៀបនឹងអ័កស ( ) ( ) ( )
2

* * * 2

,
1 1

: lim , ,
m n

x ij ij ij
m n

i j D

O x I y x y A y x y dA 
→

= =

=  =   

+ លធៀបនឹងអ័កស ( ) ( ) ( )
2

* * * 2

,
1 1

: lim , ,
m n

y ij ij ij
m n

i j D

O y I x x y A x x y dA 
→

= =

=  =   

+ លធៀបនឹងរល់O : 

     ( ) ( ) ( ) ( )
2 2* * * *

0
,

1 1

lim , ,
m n

ij ij ij ij
m n

i j D

I x y x y A x y x y dxdy 
→

= =

= +  = +   

+ ចំណា៖ំ 0 x yI I I= +   
ឧទាហរ ៍១៥៖ ចូររកមា៉ា រ និងផចិតមា៉ា ររបរ់បនេះលរតីងរងស្តីលកានម្ួយដដលមានកំរូលស្តង់
( ) ( ) ( )0,0 , 1,0 , 0,2 លហយីមានអន រម្ន៍ដង់រ ីលត ( ), 1 3x y x y = + +  ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 
បនេះលរតីងរងស្តីលកានបរហ ញដូចរូប។ លនាះមា៉ា ររបរ់បនេះលរតីងរងស្តីលកានរឺ៖ 

 
( ) ( )

1 2 2

0 0

2 2
2

1

0
0

, 1 3

3
2

x

D

y x

y

M x y dA x y dydx

y
y xy dx


−

= −

=

= = + +

 
= + + 

 

  


 

      ( )
1

3
1

2

0
0

8
4 1 4

3 3

x
x dx x

 
= − = − = 

 
   

លនាះតាម្រូបម្នតលរបាន៖ 

( ) ( )
1 2 2

2

0 0

1 3
, 3

8

x

D

x x x y dA x x xy dy dx
M


−

= = + +    

រូបទី្៣.២៨ 
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2 2

2
1

2

0
0

3
3

8 2

x

y
xy x y x dx

−

 
= + + 

 
   

   
( )

1
3

0

1
2 4

0

3

2

3 3

2 2 4 8

x x dx

x x

= −

 
= − = 

 


 

( ) ( )
1 2 2

2

0 0

2 2
2 2 3

1

0
0

1 3
, 3

8

3
3

8 2 2 3

x

D

x

y y x y dA y xy y dy dx
M

y y y
x dx


−

−

= = + +

 
= + + 

 

  



   

( )
1

2 3

0

1
2 4

3

0

1
7 9 3 5

4

1 5
7 9

4 2 4

11

16

x x x dx

x x
x x

= − − +

 
= − − + 

 

=



 

ដូចលនះ ផចតិននមា៉ា ររឺស្តង់ចំ  ច 3 11
,

8 16

 
 
 

។ 

ឧទាហរ ៍១៦៖ ដង់រ ីលតលៅស្តង់ចំ  ចម្ួយលៅលលីបនេះលរតីងម្ួយរងជាកនលះរងវង់រមាមាស្តលៅ
នឹងចមាា យរផីចិតរងវង់។ ចូររកផចិតននមា៉ា ររបរ់បនេះលរតីងលនះ? 

ដំលណាះស្សាយ 
តាងលៅលលីបនេះលរតីងម្ួយរងជាកនលះរងវង់ 2 2 2x y a+ = ដូចរូប។ 

 
ចមាា យរីចំ  ច( ),x y លៅផចិតននរងវង់រឺ 2 2x y+ ។  
លនាះលរបានអន រម្នដ៍ងរ់ ីលតរឺ ( ) 2 2,x y K x y = +  
ដដលKជាចំនួនលថ្រ។ ទាងំអន រម្ន៍ដង់រ ីលត និងនផេននបនេះលរតីងលយងីបានបដម្លងលៅជាកូអរលដ្ឋលន 

រូបទី្៣.២៩ 
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ប៉ាូដល។ លនាះ 2 2x y r+ =   និងដដនននD  កំ ត់លដ្ឋយ៖0 ,0r a       ។ លនាះមា៉ា រនន
បនេះលរតីងរឺ៖ 
  ( ) 2 2,

D D

M x y dA K x y dA= = +    

           

( )
0 0

2

0 0

3

0
3

a

a

a

Kr r dr d

K d r dr

r
K











=

=


= 



 

    

          
3

3

K a
=  

លដ្ឋយបនេះលរតីង និងអន រម្ន៍ដង់រ ីលតរឺរ ីលម្ស្ទ្ីោន លធៀបនឹងអ័កសអរលដ្ឋលនលនាះផចិតននមា៉ា ររឺលៅលលី 
អ័កសអរលដ្ឋលនដដល 0x =  លនាះកូអរលដ្ឋលន y កំ ត់លដ្ឋយ៖ 

( )

( )

 

3 0 0

3

3 0 0

4

3 0

0

4

3

1
,

3
sin

3
sin

3
cos

4

3 2

4

3

2

D

a

a

a

y y x y dA
m

r Kr rdr d
k a

d r dr
a

r

a

a

a

a









 


 









=

=

=

 
= −  

 

= 

=



 

 
  

ដូចលនះ ផចតិននមា៉ា រលៅស្តង់ចំ  ច 3
0,

2

a



 
 
 

។ 

ឧទាហរ ៍១៧៖ បនេះម្ួយជាដផនកននតំបន់ដដលរេិតលៅកន ងកាស្ដង់ទ្ីម្ួយខ្័ ា លដ្ឋយស្កាហវនន 

siny x= និង cosy x= កន ងចលនាល ះ 0x =  និង
4

x


=  ។ រកកូអរលដ្ឋលនននទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់លបីលរដឹងថ្ន

ដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ),x y y = ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ ( )
0

, 4

sin cos

x
x y y D

x y x






 

=  = 
  
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 មា៉ា រ 

cos cos
24 4

sin0 sin 0

4 4
00

1

2

1 1 1
cos2 sin 2

2 4 4

D

x x

xx

M y dxdy

y dydx y dx

xdx x

 

 

=

= =

= = =



  



  

( )

cos
4

0 sin

2 24

0

4

0

4

0

4

4

4 cos sin

2 cos2

1 1
2 sin 2 cos2

2 4

1

4 4

1

4

D

x

x

x xy dxdy

xdx ydy

x x x dx

x xdx

x x x













=

=

= −

=

 
= + 

 

= −

−
=



 





 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

cos
2 24

0 sin

3 34

0

2 24 4

0 0

4 4

4
cos sin

3

4
1 sin sin 1 cos cos

3

x

x
D

y y dxdy dx y dy

x x dx

x d x x d x





 

= =

= −

 
= − + − 

 

  



 
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4
3 3

0

4 1 1
sin sin cos cos

3 3 3

4 2 2 2 2 2 2 1
1

3 2 24 2 24 3

4 2 2 4 5 2 2
2

3 6 3 3 6 3

10 2 8

9 9

x x x x



 
= − + − 

 

 
= − + − − + 

 

   
= − − = −   

   

= −

 

ដូចលនះ 1 10 2 8
,

4 9
G

 − −
 
 

។ 

ឧទាហរ ៍១៨៖ បនេះម្ួយជាតំបន់ដដលខ្័ ា លដ្ឋយបនាេ ត់ 1, 0x y= = និងបា៉ា រ៉ា បូល 2y x= ។ រកកូអរ
លដ្ឋលនននទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន ់លបីលរដឹងថ្នដង់រ ីលតវាលរមី ( ),x y x y = + ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមានដដនកំ ត់៖ 
2

0 1

0

x
D

y x

 
= 

 
 

 
 មា៉ា រ៖ ( )

D

M x y dxdy= +   

   
( )

2

2

1

0 0

2
1

0

0
2

x

x

dx x y dy

y
dx xy

= +

 
= + 

 

 



  

រូបទី្៣.៣១ 
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( )
2

2

1

0 0

2
1

0

0

4
1

3

0

1
4 5

0

2

2

7

4 10 20

x

x

dx x y dy

y
dx xy

x
x dx

x x

= +

 
= + 

 

 
= + 

 

 
= + = 
 

 




  

    

( ) ( )
2

2

1
2

0 0

2
1

2

0

0

20 20

7 7

20

7 2

x

D

x

x x x y dxdy dx x xy dy

xy
x y dx

= + = +

 
= + 

 

  


 

          

1
5 6 5

1
4

0

0

20 20

7 2 7 12 5

20 1 1 17

7 5 12 21

x x x
x dx

   
= + = +   

   

 
= + = 

 


 

       

( ) ( )
2

2

1
2

0 0

2 3
1

0

0

5 6
1

0

20 20

7 7

20

7 2 3

20

7 2 3

x

D

x

y y x y dxdy dx yx y dy

xy y
dx

x x
dx

= + = +

 
= + 

 

 
= + 

 

  





  

                

1
6 7

0

20

7 12 21

20 1 1 55

7 12 21 147

x x 
= + 

 

 
= + = 

 

   

ដូចលនះ 17 55
,

21 147
G
 
 
 

។ 

ឧទាហរ ៍១៩៖ រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារលធៀបនឹងអ័កសOx ននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយស្កាហវ 24y x= − , 
0x =  និង 0y = លហយីរេិតលៅកន ងកាស្ដង់ទ្ីម្ួយ លបីលរដឹងថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ),x y y = ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

ដដនកំ ត់៖ 
2

0 2

0 4

x
D

y x

 
= 

  −

  



105                                                 

 
លរបាន៖ ( )2 ,x

D

I y x y dxdy=   

         

( )

2

2
4

4
2 4 2

3

0 0 0
0

2 2
2

0

4

1
4

4

x
x y

y dxdy dx

x dx

−
−

= =

= −

  



 

         
( )

2
3 5

2
2 4

0

0

1 1 8
16 8 16

4 4 3 5

1 64 32 64
32

4 3 5 15

x x
x x dx x

 
= − + = − + 

 

 
= − + = 

 


  

 ដូចលនះ 64

15
xI = ។   

ឧទាហរ ៍២០៖ រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារលធៀបនឹងអក័ស Oy  ននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយស្កាហវ 2y x=

, 0x =  និង 4y = លហយីរេិតលៅកន ងកាស្ដង់ទ្ីម្ួយ លបលីរដឹងថ្នដងរ់ ីលតរបរ់វាលរមី ( ),x y y = ។ 
      ដំលណាះស្សាយ 

ដដនកំ ត់៖ 
2

0 2

4

x
D

x y

 
= 

 
  

    
លរបាន៖ ( )2 ,y

D

I x x y dxdy=   

     
2

2

4
2 2

2 4 2
2

0 0 2x
x

x y
x y dy dx dx= =    

                ( )
2

2 6

0

1
16

2
x x dx= −   

រូបទី្៣.៣២ 
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2
3 7

0

1
16

2 3 7

1 16 8 128 256

2 3 7 21

x x 
= − 

 

 
= + = 

 

  

 ដូចលនះ 256

21
yI = ។   

៣.៤. អាងំដតស្រកាលស្រទរី 
 ក. និយម្ន័យ និងលកខ ៈ 
  លរឱ្យអន រម្ន៍ f  ននបីអលថ្រ , ,x y z  ជាប់លលីដដន D  ទូ្លៅនន 3  ។ ដូចករ ីអងំលត
ស្កាលឌ្ បដដរលរអចលធវីការបំដបកDជាស្បលលរីដប៉ាតដកងតូចៗដូចរូប។ 
   1 1 1, , ,i i j j k kx x y y z z+ + +

    លហយីលរកំ ត់ផលបូក 

( )( )( )( )1 1 1, ,i j k i i j j k k

i j k

S x y z x x y y z z+ + += − − −   

 
លបីលរតាង 1 1 1, ,i i i j j j k k kx x x y y y z z z+ + + = −  = −  = −  លរបាន៖ 

( )

( )

, ,

, , ,

i j k i j k

i j k

i j k k k i j k

i j k

S f x y z x y z

f x y z V V x y z

=   

=   =   




  

លរបរហ ញថ្នលបី f  ជាប់លលីD  លនាះលរបានផលបូក S  មានលីម្ីតជាចំននួកំ ត់កាលណាចំនួនស្បលល
រីដប៉ាតខ្ិតជតិ+។ 
លីម្ីតលនះលៅថ្នអងំលតស្កាលស្ទ្ីបនន f លលីDតាងលដ្ឋយ៖ 

រូបទី្៣.៣៤ 
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  ( ) ( ), ,
D

I f f x y z dxdydz=  ឬ ( ) ( )* * *

0
1

, , lim , ,
n

k k k k

kD

f x y z dV f x y z V
→

=

=    

ចំណា៖ំ លបី ( ), , 1f x y z = លលីD លនាះលរបាន
D

V dV=  ៖ 

លកខ ៈននអងំលតស្កាលស្ទ្ីបដូចអងំលតស្កាលឌ្ បដដររឺ៖ 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

: , , , ,

, , , , , , , ,

D D

D D D

i f x y z dxdydz f x y z dxdydz

ii f x y z g x y z dxdydz f x y z dxdydz g x y z dxdydz

    =

 =   

 

  
  

( )iii លៅកន ងករ ីលនះលបី 1 2,D D ជាដដនកំ តរ់ីរននD ដដលលរដចកជារីរដផនកលនាះលរបាន 
( ) ( ) ( )

1 2

, , , , , ,
D D D

f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z dxdydz= +     

 ខ្. ការរ នាអងំលតស្កាលស្ទ្ីប 
 លបី      : , , ,D a b c d e f    

( ) ( ), , , ,

fb d

D a c e

f x y z dxdydz dx dy f x y z dz =      

 លបី ( ) ( )

( ) ( )

:

, ,

a x b

D g x y h x

G x y z H x y

  


 


 

  

 
តាង f ជាអន រម្ន៍ជាប់លលីដដន 

រូបទី្៣.៣៥ 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , : , , , ,D x y z a x b g x y h x G x y z H x y=        
ដដល , ,g h G  និង H  ជាអន រម្ន៍ជាប។់ លនាះ f  រឺជាអងំលតស្កាលលលី D  និងជាអងំលតស្កាលស្ទ្ីប
ស្តូវបានលរវាយតនម្លថ្នជាអងំលតស្កាលដដលកំ ត់លដ្ឋយ៖ 

( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ,

,

, , , ,

h x H x yb

D a g x G x y

f x y z dV f x y z dzdydx=     

        ឬ ( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ,

,

, , , ,

h x H x yb

D a g x G x y

f x y z dV dx dy f x y z dz=      

 លបី ( ) ( )

( ) ( )

:

, ,

c y d

D g y x h y

G x y z H x y

  


 


 

  

( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ,

,

, , , ,

h y H x yd

D c g y G x y

f x y z dV f x y z dzdxdy =      

  ឬ ( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ,

,

, , , ,

h x H x yd

D c g x G x y

f x y z dV dy dx f x y z dz=      

ឧទាហរ ៍២១៖ មា៉ា រននស្បអប់៖ ស្បអប់រូលីតD ម្យួលៅចលនាល ះបលង់ 0, 3,x x= =  
0, 2, 0y y z= = =  និង 1z =  ។ ដង់រ ីលតននស្បអប់ថ្យច ះលៅកន ងទ្ិរលៅ z  កំ ត់លដ្ឋយ

( ), , 2f x y z z= − ។ ចូររកមា៉ា រននស្បអប់។ 
       ដំលណាះស្សាយ 

មា៉ា រននស្បអប់រ ឺ

 

( )

( )
3 2 1

0 0 0

1
3 2 2

0 0 0

3 2

0 0

2

2

2
2

3

2

D

M z dV

z dzdydx

z
z dydx

dydx

= −

= −

 
= − 

 

=



  

 

 

  
រូបទី្៣.៣៦ 

រូបទី្៣.៣៧ 
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23

0 0

3

0

3

2

3 9

y
dx

dx

 
=  

 

= =





  

ឧទាហរ ៍២២៖ ចូររកមាឌ្ននដដនD ដដលខ័្ ា លដ្ឋយបា៉ា រ៉ា បូល ូអ ីត 2 2y x z= + និង 
2 216 3y x z= − − ។        

ដំលណាះស្សាយ 
រកដដនកំ ត់រវាងដខ្សលកាង 

+ អងំលតស្កាលខាងកន ងតាងលដ្ឋយ y រឺ៖ 
លបី 2 2y x z= + និង 2 216 3y x z= − − លនាះលរបាន 2 2 2 216 3x z y x z+   − −  

+ អងំលតស្កាលចំ  ចកណាដ លតាងលដ្ឋយ zរឺ៖ 
ឥ ូវលយងីស្តូវស្របតំបន់R ដដលបនាេ ត់ស្របលៅនិងអ័កស( )Oz  
ចូលលៅR ស្តង់ 28 2z x= − − និងលចញR ស្តង់ 28 2z x= − ។ 
លនាះស្រប់តនម្លស្បររវនន x លយងីបានអងំលតស្កាលលលីចលនាល ះ 2 28 2 8 2x z x− −   − ។ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ អងំលតស្កាលខាងលស្ៅតាងលដ្ឋយ xរឺ៖ 
លដីម្បរីកស្រប់ដដនទាងំអរ់ននតំបន់R លនាះ x ស្តូវលៅចលនាល ះរី 2x = − លៅ 2x = ។ លរបាន៖ 

( )

2 2 2

2 22

2

2

2

2

2 8 2 16 3

2 8 2

2 8 2

2 2

2 8 2

8 2
2 3

2

2 8 2

16 4 2

2
16 4

3

x x z

x zx

x

x

x

x

V dydzdx

x z dzdx

z
z x z dx

− − −

− +− −

−

− − −

−

− − −

=

= − −

 
= − − 

 

  

 



  

រូបទី្៣.៣៨ រូបទី្៣.៣៩ 
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     ( )
2 3

2 2

2

16 2
4

3

32 2

x dx



−

= −

=

  

ដូចលនះ 32 2V = ឯកតាមាឌ្។ 
ឧទាហរ ៍២៣៖ ចូរមាឌ្លអលីបរូអ ីតកំ ត់លដ្ឋយ 2 2 24 4 16x y z+ + = ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

ដដននន x  និង yរឺ 20 2, 0 4x y x    −   

 
លរបានដដននន z  រឺ៖ 2 20 4z x y  − −   

លនាះលរបានមាឌ្ននលអលីបរូអ ីតរឺ  

2 2 2

2 2 2

2 4 2 4

0 0 0

2 4 2 4

00 0

8

8

Q

x x y

x x y

V dV

dz dy dx

z dy dx

− − −

− − −

=

=

=



  

 

 

រូបទី្៣.៤០ 

លអលីបរូអ ីត   
រូបទី្៣.៤១ 
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( )

2

2

2 4
2 2

0 0

4

2
2 2 2

20

0

16 4

4
8 4 4 arcsin

4

x

x

x y dy dx

y x y x dx
x

−

−

= − −

  
= − − + −  

−   

 



 

 

( ) ( )

( )

2
2

0

2
2

0

2
3

0

8 0 4 arcsin 1 0 0

8 4
2

4 4
3

64

3

x dx

x dx

x
x







 = + − − −
 

 
= −  

 

 
= − 

 

=




  

ដូចលនះ មាឌ្លអលីបរូអ ីតរឺ 64

3

  ឯកតាមាឌ្។ 

ឧទាហរ ៍២៤៖ រ នា ( )2 2 21
R

x y z dV− − − ចំល ះ
1 3

1 2

2 3

x

R y

z

 


=  
  

 ។ 

      ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ 

( ) ( )
3 2 3

2 2 2 2 2 2

1 1 2

3
3 2 3

2 2

1 1 2

3 2

2 2 2 2

1 1

3 2

2 2

1 1

2
3 3

2

1 1

1 1

3

8
3 3 3 9 2 2 2

3

16

3

16

3 3

R

x y z dV x y z dzdydx

z
z zx zy dydx

x y x y dydx

x y dydx

y y
yx dx

− − − = − − −

 
= − − − 

 

 
= − − − − + + + 

 

 
= − − − 

 

 
= − − − 

 

   

 

 

 



 

     
3

2

1

23

3
x dx

 
= − − 

 
  

        
3

3

1

23

3 3

x x 
= − − 
 
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23 1
9 23

3 3

24
32 24

3

= − − + +

= − + = −

 

ឧទាហរ ៍២៥៖ រ នាមាឌ្ននរូលីតលៅលលីរម្ីការដរ៊ាវរ 2 2 2 4x y z+ + = ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ 

2 2

2 2 2 2

2 2

4 4

4 4

x

R x y x

x y z x y

−  


= − −   −

− − −   − −

  

លនាះលរបានមាឌ្ននរូលីតកំ ត់លដ្ឋយ៖ 
2 22

2 2 2

2

2

42 4

2 4 4

2 4

2 2

2 4

2 4

x yx

x x y

x

x

V dzdydx

x y dydx

− −−

− − − − − −

−

− − −

=

= − −

  

 

 

តាង 2 24 sin 4 cosy x t dy x tdt= −  = −   

( )

( )

( )

( )

2 2
2 2 2 2

2

2

2 2
2 2

2

2

2
2

2

2
2

2

2

2

2 4 4 sin 4 cos

2 4 cos

1 sin 2
2 4

2 4

4
2 2

V x x t x tdtdx

x tdtdx

t
x t dx

x dx













 

−
−

−
−

− −

−

 = − − −  −

= −

 
= − + 

 

 
= − + 

 

 

 





 

  ( )
2

2 3
2

2 2

4 4
3

x
x dx x 

− −

 
= − = − 

 
  

  

8 8
8 8

3 3

32

3





 
= − + − 

 

=

 

រូបទី្៣.៤២ 
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ដូចលនះ 32

3
V


=  ឯកតាមាឌ្។   

 រ.វធិីបតូរអលថ្រកន ងអងំលតស្កាលស្ទ្ីប 

លយងីតាង
( )

( )

( )

, ,

, ,

, ,

x x u v w

y y u v w

z z u v w

=


=


=

 ដដល ( ), ,m u v w  ដស្បស្បួលលលី R  លហយីរូបភារ ( ), ,M x y z  របរ់

វាលលីD ។ 
លបីអន វតតន៍លនះជាអន វតតនម៍្ួយទ្ល់ម្ួយរីD លៅR លនាះលរបានJacobianកំ ត់លដ្ឋយ៖ 

( )
( )

, ,

, ,

x y z
dV dxdydz dudvdw

u v w


= =


  

 ( )
( )
( )

, ,
, , 0

, ,

x x x

u v w

x y z y y y
J u v w

u v w u v w

z z z

u v w

  

  

   
= = 
   

  

  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , ,
D R

f x y z dxdydz f x u v w y u v w z u v w J u v w dudvdw=    

ឧទាហរ ៍២៦៖ លៅកន ងការបតូរអញ្ញ ត ,x au y bv= = និង z cw= ដដល , , 0a b c  លនាះរូលីត 

លអលីបរូអ ីតEកំ ត់លដ្ឋយ
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ +   ។ 

ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ +  លនាះលរបានដរវ៊ារBកំ ត់លដ្ឋយ 2 2 2 1u v w+ +   

តាម្លដដទ្ម្ី ង់Jacobianលរបាន៖ 

( )
( )

0 0
, ,

0 0
, ,

0 0

a
x y z

b abc
u v w

c


= =


  

លនាះលរបានមាឌ្ននរូលីតលអលីបរូអ ីតកំ ត់លដ្ឋយ៖ 

( )

E

B

V dxdydz

abcdudvdw abc Volume of B

=

= = 




  

   4

3
abc= ឯកតាមាឌ្ 
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  .អន វតតន៍ 
 កូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំ 
ការបតូរកូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំកំ ត់លដ្ឋយ៖ 

   
cos

sin , 0 2 , 0

x r

y r r

z z



  

=


=   
 =

  

 
      
 
 
 
 
 

     
 
កូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំននចំ  ច នផេកូអរលដ្ឋលនចំល ះកូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំលដ្ឋយធាត លៅកន ងមាឌ្ 

កូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំរឺdV rdrd dz=  

លរបាន ( )
( )
( )

cos sin 0
, ,

, , sin cos 0
, ,

0 0 1

x x x

u v w r
x y z y y y

J r z r r
r z u v w

z z z

u v w

 

  


  

   −
   

= = = =
   

  

  

  

 
រូបទី្៣.៤៥ 
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ដូចលនះ ( ) ( ), , , ,
D R

f x y z dxdydz g r z rdrd dz =   

ឬ ( ) ( ), , cos , sin
D R

f x y z dxdydz f r r rdrd dz  =    

ឧទាហរ ៍២៧៖ រ នា ( )2 2

D

x y dV+ លលីតំបន់ដដលមានដដនខ្័ ា លដ្ឋយរ័ទ្ធជ ំវញិ 

លដ្ឋយរ ីឡាងំ 2 2 1x y+ = និង 2 2 4x y+ = និងបលង់ 0, 1, 0z z x= = = និង x y= ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លៅកន ងកូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំដដនរឺជាដដនដដលកំ ត់លដ្ឋយ 

1, 2r r= = , , , 0
4 2

z
 

 = = = និង 1z = (ដូចរូប) 

 

លដ្ឋយ 2 2 2x y r+ = រឺជាអងំលតស្កាលនន ( )
1 22

2 2 2

0 1

4

D

x y dV dz d r rdr





+ =      

               ( )
4 42 1 15

1 0
2 4 4 4 16

 


  
= − − − =  

  
  

ឧទាហរ ៍២៨៖ រ នា
( )

22 2 2V

dxdydz

x y z+ + −
  ដដនV  ខ្័ ា លដ្ឋយនផេរ ីឡាងំ 2 2 1x y+ =

និងបលង់ 1z = − និង 1z = ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖
( )

22 2 2V

dxdydz
I

x y z
=

+ + −
   

រូបទី្៣.៤៦ 
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បតូរចូលកន ងតស្ម្ុយរ ីឡាងំ
cos 0 1

: sin : 0 2

1 1

x r r

V y r R

z z z



  

=   
 

=    
 = −   

  

 

( ) ( )

( )

( ) ( )( )

2 1 1

2 22 2 2
0 1 0

1 1
22

01

1
2

1

2 2

2 2

2 1 2 2

V

dxdydz rdr
I d dz

x y z r z

r z dz

z z dz









−

−

−

= =
+ + − + −

= + −

= + − − −

   





 

         ( ) ( )
( )

1
2

2 2

1

22 1
2 1 2 ln 2 1 2

2 2 2

zz
z z z

−

−− 
= + − + − + + − − 

 
 

     9

2
=    

ដូចលនះ 9

2
I = ។ 

ឧទាហរ ៍២៩៖ ចូររកមាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយ ក់កណាត លកនលះដរវ៊ារ 
2 2 2 4x y z+ + =  , 0z   និងរ ីឡាងំ ( )

2 21 1x y− + = ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

រូបខាងលស្កាម្បរហ ញរីកនលះដរ៊ាវ និងដផនកននរ ីឡាងំដដលបលងកីតជាមាឌ្។  
រីលស្ ះ 2 2x y+   ជារម្ីការននកនលះដរ៊ាវរ និងរ ីឡាងំ លយងីលស្បីកូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំ។ រម្ីការ
កនលះរឺ៖ 

រូបទី្៣.៤៧ 
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កូអរលដ្ឋលនចត លកានដកង៖ 2 2 2 4, 0x y z z+ + =    

 
កូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំ៖ 2 2 4, 0r z z+ =   ឬ 24z r= −   

 
រម្ីការននតំបន់លៅកន ងបលង់ ( )xOy  ខាងលលីជានផេកំ ត់លដ្ឋយ៖ 
កូអរលដ្ឋលនចត លកានដកង៖ ( )

2 21 1x y− + =   
        2 2 2x y x+ =   

កូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំ៖ ( )2 2 cos ,
2 2

r r
 

 = −     

     2cosr =  
រូលីតEជាមាឌ្ដដលខ្័ ា លដ្ឋយដដន 20 4 ,0 2cosz r r   −    និង

2 2

 
−    

 លនាះមាឌ្ននរូលីតE រឺ៖ 

រូបទី្៣.៤៨ 

រូបទី្៣.៤៩ 
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 

( )

( )

( )

( )

2

2

2cos 4
2

0 0 0

2cos 4
2

00 0

1
2cos

22 2

0 0

2cos
3

22 2

0
0

3
22 2

0

32

0

2

2

2 4

2
4

3

2
8 4 4cos

3

16
1 sin

3

r

E E

r

V dV r dr d dz r dz dr d

r z dr d

r r dr d

r

d

d
















 





 

 

−

−

= = =

=

= −

 
= − − 

 

 
= − − 

 

= −

    

 

 







  

    8 32

3 9


= −  

 ដូចលនះ មាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយកនលះដរវ៊ារ និងរ ីឡាងំរឺ 8 32

3 9


− ឯកតាមាឌ្។ 

 កូអរលដ្ឋលនដរវ៊ារ 
ការបតូរកូអរលដ្ឋលនដរ៊ាវរកំ ត់លដ្ឋយ៖ 

sin cos

sin sin , 0,0 2 ,
2 2

cos

x

y

z

  
 

      

 

=


=    −  
 =

  

ដដល 2 2 2 2 2 2x y z r z = + + = +   
 2 2 sinr x y  = + =   

   
2 2

tan
x yr

z z


+
= =  និង tan

y

x
 =  លដ្ឋយធាត លៅកន ងមាឌ្ដរវ៊ាររឺ៖ 

2 cosdV d d d    =  
 
 
 
 
 
 
 

 
កូអរលដ្ឋលនដរ៊ាវរននចំ  ច(របូទ្ី៣.៥០)                នផេកូអរលដ្ឋលនននកូអរលដ្ឋលនដរវ៊ារ(រូបទ្ី៣.៥១) 
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លរបាន 

( )
( )

( ) ( )

( )2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 3

2

sin cos cos cos sin sin
, ,

sin sin cos sin sin cos
, ,

cos sin 0

cos cos sin cos cos cos sin sin cos sin

sin sin cos sin sin

cos cos sin cos sin sin sin

sin c

x y z
       

       
  

  

             

      

         

 

−


=


−

= +

+ +

= + +

= ( )

( )

2 2 2 2 2

2 2 2

2

os cos cos sin sin

sin cos sin

sin

    

   

 

+ +

= +

=

  

ដូចលនះ ( ) ( ) 2, , , , sin
D R

f x y z dxdydz g r d d d      =  ។ 

ឬលបីលរតាង f ជាលលីដដន ( ) ( ) ( ) , , : , , , ,D g h a b           =       ។ 
លនាះ f  រឺជាអងំលតស្កាលលលី D  និងជាអងំលតស្កាលស្ទ្ីបនន f  លលី D  លៅកន ងកូអរលដ្ឋលនដរវ៊ារកំ ត់
លដ្ឋយ៖ 

 ( ) ( )
( )

( ),

2

,

, , , , sin

hb

D a g

f dV f d d d

 

  

          =      

ឧទាហរ ៍៣០៖ រ នា ( )
3

2 2 2 2

D

x y z dV
−

+ +  ដដល D  លៅកន ងដដនដំបូងរវាងដរវ៊ាររីរដដល

មានកាលំរមី1និង2 លៅចំ  ចកណាត លននដដនលនាះ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ 

( ) ( )
3 3

2 2 2 2 32 2x y z  
− −

−+ + = = ដដល ( ), , :1 2,0 ,0
2 2

D
 

     
 

=       
 

  

         រូបទី្៣.៥២ រូបទី្
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លនាះលររ នាអងំលតស្កាលដូចខាងលស្កាម្៖ 

 

( )
22 2

3 2

0 0 1

22 2
1

0 0 1

2 2
2

1

0 0

2 2

0 0

, , sin

sin

ln sin

ln 2 sin

D

f x y z dV d d d

d d d

d d

d d

 

 

 

 

     

    

   

  

−

−

=

=

=

=

   

  

 

 

  

      
( )

2

2

0
0

2

0

ln 2 cos

ln 2
ln 2

2

d

d







 




= −

= =





 

ដូចលនះ ( )
3

2 2 2 2
ln 2

2
D

x y z dV
−

+ + = ឯកតាមាឌ្។ 

ឧទាហរ ៍៣១៖ ចូររកមាឌ្ននរូលីតដដលមានដដន D  ជាដផនកខាងកន ងននលកាន
6


 =  និងខាងកន ង

ដរវ៊ារ 4 = ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 
លដីម្បរីកមាឌ្លយងីស្តូវរ នាអងំលតស្កាលស្ទ្ីបដដល ( ), , 1f    =  ។ លៅកន ងទ្ិរលៅននកាជំា

បនាល យរីតំបន់ 0 = លៅដរវ៊ារ 4 = ។ លដីម្បបីត់ស្របច់ំ  ចននD ,ចាប់រី0
6


→ និងចាប់រី

0 2→ ដូចរូប។ 

 
លដ្ឋយអន រម្ន៍ 1f =  លនាះលរបានមាឌ្ននដដនរឺ 

រូបទី្៣.៥៤ 
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( )

2 46
2

0 0 0

42 36

0 0 0

2 6

0 0

2

6

0
0

sin

sin
3

64
sin

3

32
cos

3

D

dV d d d

d d

d d

d













 

    


  

  

 

=

=

=

= −

   

 

 



 

    
( )

( )

2

0

32
2 3

3

64
2 3

3

d







= −

= −


  

ដូចលនះ ( )64
2 3

3
V


= − ឯកតាមាឌ្។ 

ឧទាហរ ៍៣២៖ លរលដដលលរលធវីនិចលភារជ ំវញិអ័កស z  ននដង់រ ីលតរូលីត  ដដលលៅតំបន់ R  ស្តវូ
បានផតល់លដ្ឋយអងំលតស្កាល ( )2 2

R

I x y dV= +  ។ ចូររ នាម្៉ាូម្៉ាង់នចិលភារននរូលីតដដលបងក

ល ងីលៅកន ងដរវ៊ារ 2 2 2 24x y z a+ + = និងខាងលស្ៅរ ីឡាងំ 2 2 2x y a+ = ។ 
ដំលណាះស្សាយ 

លដ្ឋយដរវ៊ារ 2 2 2 24x y z a+ + =

0 2

6 2

2
sin

a
a

 

 






  



  



 


  

លៅកន ងលកខខ្ ា ននកូអរលដ្ឋលនដរ៊ាវររបរ់វារឺ 

 រូបទី្៣.៥៥ 
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2 22
2 2 2

0

6 sin

2 sin sin

a

a

I d d d









     =      

លៅកន ងលកខខ្ ា ននកូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំរបរ់វារឺ 
2 22 2 4

2

0 0

2

a a r

a

I d rdr r dz




−

=      

   
2

3 2 24 4

a

a

r a r dr= −  

តាង 2 24 2u a r du rdr= −  =−   

( )
2

2

3

2

0

3

3 5

2 2
2 5

0

2 4

44
2 4 3

3 5 5

2 2

a

a

I a u udu

u u
a a



 

 = −

 
 

= − = 
 
 



  

ដូចលនះ 544
3

5
I a = ឯកតាមាឌ្។ 

ឧទាហរ ៍៣៣៖ រ នា ( )2 2 ,
V

x y dxdy dz+ ដដលV ជាប៊ាូល 2 2 2 2x y z R+ +  ។ 

      ដំលណាះស្សាយ 

លយងីមាន៖ 
( )2 2

V

I x y dxdy dz= +   

 បតូរចូលកន ងតស្ម្ុយកូអរលដ្ឋលនដរវ៊ារលយងីបាន៖ 

sin cos 0

sin sin ' 0 2

cos
0

2

x R

y V

z

   

    

  



=  


=  =   
 =   



     

 

         

( )

( )

2 2

2 2 2

'

sin sin

V

V

I x y dxdy dz

d d d      

 = +

=





2
4 32

0 0 0
sin

R

dr d d




   =   
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 ដូចលនះ ។ 

៣.៥.ការអនុវតតន៍អាងំដតស្រកាលស្រទីរ 
 លបីរូលីតV មានដង់រ ីលត ( ), ,x y z លនាះលរបាន៖ 

 មា៉ា រននដដនV    

( ) ( ), , , ,
V V

M x y z dV x y z dxdy dz = =    

ករ ីរិលររលបី ( ), , 1x y z = លនាះលរបាន៖ 

V V

M dV dxdy dz V= = =    

មា៉ា រ=មាឌ្ដង់រ ីលត ឬM V d=   
 ម្៉ាូម្៉ាង់វលិជ ំវញិអ័កសទាងំប ី

+ វលិជ ំវញិអ័កស ( ), ,: yz

V

M x x y z dO Vx =   

+ វលិជ ំវញិអ័កស ( ), ,: xz

V

M y x y z dO Vy =   

+ វលិជ ំវញិអ័កស ( ), ,: xy

V

M x x y z dO Vz =    

+ ទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ ( ), ,G x y z   

( ) ( )4 22

0 0

2
4 3

0
0

5

5

2 cos 1 cos

1
2 cos cos

3

1
2 1

5 3

4

15

R

R

dr d

dr

R

R





   

   





= −

 
= − 

 

 
=   − + 

 

=

 



54

15
I R=
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( )

( )

( )

1
, ,

1
, ,

1
, ,

yz

V

xz

V

xy

V

M
x x x y z dV

M M

M
y y x y z dV

M M

M
z z x y z dV

M M







= =

= =

= =







  

ករ ីរិលររដដល ( ), , 1x y z = ឯកតាលរបាន៖ 
1 1 1

V V V

x xdV y y dV z z dV
V V V

= = =    

 ម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារវលិជ ំវញិអ័កសទាងំប ី

+ វលិជ ំវញិអ័កស ( ) ( )2 2: , ,x

V

I y z x y z dVO x = +  

+ វលិជ ំវញិអ័កស ( ) ( )2 2: , ,y

V

I x z x y z dVO y = +  

+ វលិជ ំវញិអ័កស ( ) ( )2 2: , ,z

V

I x y x y z dVO z = +  

+ បនេ កអរាីរនរីរ ប :Q ( ), ,
V

Q x y z dV=   

ឧទាហរ ៍៣៤៖ ចូររកមា៉ា រននបនេះលរតីងលដ្ឋយបលង់កូអរលដ្ឋលន និងបលង់ 1
x y z

a b c
+ + = លហយីមាន 

ដង់រ ីលត ( ), ,x y z kxyz = ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 

បនេះលរតីងមានដដនកំ តល់ដ្ឋយ 0, 0, 0x y z= = = និង 1
x y z

a b c
+ + =  

( ) ( )
1 1

0 0 0

1
2

1 1 1

0 0 0 0 0
0

22
1

0 0 0

, ,

2

1 1
2

z y z
c b a

c b c

V

y z
az y z z b cc b a c b

c b c c

z
c b c

c

M x y z dV kxyz dxdy dz

x
k z dz y dy xdx k z dz y dy

a y z
k z dz y dy k z dz y

b c


   
− − −   

   

 
− −        − − − −     

     

 
− 

 

= =

 
= =  

 

 
= − − = − 

 

   

    

  
2

1

0

z
b

c
z y

dy
c b

 
− 

 
  

−  
  


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22 3 2
1

20 0

1
22 2 4 3

20

0

2
1 1

2

2
1 1

2 2 4 3

z
c b

c

z
b

c
c

ka z y y z
z dz y dy

c b b c

ka y z y y z
z dz

c b b c

 
− 

 

 
− 

 

    
= − + − −    

     

    
= − + − −    

     

 



  

( )

( ) ( )

4 4 42 2 4 3

20

4 42 2 4 2 2 2
2

0 0

2 2
4

2 22

0

2 2 2
22

0

2
1 1 1

2 2 4 3

2
1 1 sin

2 2 4 3 2 12

sin 1 sin 2 sin cos
12

sin
12

c

c c

ka y z b z b z
z dz

c b c b c

ka b b b z ka b z
z dz dz Let z c

c c

k a b
c c d

k a b c







    



      
= − + − − −      

       

    
= + − − =  − =    

    

= −

=



 



( )8

2 2 2
3 92

0

cos sin cos

sin cos
12

d

k a b c
d



   

  =





   

       ចំល ះ 3 92

0
sin cos d



     
តាង cos sinu du d  =  =−   

( )

( )

3 9 9 22 2

0 0

9 112

0

sin cos 1d u u du

u u du

 



   = − −

= − +

 



  

10 12 2

0

10 12 2

0

10 12

cos cos

10 12

1 1 1

10 12 60

u u




 

 
= − + 
 

 
= − + 
 

= − =

 

2 2 2 2 2 21

12 60 720

k a b c k a b c
M =  =    

ដូចលនះ មា៉ា រននបនេះលរតីងរឺ
2 2 2

720

k a b c ។   

ឧទាហរ ៍៣៥៖ រកកូអរលដ្ឋលនទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ននរ ីឡាងំដដលខ្័ ា លដ្ឋយដរ៊ាវរ 2 2 2 2x y z a+ + = និង 
ដង់រ ីលត ( ), ,x y z k xyz = ។ 
       ដំលណាះស្សាយ 
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លយងីបំដលងជាកូអរលដ្ឋលនដរវ៊ារលរបាន៖ 
 2sin cos , sin sin , cos , sinx r y r z r dxdy dz r dr d d       = = = =   

0

: 0
2

0
2

r a

V








  



  



 

  

រកមា៉ា រ 

( ) ( )( )( )( )22 2

0 0 0

5 32 2

0 0 0

3 52 2

0 0 0

2 4 6 62

0 0

, , sin cos sin sin cos sin

sin cos sin cos

sin cos sin cos

cos sin 1 1

2 4 6 2 4 6

a

V

a

a

a

M x y z dV r r r r dr d d

r dr d d

d d r dr

r a

 

 

 



        

     

     

 

= =

=

=

         
= − =        

         

   

  

  

6

48

a
=

  

រកកូអរលដ្ឋលនទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន ់

 

( )

( ) ( )( )( )

2

6

2 22 2
6 0 0 0

6 4 22 2
6 0 0 0

2 4 62 2
6 0 0 0

3 52

6

0

1 48
, ,

48
sin cos sin sin cos sin

48
sin cos sin cos

48
sin cos sin cos

48 cos sin

3

V V

a

a

a

x x x y z dV x yzdxdy dz
M a

r r r r dr d d
a

r dr d d
a

d d r dr
a

a

 

 

 





       

     

     

 

= =

=

=

=

 
=  −  

 

 

  

  

  

72

0 0

7

6

5 7

48 1 1 16

3 5 7 35

a

r

a a

a



   
   

   

   
=  =   

   

  

ដូចោន ដដរចំល ះ 16

35

a
y z= =  

ដូចលនះទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ននរ ឡីាងំរឺ 16 16 16
, ,

35 35 35

a a a
G
 
 
 

 ។ 
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ឧទាហរ ៍៣៦៖ ចូររកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារននដផនកននលតស្តាដអត 1
x y z

a b c
+ + = វលិជ ំវញិអ័កសOz។ 

       ដំលណាះស្សាយ 
តាង  ជាដងរ់ ីលតននលតស្តាដអត 

( ) ( ) ( )

( )

1 1
2 2 2 2

0 0 0

1
2 2

0 0

2 3
1

2 2

0 0

2 2 3
2

, ,

1

1 1

1 1
2 3

x x y
a b c

a a b
z

V

x
a b

a

x
a b

a

I x y x y z dV dx x y dy dz

x y
dx x y dy c

a b

x x y x y
c dx x y dy

a b a b

x x y y x
c x y

a b a

 







   
− − −   

   

 
− 

 

 
− 

 

= + = +

 
= + − − 

 

    
= − − + − −    

    

 
= − − + − 

 

   

 

 

1
4

0
0

4

x
b

aa y
dx

b

 
− 

   
−  

  


  

2 3 42 3 4
2 2

0

2 2 4 42 2 2
2

0

22 2

1 1 1 1 1 1
2 3 4

1 1 1 1
2 3 4

1 1
2 12

a

a

x x x x b x x b x
c x b b dx

a a b a a a b a

x x x b x b x
b c x dx

a a a a

x x b x
bc

a a







            
= − − − − + − − − −            

             

        
= − − − − − − −        

         

 
= − + − 

 





4

0

a

dx
  
  

   


  

       

3 4 2 2 3 4
2

2 2 3 40

3 4 5 2 2 3 4 5

2 2 3 4

0

3 4 5 2 2 3 4 5

2 2 3 4

1 2 4 6 4
1

2 12

1 2 2

2 3 2 5 12 5

1 2 2

2 3 2 5 12 5

a

a

x x b x x x x
bc x dx

a a a a a a

x x x b x x x x
bc x

a a a a a a

a a a b a a a a
bc a

a a a a a a







    
= − + + − + − +    

    

    
= − + + − + − +    

    

    
= − + + − + − +    

   



( )

3 2

3 2

2 2

1

2 30 12 5

60 60

60

a b a
bc

a ab
bc

abc
a b










    
= +    

   

 
= + 

 

= +  
ដូចលនះ ( )2 2

60
z

abc
I a b= + ។ 
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លហំាត់ពហុ្អាងំដតស្រកាល 
៣.១.គណនាអាងំដតស្រកាលឌុរ 
១. រ នា ( ) ln , , : 0 4,1

D

x ydxdy D x y x y e=     ។ 

២.រ នា ( ) ,
D

x y dxdy D− ខ្័ ា លដ្ឋយបនាេ ត់ 22 , 2 1y x y x= − = − ។ 

៣.រ នា ( )2 2 ,
D

x y dxdy D+ ខ្ ័ា លដ្ឋយដខ្សលកាង , 0, 1, 2y x x y y= = = = ។ 

៤.រ នា ( )23 2 ,
D

x xy y dxdy D− + ខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 20, , 2x x y y= = = ។ 

៥.រ នា ln ,
D

y xdxdy D ខ្័ ា លដ្ឋយ 1, , 2xy y x x= = = ។ 

៦.រ នា ( )cos2 sin ,
D

x y dxdy D+ ខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 0, 0,4 4 0x y x y = = + − = ។ 

៧.រ នា ( )3 ,
D

x y dxdy D+ កំ ត់លដ្ឋយវរិម្ភារ 2 2 2
9, 3

3
x y y x+   + ។ 

៨.រ នា ( )sin ,
D

x y dxdy D+ ខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 0, ,
2

x y y x


= = = ។ 

៩.រ នា ,
D

xdxdy D ជាស្តីលកានមានកំរូល ( ) ( ) ( )2,3 , 7,2 , 4,5A B C ។  

៣.២. រតូរអដលរកៃងុអាងំដតស្រកាលឌុរ 

១០.រ នា
2

2
1 ,

D

y
dxdy D

x

 
− 

 
 ជាថ្នរ 2 2 2x y +  ។ 

១១.រ នា
2 2

,
1

D

dxdy
D

x y+ + ខ្័ ា លដ្ឋយកនលះរងវង់ 21y x= − និង( )Ox ។ 

១២.រ នា ( )2 2 ,
D

x y dxdy D+ ខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 2 2 2x y ax+ = ។ 

១៣.រ នា
2 2

2 2

sin
,

D

x y
dxdy D

x y

+

+
 ខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង

2
2 2 2 2 2,

9
x y x y


+ = + = ។ 

១៤.រ នា 2 2 ,
D

x y dxdy D+ ខ្័ ា លដ្ឋយ 2 2 2 2 2 2, 4x y a x y a+ = + =  ។ 

១៥.រ នា ,
D

dxdy D ខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 1, 2,xy xy y x= = = និង 3y x= ។ 

១៦.រ នា
2 2

2 2

1
,

1
D

x y
dxdy D

x y

− −

+ + កំ ត់លដ្ឋយ 2 2 1, 0, 0x y x y+     ។ 
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៣.៣. គណនាច្នៃស្រកឡាដោយដស្ររើអាងំដតស្រកាលឌុរ 
១៧.រ នានផេស្កឡាខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 2 2x y y= − និង 0x y+ = ។ 
១៨.រ នានផេស្កឡាខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 2y x= − និង 2 4 4y x= +  ។ 
១៩.រ នានផេស្កឡាខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 2 24y x x= − និង 2 2y x= (លស្ៅបា៉ា រ៉ា បូល)។ 
២០.រ នានផេស្កឡាខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 23 25y x=  និង 25 9x y= ។ 
២១.រ នានផេស្កឡាខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 2 2 3 1 0y y x+ − + = និង3 3 7 0x y− − = ។ 
២២.រ នានផេស្កឡាខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 24y x x= − និង 22 5y x x= − ។ 
២៣.រ នានផេស្កឡាខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង 24x y= − និង 2 4 0x y+ − = ។ 
២៤.រ នានផេស្កឡាខ្័ ា លដ្ឋយដខ្សលកាង ( )2 4 1y x= − និង 2 2 4x y+ = (លស្ៅបា៉ា រ៉ា បូល)។ 
៣.៤.គណនាមាឌដោយដស្ររើអាងំដតស្រកាលឌុរ 
២៥.រ នាមាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 2 2 8, 0, 0, 0, 4x y x y z x y z+ = = = = + + = ។ 
២៦.រ នាមាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 22 , 2 4, 0, 0x y x y z y z= + + = = = ។ 
២៧.រ នាមាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 2 2 2, , 1z x y y x y= + = = និង 0z = ។ 
២៨.រ នាមាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 24 ,2 4, 0, 0, 0z x x y x y z= − + = = = = ។ 
២៩.រ នាមាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយនផេ , 0, 0, 0z xy x y z= = = = និង 4y = ។ 
៣០.រ នាមាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 2 25 , 9, 0z x x y z= + = = ។ 
៣១.រ នាមាឌ្ននរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 0,z z xy= = និង 2 2 4x y+ = ។ 
 ចូររកមាឌ្ននរូលីតននដដនខាងលស្កាម្៖ 

ក. រូលីតលៅលលីដដន ( ) , :0 1,0 1R x y x y x=     −  ដដលខ្័ ា លដ្ឋយបា៉ា រ៉ា បូ ូអ ីត 
2 2z x y= +  និង 2 22z x y= − −  និងបលងកូ់អរលដ្ឋលនលៅកន ងអដាម្ ខ្ទ្ី១។ 

 
 
 ខ្.រូលីតខាងលលីបា៉ា រ៉ា បូ ូអ ីតននដដន ( ) 2, :0 1,0 1R x y x y x=     −  និងចលនាល ះនន 
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បលង់ 1z =  និង 2z y= −  ។ 

 
 រ. រូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយបា៉ា រ៉ា បូ ូអ ីត 2 2z x y= +  និង 2 250z x y= − −  ។ 

 
៣.៥. គណនាច្នៃស្រកឡាច្នច្នៃដោយដស្ររើអាងំដតស្រកាលឌុរ 

៣២.រកនផេស្កឡាននដផនកដរវ៊ារ 2 2 2 4x y z+ + = ស្តូវបានកាត់លដ្ឋយរ ីឡាងំ
2

2 1
4

x
y+ = ។ 

៣៣.រកនផេស្កឡាននដផនកបលង់ z x=  ដដលរេិតលៅកន ងរ ីឡាងំ 2 2 4x y+ =  និងរេិតលៅខាងលលីបលង់
0z = ។ 

៣៤.រកនផេស្កឡាននដផនកនផេលកាន 2 2 2 0x y z− − = ដដលរេិតលៅកន ងរ ីឡាងំ 2 2 4x y+ = ។ 
៣៥. រកនផេស្កឡានដផនកននបលង់ 24 3 2z x y= − −  លៅកន ងអដាម្ ខ្ននអក័សបីទ្ីម្ួយ។ 
៣៦.រកនផេស្កឡានដផនកននបា៉ា រ៉ា បូ ូអ ីត 2 216z x y= − −  លៅកន ងអដាម្ ខ្ននអ័កសបីទ្មី្ួយ។ 
៣៧. រកនផេស្កឡានដផនកននដរវ៊ារ 2 2 2 25x y z+ + =  លៅដផនកខាងកន ងននរ ីឡាងំ 2 2 9x y+ = ។ 
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៣៨. រកនផេស្កឡានដផនកននលកាន 2 22z x y= +  លៅដផនកខាងកន ងននរ ីឡាងំ 2 2 4x y+ = ។ 
៣.៦.មា៉ា េ ម៉ាូម៉ាង់និនលភាព នងិទីស្ររជុំទមង់នច្នរនៃះមួយដោយដស្ររើអាងំដតស្រកាល 
ឌុរ 
៣៩.បនេះម្យួជាដផនកននតំបន់ដដលរេិតលៅកន ងកាស្ដង់ទ្ីម្ួយខ្ ័ា លដ្ឋយស្កាហវនន siny x=  និង

cosy x=  កន ងចលនាល ះ 0x =  និង
4

x


=  ។ រកកូអរលដ្ឋលនននទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់លបីលរដឹងថ្នដង់រ ីលតរបរ់វា

លរមី ( ),x y y = ។ 
៤០.បនេះម្យួជាតំបន់ដដលខ្័ ា លដ្ឋយបនាេ ត់ 0, 0x y= =  និង 2 4x y+ =  ។ រកកូអរលដ្ឋលនទ្ីស្បជ ំ
ទ្ម្ាន់ លបីលរដងឹថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ) 2,x y x = ។ 
៤១.បនេះម្យួជាតំបន់ដដលខ្័ ា លដ្ឋយបនាេ ត់ y x= និង 3y = ។ រកកូអរលដ្ឋលនននទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ លបីលរ
ដឹងថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ) 2 2,x y x y = + ។ 
៤២.បនេះម្យួជាតំបន់ដដលខ្័ ា លដ្ឋយបនាេ ត់ 1, 0x y= =  និងបា៉ា រ៉ា បូល 2y x=  ។ រកកូអរលដ្ឋលនននទ្ី
ស្បជ ំទ្ម្ាន់ លបលីរដឹងថ្នដងរ់ ីលតរបរ់វាលរមី ( ),x y x y = + ។ 
៤៣.រកម្៉ាូម្៉ាងន់ិចលភារលធៀបនឹងអ័កសOx   ននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយស្កាហវ 2x y y= −  និង 0x =   លបី
លរដឹងថ្នដងរ់ ីលតរបរ់វាលរមី ( ), 2x y x = ។ 
៤៤.រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារលធៀបនឹងអ័កសOx   ននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយស្កាហវ 2y x=  និង y x=  លបលីរ
ដឹងថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ) 2,x y x = ។ 

៤៥.រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារលធៀបនឹងអ័កសOx   ននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយស្កាហវ cos ,
2 2

y x x
 

= −  

និង 0y =  លបីលរដឹងថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ),x y k = (លថ្រ)។ 
៤៦.រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារលធៀបនឹងអ័កសOx   ននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយស្កាហវ 24y x= − , 0x =  និង

0y = លហយីរេិតលៅកន ងកាស្ដង់ទ្ីម្ួយ លបីលរដឹងថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ),x y y = ។ 
៤៧.រកម្៉ាូម្៉ាងន់ិចលភារលធៀបនឹងអ័កស Oy  ននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយស្កាហវ 2 , 0y x x= =  និង 4y =

លហយីរេិតលៅកន ងកាស្ដង់ទ្ីម្ួយ លបីលរដឹងថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ),x y y = ។ 
៤៨.រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារលធៀបនឹងអ័កស Oy  ននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយស្កាហវ 2 ,y x y x= =  លបីលរដឹង
ថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ) 2,x y x = ។ 
៤៩.រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារលធៀបនឹងអ័កស Oy  ននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយស្កាហវ , 0, 1y x y y= = =  និង

3x =  លបីលរដឹងថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ), 4 3x y x y = + ។ 
៥០.រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារប៉ាូដលននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយបនាេ ត់ , 0, 0x y a a x+ =  =  និង 0y =   លបី
លរដឹងថ្នដងរ់ ីលតរបរ់វាលរមី ( ),x y k = (លថ្រ)។ 
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៥១.រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារប៉ាូដលននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយបនាេ ត់ 2y x=  និង y x=  លបីលរដឹងថ្នដង់រ ី
លតរបរ់វាលរមី ( ) 2,x y x = ។ 
៥២.រកម្៉ាូម្៉ាងន់ិចលភារប៉ាូដលននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយបនាេ ត់ 2 2x y= +  និង 26x y= −   លបីលរដឹង
ថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាស្តង់ចំ  ចម្ួយស្ចាររមាមាស្តលៅនឹងចមាា យរីចំ  ចលនាះលៅរល់។ 
៥៣.រកម្៉ាូម្៉ាងន់ិចលភារប៉ាូដលននបនេះដដលខ្័ ា លដ្ឋយបនាេ ត់ 0, 0, 3y y y= = =  នងិ 4x =   លបីលរ
ដឹងថ្នដង់រ ីលតរបរ់វាលរមី ( ),x y k = (លថ្រ)។ 
៣.៧.អាងំដតស្រកាលស្រទរី 
៥៤.រ នា ( )2 2 ,

V

x y z dxdydz V+ +  ខ្័ ា លដ្ឋយបលង់ 0, , 0, 0z z a x y= = = =  និង

( ), 0x y b a b+ =  ។ 

៥៥.រ នា
( )

3
,

1V

dxdydz
V

x y z+ + +
 ខ្័ ា លដ្ឋយបលង់ 0, 0, 0x y z= = = និង 1x y z+ + = ។ 

៥៦.រ នា ( )cos ,
V

y z x dxdydz V+  ខ្័ ា លដ្ឋយរ ីឡាងំ y x=   និងបលង់ 0, 0y z= =

និង
2

x z


+ =  ។ 

៥៧.រ នា 2 2 ,
V

z x y dxdydz V+  ខ្័ ា លដ្ឋយបលង់ 0, 0,y z z a= = =  និងរ ីឡាងំ

2 2 2x y x+ = ។ 

៥៨.រ នា
( )

22 2

,
2V

dxdydz
V

x y z+ + −
  ខ្័ ា លដ្ឋយបលង់ 1, 1z z= − =  និងរ ីឡាងំ

2 2 1x y+ = ។ 
៥៩.រ នា ( )2 2 ,

V

x y dxdydz V+ ជាប៊ាូល 2 2 2 2x y z R+ +  ។ 

៦០.រ នា ( )
2

,
V

x y z dxdydz V+ + ជាដផនករមួ្ននបា៉ា រ៉ា បូល ូអ ីត
2 2

2

x y
z

a

+
 និងប៊ាូល 

2 2 2 23x y z a+ +  ។ 

៦១.រ នា
( )

22 2

,
2V

dxdydz
V

x y z+ + −
 ជាប៊ាូល 2 2 2 1x y z+ +  ។  

៦២.រ នា 2 ,
V

x dxdydz V ជាប៊ាូល 2 2 2 2x y z R+ +  ។ 

៦៣.រ នា ( )2 2 ,
V

x y dxdydz V+ ខ្័ ា លដ្ឋយនផេ
2 2

2

x y
z

+
= និង 2z = ។ 
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៦៤.រ នា ( )
3

2 2 2 21 ,
V

x y z dxdydz V+ + + ជាប៊ាូល 2 2 2 1x y z+ +  ។ 

៦៥.រ នា 2 2 ,
V

z x y dxdydz V+  ខ្័ ា លដ្ឋយនផេរ ីឡាងំ 2 2 2x y x+ =  និងបលង់

0, 0,y z z a= = = ។ 
៣.៨.អនវុតតន៍អាងំដតស្រកាលស្រទរី 
៦៦.រ នាមាឌ្ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយបា៉ា រ៉ា បូល ូអ ីត 2 2z x y= + និងបលង់ 2z y= + ។ 
៦៧.រ នាមាឌ្ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 2y x= និងបលង់ , 4, 0z y y z= = = ។ 
៦៨.រ នាមាឌ្ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយបលង់2 3 6x y z+ + = និងបលង់ 0, 0, 0x y z= = = ។ 
៦៩.រ នាមាឌ្ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 24y x= − និងបលង់ 4, 0, 0z y y z+ = = = ។ 
៧០.រ នាមាឌ្ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 2 2 2 210 , ,z x y y x x y= − − = = និងបលង់ 0z = ។ 
៧១.រ នាមាឌ្ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 2 2hz x y= + និងបលង់ z h= ។ 

៧២.រ នាមាឌ្ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយនផេរ ីឡាងំ
2 2

2

x y
x

+
=  និងដរវ៊ារ 2 2 2 4x y z+ + =  (រេិត

លៅខាងលស្ៅនផេរ ីឡាងំ)។ 
៧៣.រ នាមាឌ្ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយនផេ 2 2z x y= + និង 2 2z x y= + ។ 
៧៤.រ នាមាឌ្ននរូលីតខ្័ ា ខាងលលីលដ្ឋយ 2z x= និងខាងលស្កាម្លដ្ឋយ 2 2z x y= + ។ 
៧៥.រ នាមាឌ្ននរូលីតខ្័ ា ខាងលលីលដ្ឋយនផេ 2 2 2 2x y z+ + = និងលដ្ឋយ 2 2z x y= + ។ 
៧៦.រ នាមាឌ្ននរូលីតដដលរេិតលៅកន ងដរវ៊ារ

2 2 2 4x y z+ + = និងរ ីឡាងំ 2 2 1x y+ = ។ 
៧៧.រ នាមាឌ្ននរូលីតដដលរេិតលៅកន ងដរវ៊ារ

2 2 2 4x y z+ + = និងរ ីឡាងំ 2 2 2x y x+ = ។ 
៧៨.រ នាមា៉ា រននរូប ( ) , , : 0 ,0 ,0V x y z x a y a z a=        ដដលមានដង់រ ីលត
ស្តង់ចំ  ច( ), ,x y z លរមីនឹង ( ), ,x y z x y z = + + ។ 
៧៩.រ នាមា៉ា រននរ ីឡាងំ0 ,0r a z h    លបីដង់រ ីលតរបរ់វាស្តង់ចំ  ច( ), ,x y z លរមីនឹង 
( ), ,x y z z = ។ 

៨០.រកកូអរលដ្ឋលនននទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ននរ ឡីាងំខ្័ ា លដ្ឋយ 0, 0, 1, 3x z y y= = = = និង 2 3x z+ = ។ 
៨១.រកកូអរលដ្ឋលនននទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយ 2 22 4y z x+ = និង 2x = ។ 
៨២.រកកូអរលដ្ឋលនននទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយ 2 21, , 0, 0x y z x y x y+ = = + = =  និង

0z = ។ 
៨៣.រកកូអរលដ្ឋលនននទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយ 2 29z x y= − − និងបលង់ 0z =  ។ 
៨៤.រកកូអរលដ្ឋលនននទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយ 2 2z x y= + និង 2 212 2 2z x y= − −  ។ 
៨៥.រកកូអរលដ្ឋលនននទ្ីស្បជ ំទ្ម្ាន់ននរូលីតខ្័ ា លដ្ឋយ 2 22z x y= + និង 2 212 2 2z x y= − −  ។ 
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៨៦.រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារននរូប ( ) , , : 0 ,0 ,0V x y z x a y a z a=        លធៀបនឹងស្ទ្ន ង
ខាងនិម្ួយៗរបរ់វា។ 

៨៧.រកម្៉ាូម្៉ាងន់ិចលភារននលអលីបរូអ ីត
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = លធៀបនឹងអ័កសកូអរលដ្ឋលនទាងំបី។ 

៨៨.រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារននដផនកននបា៉ា រ៉ា ប៉ាូល ូអ ីត 2 2 2x y cz+ =  កាតល់ដ្ឋយបលង់ z c=  លធៀបនឹងអ័កស
( )Oz ។ 
៨៩. រកម្៉ាូម្៉ាង់និចលភារននអ័កសអប់រ ីរ និងអ័កសអរលដ្ឋលនចំល ះរូលីតដដលខ្័ ា លដ្ឋយចលនាល ះកនលះ
ដរវ៊ារ 2 24z x y= − −   នងិបលង់ ( )xOy   ដដលមានដង់រ ីលត ( ), ,x y z   ជារមាមាស្តលៅនឹងចមាា យ
រវាង ( ), ,x y z និងបលង់ ( )xOy ។ 
៣.៩.គណនាអាងំដតស្រកាលស្រទីរខាងដស្រកាម៖ 

2 22 2 2

2
2

2

2

2 2 2

2

11 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

216 442 16 12 2 34 6 3

0 0 1 0 02 16

3 9 1 sin

0 0 0 0 0 0

ln 2

ln

1). 2). 2

1
3). 4).

5). 6). sin

7).

x yx x x

x yy
y y z

y

z x z x

y

x y z

y

dz dy dx xz dz dy dx

dz dxdy dxdz dy
y

dy dxdz y dz dxdy

e

 

− −− − −

 
− −  − − − − 

− −

− + +

+ −

     

     

     



2

2

ln8 1 1 2

1 1 0 0 0

2 22 4 4 1

0 0 0 0

8). 4

9). 10).

z x x

y x y

yy

dxdy dz yz dz dy dx

x dz dxdy xy dz dxdy

− −

− − −

    

     

  

 7 2 1 2 4 3

3 0 0 1 0
11). 12).

x x y x

y
dz dy dx dz dy dx

− +

− −        

 
( )

5 2 2 2
2 3

0 1 0 0 1 0

0 2
2 2

0 0 0 0 sin 2 0

13). 6 14). 2

15). sin 16). sin

x
z y z z

z

z

z y yz

z

xy z dxdy dz xyz dy dxdz

x
x y z dxdy dz dxdy dz

y

 

+

−

 
+ +  

 

     

     
     

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 4 4 2 4 16
2 2

2 4 0 0 0

3 9 9
2 2 2

0 0 0

17). 18).

19). 20).

x x x y

x x y

a a y a a x y x x y

a a x a

x dx dy dz x y dz dy dx

x dz dy dx x y z dz dy dx

− − − −

− − − +

+ + − − − − −

− − −

+

+ +

     

     

  

5 3 6 6
2 4

1 0 0 0 0 0
21). cos 22).

r

r dr d dz rz dz dr d
 

  
−

−       
2 2

32cos 4 2
22 2

0 0 0 0 0 0
23). sin 24).

r

r dz dr d e d d d
 

 
     

−
−

        
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2 cos
24

0 0 0
25). sin d d d


 

        
៣.១០.អាងំដតស្រកាលដៅកៃងុកអូរដោដនេុឡីាងំ នងិថ្េវ៊េរ 
 ចូររ នាអងំលតស្កាលតាម្កូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំខាងលស្កាម្៖ 

2 1 1

0 0 1
1). dz r dr d




−     

 
)

2 2 2

2

3 9 9 3

0 9 0
2 .

y x y

y
dz dx dy

− − +

− −     

 
) ( )

2

2

3
1 1 1

2 2 2

1 1 1
3 .

y

y
x y dz dx dy

−

− − − −
+     
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)
23 9 2

2 23 0 0

1
4 .

1

x

dz dy dx
x y

−

− + +     

 
 ចូររ នាអងំលតស្កាលតាម្កូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំខាងលស្កាម្៖ 

( )

2 2

2 2

2 2 2

2 2 22

2

4 1 4 16 42

0 0 4 16

1
13 9 11 2

2 2 2 22

0 0 0 1 0 3

1). 2).

3). 4).

x x

x y

x x x y

x y yx

y

e dy dxdz dz dy dx

x y dz dy dx x y dxdy dz

− −

− −

− − − +

+ −−
−

−

+ +

     

     

  

 ចូររ នាអងំលតស្កាលតាម្កូអរលដ្ឋលនដរវ៊ារខាងលស្កាម្៖ 

( )
5

2 2 2 21).
D

x y z dV+ + ដដលDជាឯកតាននប៊ាូល។ 

( )
3

2 2 2 2

2).
x y z

D

e dV
− + +

  ដដលDជាឯកតាននប៊ាូល។ 

( )
3

2 2 2 2

1
3).

D

dV

x y z+ +
  ដដល D  ជាដដនលៅចលនាល ះដរវ៊ារដដលមានកាលំរមី 1 និង 2  ស្តង់

ចំ  ចកណាត ល។ 
4sec2 3

2

0 0 0

4). sin d d





        
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46

2

0 0 2sec

5). sin d d d







         

 

( )
2sec2 4

3 2

0 0 1

6). sin d d d




     −

     

 
 

2 2csc
23

0 0
6

7). sin d d d


 

          

 
៣.១១. មាឌដៅកៃងុកអូរដោដនេុឡីាងំ និងថ្េវ៊េរ 
 លដ្ឋយលស្បីកូអរលដ្ឋលនរ ីឡាងំចូររ នាមាឌ្រូលីតននដដនខាងលស្កាម្៖ 

១.ដដលដដនកំ ត់ខ្ ័ា លដ្ឋយបលង់ 0z = និងអ ីដររបូល ូអ ីត 2 217 1z x y= − + + ។ 
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២.ដដលមានដដនកំ ត់ខ្ ័ា លដ្ឋយបលង់ 25z =   និងបា៉ា រ៉ា បូល ូអ ីត

2 2z x y= + ។  

 
៣.ដដលមានដដនកំ ត់ខ្ ័ា លដ្ឋយបលង់ 29z = និងបា៉ា រ៉ា បូល ូអ ីត 2 24z x y= + + ។ 

              
 លដ្ឋយលស្បីកូអរលដ្ឋលនដរ៊ាវរចូររ នាមាឌ្ននតំបន់ខាងលស្កាម្៖ 
១.ដដលមានដដនកំ ត់ខ្ ័ា លដ្ឋយដរវ៊ារ 2cos = និងកនលះដរវ៊ារ 1, 0z =  ។ 

 
២.ដដលដខ្សលកាងរងលបះដូងននការបងវិលជ ំវញិអ័កស

( ) , , : 0 1 cos ,0 2D        =   +     ។ 
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៣.ដដលមានដដនកំ ត់ខ្ ័ា លដ្ឋយខាងកន ងលកាន

4


 = នងិខាងកន ងដរវ៊ារ 4cos = ។ 

 
៤.ដដលមានដដនកំ ត់ខ្ ័ា លដ្ឋយរ ីឡាងំ 1r = និង 2r =  និងលកាន

6


 = និង

3


 = ។ 

 
៥.ដដលមានដដនខ្័ ា លដ្ឋយដផនកននបូល 4  និងលៅចលនាល ះបលង់រីរ 2z = នងិ 2 2z = ។ 
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៦.ដដលដដនកំ ត់ខ្ ័ា លដ្ឋយខាងកន ងលកាន 2 2z x y= + និងលៅចលនាល ះបលង់រីរ 1z = និង 2z = ។ 
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